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Sur une classe des équations diophantiennes

Par K. GYORY (Debrecen)

Dédié au 60 anniversaire de M. le Professeur A. G. KUROS

1. Introduction. Un probléme classique dans la théorie des équations diophan-
tiennes est de déterminer toutes les équations a coefficients rationnels ayant une
infinité de solutions en nombres entiers. Une méthode trés utile pour considérer
cette question est l'application des résultats concernant I'approximation des
nombres algébriques par rationnels. En premier lieu il faut mentionner les résultats
connus de A. THUE [13], de C. L. SieGeL [11] et de K. F. RotH [8]. D’aprés Roth,
si « est un nombre algébrique irrationnel, et si ¢=0 est une constante arbitraire,
alors il n’existe qu'un nombre fini de fractions rationnelles p/g pour satisfaire a
I'inégalité

(1) 'x——| <

Utilisant ce théoréme, H. DAVENPORT et K. F. RoTH ont prouvé que si F(x,, x,)
est un polynome homogeéne irréductible de degré n=3 avec des coefficients entiers,
et si G(x,, x,) est un polynome a coefficients entiers de degré au plus (n— 3), alors
I'équation
(2) F(xl L] x2) i G(xl » -‘72)

n'a qu'un nombre fini de solutions (xl,xz) en entiers rationnels; en plus pour
le nombre des solutions ils ont donné aussi une borne supérieure dépendant seulement
de n et des coefficients de F et de G.

Dans ce travail nous allons considérer la cardinalité des solutions x=(x, ..., X,)
en nombres entiers rationnels de I’équation

(3) Pl s X SOy o 2]

dans le cas ou F est une forme irréductible, décomposable ') de degré navec des co-
efficients rationnels, et G un polynome a coefficients rationnels.

TH. SKOLEM (voir par ex. [12] ou [1]) et puis C. CHABAUTY [3] ont traité I’équation
(3) dans le cas ot m=3 et G=a est un nombre rationnel. A I'aide de la méthode
p-adique de Skolem ils ont montré que dans certains cas le nombre des solutions
est limité.

) C'est-a-dire F se décompose en facteurs linéaires dans le corps complexe.
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En utilisant la conjecture connue concernant I'approximation simultanée des
nombres algébriques ?) nous allons démontrer que I'équation (3) n’a qu'un nombre
fini de solutions en nombres entiers aussi dans le cas ou G n’est pas nécessairement
un polynome constant, mais n est assez grand (dans 3 déterminé exactement) par
rapport a m et au degré de G. Pour m =2 il en résultera — comme nous verrons — le
théoréme cité de Davenport et de Roth, en plus on obtiendra aussi pour m=3, 4
quelques conséquences en appliquant les résultats d’approximation les plus récents
de W. M. Scumipt [10]. D’abord il nous faut toutefois introduire quelques no
tions et notations.

2. Notions et notations. Soit C le corps des nombres complexes, et soit
C[x,, ..., x,,] 'anneau de polynomes en m variables. Interprétons la notion de
I'index comme une valuation spéciale de cet anneau de polynomes (voir [7], p. 135.):

Définition 1. Soit P(x,, ..., x,)€C[x,, ..., x,] un polynome non identi-
quement zéro. Soient x,, ..., o, des nombres complexes et r,, ..., r,, des nombres
positifs. Considérons le polynome P(x,+,, ..., x,, +,) sous la forme

Pua+ah”qu+%g=jg§~}2§cu“uqﬁoﬂuux#.

Le nombre

@ e=mmk+ +!]

ry

s’appelle I'index de P au point (2, ..., ,) concernant (r,, ..., r,), ol le minimum
concerne I’ensemble de tous les entiers non négatifs j, , ..., j, tels que <(j,, ....J,) =0,
ou de maniére équivalente tels que

9 J1 J Jm
(2] () P o 0

On peut aisément voir que I'index est en effet une valuation, c’est-i-dire par
définition ind O =< ou O est le polynome identiquement zéro, en plus au point
(g5 ..., ) concernant (7, ..., F'm)

(5) ind (P + Q) =min (ind P, ind Q)
et
(6) ind PO =ind P +ind Q,

ou P,Q¢eClx,, ..., x,] sont de polynomes non identiquement zéro.
Par exemple prenons une forme irréductible F(x,, x,) de degré n avec des
coefficients rationnels. Alors on a

F(x,, x;) = alx; +9,x5) ... (x; +9,%,)

2) Voir section 3. de ce travail.
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et ainsi I'index de F concernant (1, 1) dans un point arbitraire 4 =(x,, %,) #(0, 0)
de I'espace cuclidien réel E, de dimension 2 est

ind F(4) = 2, ind (2, + 9%,)
i=1
d’aprés (6). Donc

(7) ind F(A)=1,
puisque F est irréductible, c’est-a-dire 3, ..., 3, sont différents.

Définition 2. Une forme F(x,,...,x,) a coefficients rationnels s’appelle
décomposable s’elle se décompose en facteurs linéaires dans le corps complexe.

Evidemment toutes les formes en deux variables avec coefficients rationnels
sont décomposables, mais les formes en plusicurs variables sont en général non
décomposables (voir par ex. [1], p. 92—100.). Dans la suite nous verrons que les
formes décomposables sont caractérisées complétement.

Définition 3. Une forme F(x,,...,x,) a coefficients rationnels s’appelle
dérivable 3) s'il existe une forme H(y,, ..., ») (/<m) avec des coefficients rationnels
telle que par la substitution

,"1 =a| |x| + Y +a1,,,x,,,
(8) : .
Ni=anXx, + ... + Xy,

ou les éléments de la matrice 4 =|a;| sont entiers, la forme H sera transformée
dans la forme F. Au cas contraire nous appelons la forme Findérivable.

Il faut observer que les formes F(x,, x,) irréductibles a coefficients rationnels
de degré au moins 2 sont naturellement indérivables. Dans section 4 nous carac-
tériserons les formes irréductibles, décomposables, indérivables avec des coefficients
rationnels.

Enfin, si K est un corps algébrique, alors nous désignons par Nk, la norme
dans ce corps. En plus, nous désignons par E,, I'espace euclidien réel a m dimensions.

3. Résultats. Par le théoréme classique de Dirichlet concernant I"approximation
simultanée des nombres irrationnels et par les résultats d’approximation de Roth
et de Schmidt, il est trés probable que la conjecture suivante est vraie (voir par
ex. [2] ou [9]):

Conjecture A. Soient o, ..., o, des nombres réels algébriques tels que 1, o, ..., %
sont linéairement indépendants dans le corps rationnel R, et soient ¢ =0, ¢=0 des
constantes arbitraires. Alors les inégalités

4
qi +l;‘k+£

B _ :
(9) o —— (i=1,..,k)

q|”
n'ont qu'un nombre fini de solutions q=0:p,, ..., p. en entiers rationnels.

3) Evidemment, cette notion n’a rien & faire avec I'opération de dérivation du calcul infinitési-
mal.
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Par le principe de transposition bien connu de Khintchine [6], cette conjecture
est équivalente a la conjecture suivante:

Conjecture B. Si «,, ..., % et ¢, e=0 satisfont aux conditions de la conjecture
précédente, alors I'inégalité

C .
(10) Pt+g10+ ... + G| < ok e Q = max {|q,], ..., [q|}=0

n’a qu'un nombre fini de solutions p; qy, ..., g en entiers rationnels *).
Maintenant nous pouvons formuler notre résultat concernant I'équation (3):

Théoréme. Soit F(x,, ..., x,) une forme irréductible, décomposable, indérivable
de degré n avec des coefficients rationnels, et soit

(11) Om%agm ind F(A) = r

concernant (1, ...,1). En supposant n=mr prenons un polynome G(xy, ..., X,)
a coefficients rationnels et de degré s tel que

(12) n—mr=¢s.
Si la conjecture A < B est vraie pour chaque entier k =m, alors I’équation
(13) FOG; an X)) =0 X i )

nwadmet qu'un nombre fini de solutions X =(x,, ..., x,,) en nombres entiers.

Remarque 1. D’abord il faut noter que dans le cas optimal r=m — 1. Aprés
le lemme 4 nous donnerons des exemples de telles formes. D’autre part nous prou-
verons qu’'on a toujours r <n. En outre il est probable que r=n/2 et on peut prouver
que dans le cas général cette estimation ne peut pas étre améliorée.

Remarque 2. Nous allons montrer que les conditions du théoréme sont
en général nécessaires, c’est-a-dire qu’en supprimant n’importe quelle des conditions,
le théoréme cessera d’étre vrai en général.

Soit F(x,, ..., x,) une forme a coefficients rationnels satisfaisant toutes les
conditions du théoréme sauf celle de I'indérivabilité. (Par les lemmes 2 et 4, dans
ce cas on a généralement n = mr.) Supposons que F procéde de la forme H(yy, ..., »)
(/<m) par la substitution ¥ = AX, ou les éléments de la matrice A sont des entiers
et A contient un déterminant d’ordre / de valeur +1. Soit en particulier
G(x,, ..., x,)=a un nombre rationnel. Si I’équation

H(yy, ... y)=a

a au moins une solution en nombres entiers y,, ..., ¥, (ce qui se réalise toujours
par exemple pour @ =0), alors I’équation (13) a une infinité de solutions en nombres
entiers. Donc, le théoréme n’est pas vrai en général pour des formes dérivables.

4) Comme il est connu, si la conjecture A ou B est vraie pour une certaine constante ¢=0, alors
elle est vraie aussi pour une constante positive arbitraire.
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En général la condition (12) et ainsi n=mr est également nécessaire. En effet,
soit F(x,,x;)=x}—2x} et G(x;,x,)=1. Dans ce cas n=m=2,r=1,s=0
et toutes les conditions du théoréme se réalisent sauf (12), pourtant 1’équation
(13) a une infinité de solutions en nombres entiers.

Enfin nous montrons qu'en général il faut aussi supposer I'irréducibilité de
F. A cette fin prenons les polynomes F(x,, x;) = (x; +x;)(x7 +2x3)* (k =2 entier)
et G(x,,x,)=x,+x,. Dans ce cas r=1 et les conditions supplémentaires du
théoréme se réalisent, mais le théoréme n’est pas vrai.

Il faut toutefois observer que le théoréme est vrai aussi dans le cas ou F n’est
pas nécessairement irréductible, mais tous ses facteurs irréductibles sont indérivables.
Pour m=2 on en obtient justement un de nos résultats antérieurs [5].

Remarque 3. On voit aisément que pour m =2 notre théoréme donne justement
le résultat cité de Roth et de Davenport. En effet, si F(x,, x,) est une forme
irréductible de degré n = 3 avec des coefficients rationnels, alors elle est décomposable,
indérivable et d’aprés (7) r=1. Puisque dans le cas k=1 la conjecture 4 < B est
démontrée par Roth, pour un polynome G(x,, x,) de degré au plus (n—3) avec
des coefficients rationnels, en conséquence de notre théoréme I’équation (13), c’est-a-
dire I’équation (2) n’admet qu’un nombre fini de solutions en entiers rationnels.

Vu que pour k =2 les conjectures A4 et B se trouvent démontrées par Schmidt [10],
du théoréme précédent on obtient le

Corollaire 1. Soit F(x,,x,,x3;) une forme irréductible, décomposable,
indérivable de degré n=4 avec des coefficients rationnels, et soit

(117) omax. ind F(4) = r

concernant (1,1, 1). En supposant n=3r prenons un polynome G(x,,Xx,,X;) a
coefficients rationnels et de degré s tel que

(129 n—3r=s.
Alors I’équation
(13’) F(xlax29 x.‘!):G(xlixZ, 1'3)

n'admet qu’'un nombre fini de solutions X =(x,, x,, x3) en nombres entiers. )

Dans le mémoire cité de Schmidt on peut trouver également le théoréme suivant:
Soient %, , o, , %y des nombres réels algébriques tels que 1, «,, «,, 253 sont linéairement
indépendants, et soient ¢=0, =0 des constantes arbitraires. Alors I'inégalité

c
(14) PHqroag +qa0+q30,] < W; Q = max{lq,, |9, |gs/]} = 0

%) C'est aprés que ce travail it complété et regu par la rédaction, que j'ai pris connaissance du
travail de W. M. Schmidt: Some diophantine equations in three variables with only finitely many
solutions, Mathematika 14 (1967) No. 2. p. 113—120. Ce travail contient pour m=3 un théoréme
meilleur que notre corollaire 1, tandis que pour m=4 'auteur mentionne (sans démonstration) un
résultat un peu plus faible que notre corollaire 2. Des résultats de ce travail il s'en suit (2 I'aide de
notre lemme 4) que dans le cas m=3 on a r=n/2.
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n'a qu'un nombre fini de solutions p; ¢,, ¢,, g3 en entiers rationnels. Au moyen
de ce résultat et de notre théoréme, on peut aisément obtenir une conséquence
pour des équations du type (3) & quatre inconnues:

Corollaire 2. Soit F(x,,x,,x3,X;) une forme irréductible, décomposable,
indérivable de degré n=7 avec des coefficients rationnels, et soit
11” m ind Fi =P
(117) o max ind F(A)
concernant (1,1, 1, 1). En supposant n=6r prenons un polynome G(x;, X5, X3, X3)
a coefficients rationnels et de degré s tel que

(127) n—6r=>s.
Alors I'équation
(137) F(xy, X2, x3, x3) =G(xy, X3, X3, X,)

n'admet qu'un nombre fini de solutions x=(x,, x,, x5, X;) en nombres entiers.

4. Lemmes. On appelle une forme F(x,,...,Xx,) a coefficients rationnels
unimodulairement équivalente ou simplement équivalente & la forme F'(xi, ..., x,,)
a coeflicients rationnels, s’il existe une transformation unimodulaire

Xy Crp - Com | | X1
(15) E1=] = :
Xm Cmt ==+ Coum x,:,

par laquelle la forme F se trouve transformée dans la forme F’, et les éléments
de la matrice C=|c,/| étant des entiers et det |C| = +1.

Nous mentionnons d’abord une caractérisation des formes irréductibles,
décomposables a coefficients rationnels.

Lemme 1. Sip,, ..., u,, sont des nombres algébriques tels que K= R (us, ... u,,),
alors la forme a coefficients rationnels

(16) F(xy, 00y Xp) = Ngjp(xg +Xops + oo + Xlh)
est irréductible dans le corps rationnel R. De I’autre c6té chacun des formes irréductibles,

décomposables en m variables a coefficients rationnels peut étre représentée dans
la forme (16) a un facteur constant preés.

DEMONSTRATION. Ce lemme peut se trouver dans [1], p. 97—98. Plus précisément
les auteurs y ont démontré la premiére part de ce lemme, en plus ils ont prouvé
que chaque forme irréductible, décomposable de degré n en m variables avec des
coefficients rationnels est unimodulairement équivalente a une forme du type (16)
a une constante prés, ot [K: R] =n. Par conséquent, si F,(x], ..., x,,) est une forme
irréductible, décomposable a coefficients rationnels, alors elle est équivalente a
une forme du type (16) par la transformation (15), c’est-a-dire on en obtient

aFy(x}, ..., Xm) = Ngjr(x1&1 + oo + X0 o)
ou <y Cit ++ Camt || 1
Ha
(17) : 1= N B
6m Clm - Coum Ho
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a0 est un nombre rationnel et d’aprés (17) R(,, ..., <) =R(ay .oy ) =K.
Puisque F a m variables, ainsi £;=0 (i=1, ..., m) et par exemple

aFl(x;s resy 'Yl:‘l) — NK!R(&I)NK;'R(X; +-‘-5€2[éi + .. +xl:r£mfél)-

Maintenant on a nécessairement K’'=R(&,/E,, ..., E,/E;)=K, parce que dans
le cas Ko K’ F, serait une puissance d’une forme en m variables de degré [K: K] =2
ce qui est contraire a ’hypothése. Donc, F, peut étre représentée en effet dans la
forme (16) a une constante prés.

Dans la suite nous allons caractériser les formes irréductibles, décomposables,
indérivables avec des coefficients rationnels.

Lemme 2. Pour qu’une forme irréductible, décomposable a coefficients rationnels
soit indérivable, il faut et il suffit que les coefficients de tous ses facteurs linéaires
soient linéairement indépendants.

DEMONSTRATION. Soit F(x,,..., x,,) une forme irréductible, décomposable,
indérivable a coefficients rationnels. D’aprés le lemme précédent on a

(18) F(xy, ooy X) =ANK (%) + X3l + ..+ Xonfl)s

ou K=R(uy, ..., 4,,) €t @ est un nombre rationnel. Supposons que les coefficients
I, 187, ..., u¥ du i-iéme facteur linéaire de F sont linéairement dépendants. C’est-a-
dire 1, g3, ..., p, sont également linéairement dépendants. Prenons un sous-en-
semble maximal de ces nombres — par exemple les nombres 1, u,, ..., 4y — telque 1,
Hy, ..., iy soient déja linéairement indépendants (F étant indérivable, les nomb-
res y; ne sont pas tous rationnels). Par conséquent il existe un entier ¢#0 tel que

Clivr = Aey gt oo+t ty
(19) :
Clw = Ao 1+, 22+ oo + Aty

ou les 4;; sont tous entiers. D’aprés (18) il résulte

c"F(xy, ..., Xp) = aNgr(cx; + ... +cXp, ).
En appliquant la substitution

Y1 =X+ Ay 1 Xipy F oo+ A, 1 Xm
(20) :
N= X+ X1 0X41+ oo F A 1 X
on a d’aprés (19)
"F=aNgg(yy +y202 + . +0) =H(yy, ... )

ou H est une forme a coefficients rationnels, ce qui est impossible par I’hypothése.

D’autre part, supposons que les coefficients du facteur linéaire LV(x)=
=Xy +X 3 + ... + X, i,, de F sont linéairement indépendants. Alors les coefficients
des facteurs LO(x)=x, +x,u% +... +x,ul (i=1, ..., n) sont également linéaire-
ment indépendants. En supposant que F est dérivable, elle s’obtient d’une forme
H(yy, ... ) (I=m) a coefficients rationnels par une substitution

Vi = a4y Xy T +alm'\-m
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Pour Y =0 le systtme d’équations 4-X=0 a au moins une solution nontriviale
X*=(x7, ..., x;,) en nombres rationnels. Donc, on en conclut

0=H(, ..., 0)=F(X*)=LA)(X*)...L"(X™),

ainsi LY(X*)=0 pour un /, ce qui est contraire a I’hypothése.
Du lemme précédent on obtient sans peine le

Lemme 3. Pour qu'une forme F(xy,...,x,) irréductible, décomposable a
coefficients rationnels soit indérivable, il faut et il suffit que le rang de la matrice des
coefficients de ses facteurs linéaires soit m. °)

DEMONSTRATION. D’aprés le lemme 1 la forme F peut étre écrit sous la forme
F(Xy, ... Xm) = aNgp(xy +X2p2 + ... + Xpu ),

ot K=R(u,, ..., u,) et a est un nombre rationnel.
Supposons d’abord que F est dérivable. Alors d’aprés le lemme précédent

ils existent des nombres rationnels non tous zéro ¢, ..., ¢, tels que
C1+02ﬂg)+.-.‘+‘fmﬂ}:) =0 (f: l,...,n)

et on en déduit en effet

L= By wasifhy
(2) (2)
(21) rang 1 .,uz wo Hom <m.

1 8.0

Supposons ensuite que la forme F est indérivable. Alors, d’aprés le lemme
précédent 1, p5, ..., i,, sont linéairement indépendants. Dans le cas m=n ces
nombres forment une base dans K, et pour n =m on les peut compléter & une base
1, ttay ooy fs ...y ty de K. Donc, leur discriminant est

|12
‘l fs. oeifhy es BG
O R L )
0#A(L;"Zs‘--bum----s#u):‘ -J— A o

R SEET T L

On en conclut que le lemme est démontré pour m=n. Dans le cas contraire, en
développant ce déterminant par les déterminants de ses premiéres m colonnes,
il existe au moins un déterminant d’ordre m différent de zéro, ce qui prouve notre

proposition.

Lemme 4. Soit F(xy, ..., x,,) une forme irréductible, décomposable, indérivable
de degré n avec des coefficients rationnels. Désignons par M la matrice des coefficients
des facteurs linéaires de F et soit t le nombre maximal des lignes de M desquelles

6) C'est-a-dire il existe m facteurs linéaires de F qui sont linéairement indépendants dans le
corps K.
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on peut former une matrice de rang <m. Alors on a

(22) ofﬁ’%m indF(A) =r=1,

et si F est décomposable dans le corps réel, alors on a exactement r=t.
DEMONSTRATION. Soit de nouveau
F(xy, ..o Xpp) =aNgp(xy + X205 + ... + X ),

ou K=R(ip, cos )i 1, a5 .oy i, sont linéairement indépendants et a=0 est
un nombre rationnel. En écrivant F sous la forme

F(x) =aL"(x)...L™(x),

on peut voir que dans un point arbitraire 4 #0 de E, on a

ind F(4) = > ind L'V(A)

i=}

concernant (1, ..., 1). Pour qu'on ait ind L'”(4) =1, il faut et il suffit par définition
que L?(4)=0. Dans le cas contraire on a toujours ind L”(4)=0. Donc, désignant
par ¢ le nombre maximal des formes linéaires LUV, ..., LUd telles que

L@(4) =0, ..., Ltd(4) = 0,
on a nécessairement ind F(4)=¢. On en déduit

1 ufv ... uSe
rang E = m,
U pgo .. o
c'est-a-dire g=ind F(4)=1, et finalement r=1¢, A étant arbitrairement choisi.
Soit ensuite F une forme décomposable dans le corps réel. Si 7 désigne le nombre

maximal des lignes de M desquelles on peut former une matrice de rang <=m
et si 'on a par exemple

1 pf o
rang| : = m,
1 pf? ... pl¥
alors le systéme d’équations
Li(x)=0,..., L#(x) =0

a au moins une solution nontriviale 4 € E,,. 1l en résulte que ind F(A) =1, autrement
dit r=t. '

Exemple 1. Comme nous avons mentionné aprés le théoréme, dans le cas
optimal on a r=m—1. Maintenant nous en donnons un exemple: Soient m=2
et n=m(m — 1) des nombres entiers et considérons un corps algébrique K de degré n.
Soit 3€ K un élément primitif, c’est-a-dire K= R(9). D’aprés le lemme 4 on peut
aisément voir qu'on a r=m—1 pour la forme

F(xy, ..oy X)) = Ngjr(x; + 2,9 4+ ... + x,,9m1),
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de plus si K est totalement réel, alors on a exactement r=m—1. Enfin, il faut
observer que F satisfait a toutes les conditions de notre théoréme.

Exemple 2. Pour une forme F satisfaisant a toutes les conditions sauf
n=mr, on a évidemment r<=n d’aprés les lemmes 3 et 4. Il est trés probable qu’on
a toujours méme r = n/2. Au moyen d’un exemple nous montrons que cette estimation
ne peut plus étre améliorée en général.”) A cette fin soit m=2 un nombre entier,
n=m un nombre pair et soit K un corps algébrique totalement réel de degré n
contenant un sous-corps quadratique. Supposons que K=R(u,, ..., u,), ou I,
Iy, ..o Iy sont linéairement independants et u, est du deuxiéme degré. Dans
le cas de la forme

NK.JR(XI + Xl 1 ... ‘."'.Ym,um)

on a en effet r=r=n/2, vu qu’on a n/2 égaux parmi les conjugués relatifs de p,.
Drailleurs cette forme satisfait aux conditions complémentaires du théoréme.

Montrons enfin que si la conjecture B est vraie pour chaque entier =k, alors
elle est valable aussi dans le cas ol les nombres o, ..., % ne sont pas nécessairement
réels.

Lemme 5. Soient a,, ..., % des nombres algébriques non tous réels tels que
I, %y, ..., % sont linéairement indépendants dans R, et soient ¢ =0, £ =0 des constantes
arbitraires. Si la conjecture B est valable pour chaque entier =k, alors I'inégalité

. C
(23) p+qio+ ... + @y < okve Q = max {|q,, ..., |@[} = 0

n'admet qu'un nombre fini de solutions p, q,, ..., g, en nombres entiers.®)

DEMONSTRATION.  Evidemment il suffit de considérer seulement le cas k =2.
Supposons qu’il existe une infinité de solutions de (23) en nombres entiers.

On peut supposer que 2, ..., %, sont des nombres imaginaires et o, ..., %
sont des nombres réels (par hypothése 1 =/=k). Par suite on peut écrire

(24) a;i=f;+iy; (i=1,....%),
ou les nombres f;, y; sont réels algébriques et par hypothése 7y, ..., y,#0;
Pe1=...=7=0. Ainsi d’aprés (23) les inégalités
: c
(25) lp+aq B+ ... + @B = Q"“_: Q = max {|q,/, ..., |@[} = 0
et
; ¢ .

(26) g1 71+ @l < gree Q = max {|q;|, ..., [g@|} = 0

7) Soit F(xXy, «voy Xp)=aNg;r(X+ X200+ ...+ X, p). Sile module {1, pa, ..., &} est dégénéré,

alors il existe un nombre rationnel ¢=0 tel que I'équation F=c¢ a une infinité de solutions X en
nombres entiers (voir [1], p.322.) Dong, si la conjecture 4 <> B est vraie, on a nécessairement n —mr=0,
d’ott r=n/m. Lorsque le module {1, #,, ..., u,.} est non dégénéré, il est probable qu'on a en général
r==n/m, en supposant naturellement que » est assez grand par rapport a m.

5) 11 est probable que dans ce cas 'exposant &+ ¢ peut étre encore diminué.
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ont une infinité de solutions communes p, ¢, ,...,4; €en nombres entiers. Si maintenant
1, Bys ...y P Ou bien 1, y,, ..., 7; sont linéairement indépendants dans R et si la
conjecture B est vraie, alors nous obtenons une contradiction. Donc, il suffit de
considérer seulement le cas ou 1, B, ..., 0B et 1,7y,,...,7 sont linéairement
dépendants dans R.

Etudions d’abord I'inégalité (25). Si les nombres 1, f,, ..., f, sont tous
rationnels, alors en multipliant (25) par le produit des dénominateurs de ces nombres,
nous obtenons du c6té gauche des nombres entiers qui sont zéro d’aprés Q —e=
sauf pour un nombre fini de solutions p, ¢, ..., ¢.. Evidemment, cela veut dire
que sauf pour un nombre fini de systémes p, ¢,, ..., g; on a

(27) P+q, B+ ..+qP=0.

Supposons ensuite que 1, f,, ..., f; ne sont pas tous rationnels. Prenons un
sous-cnsemble maximal de ces nombre — par exemple les nombres 1, §,, ..., B,
ol on a évidemment 1 Su<k — tel que les nombres 1, B, ..., f, soient déja linéaire-
ment indépendants. Alors ils existent des nombres rationnels ¢, tels que

ﬁnﬁl = cu+l,0+cn+l,lﬁl+"'+cu+l,uﬁu
(28) :
Br = cxot+Ch,1Br+ -+ Ckubu

En éliminant donc B4, ..., fx de (25) et en multipliant (25) avec un nombre
entier a0 convenablement choisi, on aura l'inégalité
c
(29) [P+ QB+ ... + QuB| < @i—,s Q = max{|q,],..., g} = 0
oll
P=pa+q,iCii1,0+ - + ko0

Q1 =q1a+qy+1Cus1,1+ - + ik 1
(30) :
Qu=Qna+qu+ 1Cu+ 1,n+'" +chk,u!

et puisque les nombres ¢;; =acy sont des entiers, les nombres P, Q,, ..., Q, seront
également des entiers.

On peut distinguer de nouveau deux cas. Supposons d’abord qu’il y a une
infinité de solutions P, Q,, ..., Q, de (29) procédant des solutions p, gy, ..., ¢
de (25). Si I'on avait Q,=...=Q,=0 sauf pour un nombre fini de solutions
P,0Q,...,0,, alors d’aprés (29) il en résulterait P=0 sauf pour un nombre fini
de solutions p, q,, ..., g, contrairement a I’hypothése précédente. Donc, pour
une infinité de solutions P, Q,, ..., Q, de (29) on a

(31) Q,=max {|Q,], ..., |Q,[} =0
et d’aprés (30) on en déduit
Q* -=C3Q

pour chaque pair de solutions correspondantes p, ¢, ..., g, et P, Qy, ..., Q, avec
une constante c¢3=0 convenablement choisie. Par conséquent I'inégalité

|P+Qlﬂl+ +Quﬁn| -

Cy Cy Cy

'QE+_: s _Q_i e - @-f-? !
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admet une infinité de solutions en nombres entiers P, Q,, ..., Q, satisfaisant a
(31), ce qui est impossible si I'on suppose que la conjecture B vraie.

Supposons enfin qu’il n'existe qu'un nombre fini de solutions P, Q,, ..., O,
de (29) procédant des solutions p, ¢, ..., g, de (25) par (30). Alors il y a au moins
une solution P, Q,, ..., Q, qui procéde d’'une infinité de solutions différentes
Ps qys -y G- Toutefois pour chaque solution P, Q,, ..., O, de cette sorte on a

nécessairement

P+Qlﬂl+ +Quﬁu=09
puisque d’aprés (29) et Q -

||P+Qlﬁl T . +Quﬁu- ;60

entraine une contradiction. Donc, d’aprés (28) et (30) nous en obtenons de nouveau
I’égalité (27) pour chaque solution de (25) sauf un nombre fini de p, q,, ..., ¢;.
De I'inégalité (26) il résulte de la méme maniére

(32) q171+ -+ =0

pour chaque solution de (26) sauf pour un nombre fini de p, q,, ..., ¢,. D’aprés
(24) et (27) on en déduit en fin de compte

pHqio+... + ¢4 =0

pour chaque solution commune des inégalités (25) et (26) sauf pour un nombre
fini de systémes p, q,, ..., gx, ce qui entraine une contradiction, 1, «,, ..., %, étant
linéairement indépendants par hypothése.

Remarque. Vuque pour k=1 et pour k=2 la conjecture B a été démontrée
par Roth et par Schmidt respectivement, on peut démontrer de la méme fagon
le théoréme cité de Schmidt formulé par (14) pour des nombres algébriques non
réels o, a,,a;.

5. Démonstration du théoréme. Soient F(x,,...,x,) et G(x,,...,x,) des
polynomes satisfaisant aux conditions du théoréme. Supposons, contrairement
a la proposition, que I'équation (13) a une infinité de solutions x=(x, ..., x,)
en nombres entiers.

D’aprés le lemme 1 la forme F peut étre écrite sous la forme

F(xl § vesy o m) =aNK,’R(xl + Xalz + ... +xﬂ|:um)

ou a0 est un nombre rationnel et K= R(u,, ..., jt,,). De plus, d’aprés le lemme 2
I, us, ..., u,, sont linéairement indépendants dans R, puisque F n’est pas dérivable
par hypothése. Si nous désignons maintenant par L(X), ..., L"(x) les facteurs
linéaires de F, alors I'équation (13) s’écrit sous la forme

(33) F(x) = aL‘V(x)... L®(x) = G(x).

Nous montrons que (33) a une infinité de solutions x=(x,, ..., X,,) €en nombres
entiers, ayant au moins deux inconnues fixées qui sont toujours différentes de zéro.
En effet, par I'hypothése indirecte il existe évidlemment une infinité de solutions
dans lesquelles il y a une inconnue fixée différente toujours de zéro. Si dans ces
solutions les inconnues complémentaires n'avaient qu'un nombre fini de valeurs
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différentes de zéro, alors on aurait un nombre infini de solutions dans lesquelles
les valeurs de I'inconnue fixée seraient toutes différentes et dans lesquelles la valeur
de chaque inconnue complémentaire resterait constante. Donc, de (33) on obtiendrait
une équation a une inconnue ayant une infinité de solutions dans I'inconnue fixée,
ce qui est impossible.

Parmi les solutions restées se trouve une infinité de solutions x=(x,, ..., X,,)
telles que

(34) x| = | (i=1,..,m; x;#0)
pour un index fixé j. D’aprés (33) on en déduit
IF(x)| =|G(x)| = ¢ |x[*

pour ces solutions, c’est-a-dire en vue de ’homogénéité de F on a

F
3 IF —
o | ] R
avec une constante ¢, >0 convenablement choisie. Vu que pour chaque solution
: . o |- X
X de cette sorte on a |x;//|x;/=1 (i=1, ..., m), les m-tuples X= .1_! T, T r—”‘
. L4 - L4 L4 - j i j
procédant des solutions restées, considérés comme des points de E,, forment un
ensemble borné de points. De plus nous montrons qu’a ces m-tuples correspond
une infinité de points différents dans E,,. En effet, dans le cas contraire cet ensemble
de points aurait un élément P=(p,, ..., 1, ..., p,) (ou les coordonnées p; comme
nous allons voir — seraient toutes rationnelles et par convention p;=1) tel que

— =P (l- = 1, ...,’n)

pour des m-tuples X = [— T (e —] procédant d’une infinité de solutions x.

On en obtiendrait x;= p,x {i=1,. m) et en substituant ces valeurs dans (33),
nous aurions d’aprés L“’(P);fO une équation en x; de degré n ayant une infinité
de solutions différentes, ce qui est impossible. Donc, par le théoréme de Bolzano,
I’ensemble de points X procédant des solutions précédentes x posséde un point
d’accumulation 4 =(«,, ..., 1,...,,)#0 dans E,. Mais, d’aprés (34), aucun des
sous-ensembles infinis de l’ensemble de toutes les valeurs x; n'est borné et ainsi
pour une suite partielle infinie X~ A des points considérés on a F(X)—~0 d’aprés
(35), c’est-a-dire vu la continuité de F on a finalement F(A4)=0.

Sil'ona r =0ourest défini par (11), alors on obtient une contradiction (indépend-
amment de la vérité de la conjecture A4 < B). Dans le cas contraire il existe au
moins un i tel que L'?(4)=0. Désignons par v le nombre des facteurs linéaires
de F qui sont égaux a zéro dans A4 et soient par exemple ces facteurs LG, ..., LG,
D’aprés le lemme 4 on a évidemment v =r. De plus il existe une constante ¢, >0

telle que
|F(x)|
(36) W% Gy ILE(X)... L0 (X)]

D 12
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pour une infinité d’éléments de la suite partielle considérée X, vu que LO(X)=0
pour chaque 7. D’aprés (35) on en déduit

€3
lxj]s—s

IL6D(X)... LiD(X)| < li(f‘” S
2

c’est-a-dire pour un & et pour une infinité de X on a

Ca

R < ———

;|
avec des constantes ¢y =0 et ¢, >0 convenablement choisies. Donc, I'inégalité

X0+ X1 o+ X ] < —

ijlT

-1

admet une infinité de solutions x=(xy, ..., x,,) ayant en dehors de x; au moins
encore une inconnue fixée qui est toujours différente de zéro. D’aprés (34) on en
conclut

0<max {[x;); ..., X} =X = x;]

pour ces solutions, autrement dit I'inégalité

(37) x4 +X2#g") + ... +xmpa(r:.”[ = ; X = max “le; cery |xm|} >0

4
I—S_

X v

a également une infinité de solutions x=(x,, ..., x,) en nombres entiers.
Si maintenant la conjecture A <« B est vraie pour chaque entier <m, alors
d’aprés le lemme 5 on en conclut

n—s
v

—l=m-1,

d’ou
n—s=mv=mr
et finalement
n—mr=s,

ce qui est contraire & I’hypothése (12). Cela démontre notre théoréme.

DEMONSTRATION du corollaire 2. En vue du résultat cité de Schmidt et de la
remarque suivant le lemme 5, on déduit de (37) dans le cas spécial m =4, que

il S RS
v
d’ou
n—s=6v=6r
et par conséquent
n—o6r=s,
contrairement a [I’hypothése (127).
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