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Die Verallgemeinerung des Eckhartschen Einschneideverfahrens
auf den n-dimensionalen Fall

Von J. SZABO (Debrecen)

L. EckHART [1] hat in 1937 ein in der Praxis sehr schnelles Verfahren fiir die
Konstruktion des axonometrischen Bildes gegeben. Dieses Verfahren nennt man
im allgemeinen das Eckhartsche Einschneideverfahren. L. Eckhart hat aus zwei
axonometrischen Bildern einer raumlichen Konfiguration ein neues axonometrisches
Bild konstruiert. Wir betrachten ein rdumliches Gebilde K. K" und K” seinen zwei
axonometrische Bilder von K in derselben Zeichenebene. Seien p, zu K’ und p,
zu K” (p, #p,) je ein Parallelstrahlbiischel. Gilt P€ K und sind P’ und P” axono-
metrische Bilder von P, so ist der Schnittpunkt P* von p, und p, ein neues axono-
metrisches Bild des Punktes P, mit P’€p, €p, und P”€p, €p,. Bei den praktischen
Anwendungen sind K’ und K” zwei Monge-Projektionen von K.

Vor der Verallgemeinerung des Eckhartschen Einschneideverfahrens wollen
wir hier einige Begriffe und Sitze erdrtern.

1. Das axonometrische Bild des n-dimensionalen Raumes

Unsere Definition des axonometrischen Bildes des n-dimensionalen Raumes
ist der Definition fiir den dreidimensionalen Fall analog. (Siehe [3] S. 133.)

R, sei ein n-dimensionaler Raum, charakterisiert durch ein Koordinatensystem
o(X,, X, ..., X,), wo O der Nullpunkt ist, X, X,, ..., X, sind die Einheitspunkte,
die paarweise senkrechten Geraden OX,, OX,,..., OX, sind die Koordinatensachen,
und die Strecken OJX; sind alle gleicht lang. Wir bezeichnen die Koordinaten irgend-
eines Punktes mit x,, x,, ..., x,. Wir bezeichnen ferner die Zeichenebene (Bild-
ebene) mit «’, und wir nehmen in «” den Punkt O” auf, welcher Nullpunkt O ent-
spricht, und die Bilder Xj, X3, ..., X, sind die Einheitspunkte der axonometrischen
Koordinatenachsen. Es seien die Geraden O’Xj, O’X3, ..., O’'X, paarweise von-
einander verschieden, und ebenso die Punkte O,X], X3, ..., X,. Gelten diese Bedin-
gungen nicht, so nennen wir das axonometrische Koordinatensystem degeneriert.

Definition 1. Den Punkt P’ nennen wir das axonometrische Bild des Punktes
P, falls fiir seine axonometrischen Koordinaten xj, x3, ..., x, die Beziehungen
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gelten, wo u;=0’X] (i=1, 2, ...,n) ist.
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Die axonometrischen Koordinaten xi, x53,...,x, sind den Strecken
O’'Pi, O’P;, ..., 0P, gleich, wo wir die Punkte Pj, P;,..., P, axonometrische
Koordinatenpunkte nennen. Aus den axonometrischen Koordinaten von P’ erhalten

wir den Punkt P’ auf dem Wege

O’PL P;P;Z’ P;Z 'P;ZJ!
voPi2, . m=1P12. . a =P’

(Siehe fiir der Fall n=4 Fig. 1.) Wir
ordnen dem Punkt P’ einen soge-
nannten axonometrischen Koordina-
tenquader zu, welcher die Kanten
parallel zu den entsprechenden O’ X7
und die Kantenlingen gleich den
entsprechenden  axonometrischen
Koordinaten hat. Zum Beispiel ist
in Figur 1. der Punkt P’ das Bild
von P(1,4, 2, 1)ER,.

Definition 2. R,=0(X,, X,, ..., X,) sei ein n-dimensionaler Raum, und
R=0(X,, X3y 0 X;—15 X445 .0 Xs) sei eine Hyperebene in R,. Fiir
P(X1y X35 e0ey X) ERy UNd P¥ (X1, X34 009 Xj—13 Xi419 +00s X)) €ER; mennen wir den
Punkt P* den Hyperseitenri von P, und wir bezeichnen ihn mit Py, ;1. -

Fig. 1

Definition 3. Das axonometrische Bild des Punktes P(x,, x,, ..., X,
Xis1s .-y X,) nennen wir dem axonometrischen HyperseitenriB desselben.

Zum Beispiel sind in Figur 1. die Punkte Pj{,3, P{24, Pi3a, P334 axonometri-
sche Hyperseitenrisse des Punktes P(1,4,2,1).

Satz 1. Gegebenen sei eine Gerade g€ R,=0(X,, X,, ..., X,), g#0X; und
eine Hyperebene R;=0(X,, X3, ..., Xi—y, Xis1s ++-s Xy ER,, dann ist die zu OX;
parallele Projektion von g auf R; wieder eine Gerade.

Bewels. Die Vektorgleichung von R; ist
(1) x=lLe+he+ g+l e+ e,

WO ¢ =5j’1 (k=1,2,...,i—1,i+1, ..., n) Basisvektoren sind. Die Vektorgleichung
von g ist

(2) ¥ =xp+ta = (xo;+1a)eg + oo +(Xoi +1a) ¢+ ... + (Xon + ta,)e,.
Die Ebene, welche mit g inzidiert und zu OX; parallel ist hat die Vektorgleichung
(3) X = xp+1a+ce;.

Aus (1) und (3) folgt die den Schnitt bestimmende Gleichung
Ilel +i'2ez + LR +!'_1e|‘_1 +ff+1¢;+l + e +!,.¢,,—Io—hl—cei = 0.
Somit haben wir

Ile1 +lzez T sie +f,-_lc,-_1—cc,-+1i+1c;+1+ i +],,e,, — Io‘f‘ta
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oder ausfiihrlicher
Il . l = xOl +Iﬂl

12'1 =x02 +taz

hiey 1 = Xj—gt+1a;-,
(4) —C'l - xO" +fa,-

liye-] = Xois1 T4

L:l=x, +ta,

Das lineare Gleichungssystem (4) ist in /,, /5, ..., lioy, —€, Lisq+ ...+, immer
auflosbar, weil die Elemente der Matrix die Komponenten der Basisvektoren
e; (i=1,2,...,n) sind. Diese Losung ist einparametering, also eine Gerade.

Fiir g|OX; ergibt sich a = A¢;, und die Losung wird ein Punkt.

Satz 2. Das axonometrische Bild von R, ist geradentreu und teilverhdltnistreu.

Folgerung. Das axonometrische Bild von R, ist paralleltreu, weil dem gemein-
samen unendlichfernen Punkt von zwei parallelen Geraden aus R, — wegen der Teil-
verhdltnistreue — im Bild vieder ein unendlichferner Punkt entspricht.

Bewers. Im Falle n =3 ist der Satz giiltig. ([3]. S. 134.) Es sei der Satz fiir n =k
richtig. R, sei eine Hyperebene in R, . ,. Es sei eine Geraden g€ R, ., gegeben, dann
ist das orthogonale (Richtung OX;) Bild von g auf R; wieder eine Gerade (Satz 1.),
welche wir mit & bezeichnen. Wir bezeichnen das orthogonale (Richtung OX))
Bild von g auf R;€R,,,, welche wieder eine Gerade ist, mit g. Wir nehmen die
Punkte A4, B, CEg auf, und die entsprechenden orthogonalen Bilder seinen
A, B,Ceg, bzw. A, B, Ccg. Fiir das Teilverhiltnis der Punkte ergibt sich durch
Parallelprojektion e

5) (ABC) = (ABC) = (4BC).

INA

/\—/ — A
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In Figur 2. entwerfen wir das axonometrische Koordinatensystem von Ry, ,
und die axonometrischen Bilder von g und g, die wir mit § und g” bezeichnen.
Die axonometrischen Bilder der Punkte A4, B, C auf g’ seien 4’, B’, C’, und die
axonometrischen Bilder der Punkte A, B,C auf g’ seien A4’, B’,C’. Nach der
Induktionsvoraussetzung gelten die Beziehungen

(ZBC) - (Z'B’ C»)
©) (4BC) = (A'B'C)
Aus (5) und (6) folgt Eh ot

(215361) g (‘Z’B‘I C")

Aus Definition 1. folgt nun, daB man das axonometrische Bild von g als den
Schnitt von zwei Parallelstrahlbiischel erhilt, welche durch entsprechende Punkte
gehen und parallel zu O’X/, bzw. zu O’Xj sind. Diese Punkte 4’, B’ und C’ liegen
auf einer Geraden ([3]. S. 135—136.), also gilt

Q) (I’B'C)=('BC)=(4"B'C).

Aus (5), (6) und (7) folgt
(ABC)=(A'B'C’).

2. Die Verallgemeinerung des Eckhartschen Einschneideverfahrens auf den
n-dimensionalen Fall

Wir betrachten einen rdumlichen Gegenstand K und ein dazu gebundenes
Koordinatensystem O(X,, X, ..., X,,). K” und K” seien auf z (der Zeichenebene)
zwei axonometrische Bilder von K. Nehmen wir jetz zwei Parallelstrahlbiischel
g’ und ¢” zu K’ und K”. (¢’ ¥q").

Satz 3. Es sei irgendein Punkt P¢ K gegebenen, also P’ ¢ K" und P” € K", ferner
P cqucq’,und P"cqy. cq"; dann ergibt sich durch die Abbildung P —~ P*, — wo der
Punkt P* Schnittipunkt von q, und q,. ist —, ein neues axonometrisches Bild von K.

Beweis. In Falle, wo das Koordinatensystem O(X,, X,, X,) ist, heit der
Raum R, dreidimensionaler Raum, und der Satz und sein Beweis sind in [I] zu-
finden.

Es sei der Satz auf n=k giiltig. In der Figur 3. entwerfen wir die axonometri-
schen Koordinatensysteme O'(X3, X3, ..., Xi+,) und O"(X7, X3, ..., Xi+1), dann
hat der Punkt P< R, ., zwei axonometrische Bilder, welche wir mit P’ bzw. mit
P” bezeichnen. Der Punkt P;,.... ist ein Hyperseitenri von P in R,, und wir
fixieren die beiden axonometrischen Bilder des Punktes P,, ,, welche wir mit
Pi,  bzw. mit Py, , bezeichnen. Wir nechmen noch die Biischel p’ zu
0'(X1, X3, ...; Xi4y) und p” zu O"(X7, X3, ..., Xi +,). Aus der Bedingung folgt,
das wir mit dem Einschneideverfahren das axonometrische Bild der Hyperebene
R, erhalten, also P, , axonometrisches Bild von P, , , in O°(X7, X3, ..., X}) ist.
Die Einschneidung der Geraden O’X ;. , und O”X7%,, bestimmt eine Gerade O°X},,
([3]. S. 135—136.) und es gilt

(8) (0'X£+1P;+1) — (OSXI:+1P;+I) = (O”X:HP;H)
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Fig. 3

Fiir die Koordinate x;,, von P folgt aus der Definition 1.

&) O Pyt = Upy 1 Xpsr

oder
L4 ” ”
O Piyy = Upp1 Xgsq-

Aus (9) und aus der Einschneidung ergibt sich

U1 X1 = O Pryy; O Ppyyru= 0P,
also
. 5 Mty 1 Xp iy = OPFyy
und folglich gilt

' — 5 s
Uk +1 X1 = O'Piyy.

Die Strecke O*P;, ist also die axonometrische Koordinate von P auf der Achse
O°Xi i1

Die Abbildung des Einschneideverfahrens ist geradentreu und teilverhiltnistreu
([3] S. 136.), also erhalten wir aus dem Parallelogramm O’P;.,P’P{, , und aus
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dem Parallelogramm O”P;, ,P"P{, , ein Parallelogramm O*P;, ,P*P;, ;, und
deshalb ist der Punkt P* gemdll dem Definition 1. das axonometrische Bild von P.
In Hinblick auf die Konstruktion werden wir fiir P* P* schreiben.

In diesem speziellen Fall, wenn ¢’ parallel zu O’X; und g” parallel zu O"X/
ist, ist das axonometrische Bild K* ein axonometrischer Hyperseitenri von K.
Aus dieser Feststellung folgt, daB wenn K’ ein axonometrischer Hyperseitenril3
von K mit O'(Xy, ..., X{_¢, X{+1, ..., X;) und K” ein anderer axonometrischer
Hyperseitenri von K mit O"(X7, ..., X;_1, X[ 41, ..., X;y) und j#k ist, soist der
aus K’ und K” hergestellte K* ein axonometrisches Bild von K.

Praktische Anwendungen

In R, ist der R,_, eine Hyperebene ist, ebenso in R,_; der R,_,,... u.s.w.
in Ry ist der R, ecine Ebene. Es sei eine Abbildung von R, gegeben, z.B. diejenige
von Schoute [2]. Dann stellen die O(X,, X)), O(X;, X3) ..., O(X,-,, X,) je eine
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Bildebene dar, welche wir als spezielle und degenerierte axonometrische Bilder
betrachten. Diese Bilder bringen wir auf der Zeichenebene unter, und wir wihlen
ihnen entsprechend je einen Parallelstrahlbiischel. Aus O(X,, X,) und aus
O(X,, X;) erhalten wir das axonometrische Bild O’(X7, X3, X3), ooy QUS O(X, - 2,X-1)
und aus O(X,_,, X,) das axonometrische Bild O(X,_,, X,_,, X,). (Siche Fig. 4.)
Zu diesen axonometrlschen Bildern wihlen wir wiederum Parallelstahlbiischel,
und aus diesen erhalten wir die Bilder der Riume R,, u.s.w. Zuletz erhalten wir
zwei axonometrische Bilder von zwei Hyperebenen, aus welchen wir das axono-
metrische Bild von R, bestimmen konnen.
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