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Uber spezielle bahntreue Abbildungen

Von K. BELTEKY (Debrecen)

1. Einleitung

Es sei 9 eine n-dimensionale ') differenzierbare Mannigfaltigkeit und es
bezeichne (x') das lokale Koordinatensystem 2) der 9. Uber diesem Koordinaten-
system sind durch die Gleichungen

13} x = xi(s, a, ....a*"-3)

die Kurven gegeben und diese werden die Bahnen der Mannigfaltigkeit 9% genannt,
wenn durch jedes Linienelement (x%, ¢/) nur eine Kurve der Schar (1. 1) hindurch-
geht. J. DouGLAs ®) hat festgelegt, daB die Integralkurven des Differentialgleichungs-
systems
d2x : ]

(1.2) 752—{—20(.\', x) =0,
wo #) die G'(x, v) beziiglich der Verinderlichen ' positive homogene Funktionen
zweiten Grades sind, die Eigenschaften der Kurvenschar (1. 1) haben. Die Mannig-
faltigkeit M mit den Kurven (1.2) werden wir im folgenden Bahnraum nennen.

In der Theorie der Bahnriume spielen die affinzusammenhingenden Bahn-
riume eine wichtige Rolle. Diese Bahnriume kénnen wir folgendermaBen charak-
terisieren: die GroéBen

. g OZG‘

ki R’ Dok

sind in den unteren Indizes symmetrisch und ihr Transformationsgesetz ist

; Ox! Ox/ 3,?"_[_ Orxt IRt

Vo= 9% by - 9ROR* Ox°

wenn wir eine beliebige regulire analytische Koordinatentransformation durch-

fiilhren. Wenn die GY Funktionen des Linienelementes (X', /) sind, so wird der
affinzusammenhiingende Bahnraum mit P, bezeichnet. Anderseits, wenn

(1.5 2G'(x, v) = Iy(x)v*®

(1.4) G =G

') In dieser Arbeit ist n=3.

2) 8. A. Rarcsik [8].

3) S. J. DouGLaAs [3].

4) Mit’ wird die Ableitung nach dem Bahnparameter s bezeichnet,
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sind, so hingt Gj},‘ nur von dem Zentrum des Linienelementes ab, somit haben wir
einen affinzusammenhédngenden Bahnraum im Sinne von H. WEYL und bezeichnen
denselben mit A4,.

In dieser Arbeit werden wir das folgende Problems untersuchen: Unter welchen
Bedingungen konnen wir den affinzusammenhdngenden Bahnraum P, auf einen
metrischen affinzusammenhingenden Raum A4,, d.h. auf einen Riemannschen
Raum R, bahntreu abbilden?

Es ist zu bemerken, daB die spiter vorkommenden Funktionen zu der Klasse
C* (k =4) gehéren, wo C* die Klasse der in ihren Veriinderlichen k-mal stetig derivier-
baren Funktionen bezeichnet.

2. Die Kriimmungstensoren und die kovarianten Ableitungen

Es sei gegeben ein affinzusammenhéngender Bahnraum P, mit den Bahnen (1. 2).
Fiihrt man die Bezichungen

BGI i aGi i BG} i
Fr Gi, e e f)ulk = Gljks -+

ein, so sind die BERwALD-schen *) KriimmungsgroBen des P, nach Definition

e ‘;}G' HGI i r ior
2.1) Kj(x,0) = 2~ 2] 3\:’ v +2G4,G"— GG,
(2. 1a) K= "—_] K7,
0K{ 0K}
i T sl A
(2' 2) Kjk(xs "-’) 3 3["‘ 8:;*]’

kL, 1( 3*ki &Kk
e Kip,0) = 53 = 3 [awa,f; BT
aG aG! r ()G aG r r r
= 3;1 a—-;f Gy — EN aj* G ]+GMG;—(;“G;J.,

Wegen der Homogenititseigenschaft der G(x, v) sind der Tensor (2. 1) und nach
ihrer Definition die Tensoren (2. 2), (2. 3) in den ¢' positiv homogen von der Ordnung
zwei, eins, bezw. Null. Weiter fiihren wir die Tensoren

IK,

def
K;=Kj},, Ky;=Kj; = D

ein. Aus (2. 3) erhdlt man die Identititen:

(2.4) Kij— Kjn = — K3,j,
0K, 0K,;
el W = o

*) In dieser Arbeit wenden wir die Berwaldsche Theorie derBahnrdume an. S. L. BErwaLb [1]
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Der Tensor Kjj ist in den unteren Zeigern zyklisch symmetrisch, in den Zeigern
J» k schiefsymmetrisch:

(2. 6) Kij+ Kjun+ Kiyj = 0,

(2.7) Kij+ Ki; = 0,

und befriedigt die Bianchische Identitit:

(2.8) Kijup+ K j + Ky + K G + K Gl + K[} Gl = 0.

Die (2.8) betreffende kovariante Ableitung fiir einen beliebigen Tensor T7j(x, v)
ist Definitionsgemél

i i
2.9) T o 22

o4~ 95 G+ TjGh—TIG},

und diese kovariante Ableitung geniigt den folgenden Vertauschungsformeln:

oT,
(2- 10) TMI:‘U' Thi|j|i - a!;.k ."j" TrkKF:ij_' Teri:ij’

2.11)

oT,)  oT, : ,
a!’.:l ]|j s 3:‘:‘” — y;an + TkrGHlj‘

In dem Raum A, sind die Bahnen wegen (1. 5) mit dem Differentialgleichungs-
system

d*x dx*® dx“’
@12 TG TA@ T
gegeben. Bekanntlich ist
: ory, ory
@13 Riu(x) = 53 — 4 + Tl — Ty

der Kriimmungstensor des affinzusammenhingenden Bahnraumes A,. Fiihrt man
den verjiingten Kriimmungstensor

(2.14) R, = R},
ein, so gilt
(2.15) Rij— R;; = — Ry;.

Die Identititen (2. 6) und (2.7) in A, sind auch giiltig und die Bianchishe
Identitdt hat die folgende Gestalt:

(2.16) Rlj;1+ Rl j+ Rlyjx = 0.

Das in (2. 16) auftretende Zeichen ,,;”’ bedeutet die kovariante Ableitung, die zu
dem Zusammenhang I'(x) gehort. Dieselbe wird angewendet, wenn die Tensoren
nur von dem Zentrum des Linienelementes abhidngen. Es ist fiir einen beliebigen
Tensor 7} nach der Definition

. oT}
(2.17) j,—ark+T" — T} M,



192 K. Bélteky

und die zugehorige Vertauschungsformel z.B.
(2.18) Tj;l;k_TJ:k:f = _TrRiu-

Zwecks spiater Anwendung fiithren wir die folgende Verallgemeinerung der
mit I",(x) definierten kovarianten Ableitung ein:

2.19) v, Sicx, o)t 951 _ 95

ox! E; r;at‘a"!'sjril"'sirjh

weil im allgemeinsten Falle die GréBen vom Linienelement (x', +/) abhiingen. Wenn
die GroBen von der Richtung des Linienelementes unabhiingig sind, dann gilt
V; Tj(x) = };;.

Fiir die Ableitungen (2.19) und d.../d¢" bestehen Vertauschungsformeln von
welchen wir nur die Folgenden brauchen:

. ’ oT! . A
@220 VViTi(x, 0= ViV Ti(x, ©) = — o Ryt + T Riyy— T R,

o
IV, Ti oTj _
(2.21) o ./ e 0.

Wenn A, ein metrischer Raum ist, d.h. wenn ein metrischer Fundamental-
tensor g;;(x) existiert, so ist

1 0%jm , O%mc _ 0%
i — _ gim Jm mk J
(2 22) r.:k(x) 3 g [ axk ¢ axj 3.7(.""

und wegen der Symmetrie des Tensors R;; gilt statt der Identitit (2. 15) die Beziechung
(2- 23) :jﬁ = 0.

3. Die invariante Tensoren der bahntreuen Abbildungen

Unter den Bahnen des affinzusammenhingenden Bahnraumes P, verstehen
wir die Integralkurven des Differentialgleichungssystems (1.2) zusammen mit
allen zuldssigen Parametertransformationen, die auf den Bahnen gleichzeitig ein-
gefiihrt werden kdnnen. Sei

2=5(1) (ds/dt =0)
eine solche Transformation, so daB das Differentialgleichungssystem der Bahnen
die Gestalt
3.1 [¥ 4+ 2G'(x, x)]X* = [¥* 4+ 2G*(x, X)] X

annimmt, wo die Ableitung nach ¢ durch Punkte bezeichnet wird. ((3. 1) ist eine
parameterinvariante Form des Differentialgleichungssystems der Bahnen.)
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Der Bahnparameter s wird ein affiner Parameter genannt, wenn das Differential-
gleichungssystem der Bahnen die Gestalt (1. 2) hat. Zwischen den affinen Parametern
5 und s bestehen die folgende Relation:

Ss=a-s+b (@a#0, b: konstante).

Betrachten wir die affinzusammenhingenden Bahnriume P, und P,, und
die Abbildung B: P,—~P,. Die Abbildung B8 wird hahntreue Abbildung — im
Falle metrischer Ridume geoditische Abbildung — genannt, wenn die Bahnen des
Raumes fiir B ineinander libergehen.

Bekannt ist der folgende ©)

Satz A. Die Abbildung B iiberfiihrt die Bahnen (3. 1) des P, dann und nur dann
in die Bahnen

(3.2) (# +2G)* = (#* +2GM%
des P,, falls
(3.3) G'(x, v) = G'(x, )+ p(x, V)V

gilt, wobei p(x, v) eine in v' positive homogene skalare Funktion ersten Grades ist.

Auf Grund dieses Satzes bleiben die Tensoren

| IK"! oK
. R I ) e (IRt bies) [
(3.4) Wh = K} — Ko :1-[—1[31*’ Brf']!'
1 (oW! ow"
E . o, S el |
39) od o 3 [ dvl ok ]'

3.6) wh — Wi _ 1 [Pwi azwf]
. ijk =

o T 30dor T dvart
bei bahntreuen Abbildungen unveriindert, wo &} =1 fiir j=h, 8] =0 fiir j=h ist.

Der Weylsche Projektivkriimmungstensor (3. 6") hat auf Grund ihrer Definition
folgende Gestalt:

1 (K —Ky)) 1
Wk = Kh 4+ — 2L kiZ ph h o
(3.6) N ik T n+1 o' . n+1 01 (K — Kij) +
e~ TS TN . 0K
o . i i HK[k'f"Kﬂ‘f' _(‘}!—' U —;}2—_—1 ‘5.[: nKU"**Kﬂ“i‘WJ— vej.

Der Tensor W} j& ist in den unteren Zeigern zyklisch symmetrisch, in den Zeigern
J» k schiefsymmetrisch:

(3. 7) ’Vl',_';'k + WJ"’H 4 thl'J = 0,

(3. 8) Wi‘}k ‘3 W!;:j =0,

und man sieht leicht ein, daB

(3 9) W:jk =0, Wil;tk =0, Wi’_‘ih =0
sind.

6) S. L. BERWALD [l1].
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Bei bahtreuen Abbildungen dndert sich der Douglassche Tensor 7)

l
(3 10) D" Guk (Gl‘_;m 0]. 2 o GJ"icm(s:t + le‘m b?) 1 Ulm vh

ebenfalls nicht, und er geniigt den folgenden Relationen:
(3 11) ng'ﬂ: = 0) D?ﬁk m— 01 D"h = 0.

Jetzt betrachten wir einen Riemannschen Raum R,. Fiihrt man auf den Bahnen
(2. 12) des R, an Stelle des ausgezeichneten Parameters s einen beliebigen zulédssigen
Parameter 7 ein, so nimmt das Differentialgleichungssystem der Bahnen die Gestalt

(3.12) (t‘+F‘ )k = (2* +F" X/ xhxt
an, wobei durch Punkte die Ableitung nach ¢ bezeichnet wird.

Bekanntlich gilt der folgende

Satz B. ®) Ein Riemannscher Raum R, wird auf den Riemannschen Raum R,
geoddtisch abgebildet, falls
(3.13) Tl = I+ ;0! +¢:0
gilt, wobei @; ein kovariantes Vektorfeld ist, I'l; und I'}; aber die Christoffelschen
Symbole zweiter Art der Rdiume R, bezw. R sind.

Auf Grund dieses Satzes dndert sich bei geoditischen Abbildung der Weylsche
Tensor

R R
(3.14) Whi(x) = Rju+-—— 8 slp== 23
nicht, und er befriedigt die Identitdten (3. 7), (3. 8) und (3. 9).

4. Die spezielle bahntrenen Abbildungen

Es seien R, und R, zwei Riemannsche Riume. Fiir den Fall einer geodiitischen
Abbildung R, —~R, haben U. DI ®) und T. LEvi—CiviTA 1°) den Zusammenhang
zwischen den metrischen Grundtensoren der Rdume R, und R, bestimmt. Wir
werden die Geoditische Abbildung R, — R, mit Hilfe des Tensors (3. 14) folgender-
maBen charakterisieren:

7) 8. J. DouGLASs [3].
NS L. P EISENHART [4].
-8 U, I

1) 8. T. Lm A [6].
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Satz 1. Der Raum R, kann auf den Raum R, dann und nur dann geodiitisch
abgebildet werden, wenn die folgenden Identitditen erfiillt sind:

(4- 1) W?jk = Wi’_‘ik’

n—2
8 V. Wy = —
szljk s*7 ik n-l

wo Wl und W}y die Weylschen Tensoren der Riume R, und R, sind.

Win(lr—1I7),

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingungen (4. 1) kénnen wir durch eine
Rechnung mit Hilfe von (3. 9) und von Satz B. leicht ableiten, weil bei einer geoditi-
schen Abbildung der Weylsche Tensor (3. 14) Invariant ist.

Nehmen wir umgekehrt an, daB die Identitdten (4. 1) erfiillt sind.

Zuerst bestimmen wir die kovariante Ableitung des Vektors ¢;. Der Kriimmungs-
tensor (2. 13) des R, hat bei geoditischen Abbildungen (3. 13) die folgende Gestalt:

4.2) Rjﬁu = R}u + 55(V1 P — V@) + 55;(\-’: Pi— P fP_f) - 5£(Vn Pi— P (0;)»
Verjiingen wir in (4. 2) die Indizes i und /, so ergibt sich
(4.3) Rjk = Ry+V;oe—nVip;+(n+1)@; 0.

Jetzt vertauschen wir die Indizes j und k, multiplizieren durch » und addieren den
erhaltenen Ausdruck zu (4. 3). So ergibt sich die gesuchte Formel:

)
4.4) Vo :—”—__:—I(Rjt—Rjk)-f-‘Pj‘Pk-

Wenn wir zeigen, daB ein kovariantes Vektorfeld ¢; existiert, welches
den Gleichungen (3. 13) und (4. 4) geniigt, so wird damit bewiesen sein, daB3 unsere
Bedingung auch hinreichend ist.

Die Gleichungen (3. 13) und (4. 4) bestimmen ein Thomas—Veblensches ge-
mischtes System. '') Dieses System wird integrierbar sein, wenn die Integrabilitits-
bedingung von (4. 4), welche mit Riicksicht auf (2. 19), (3. 13) und (2. 20) die Gestalt

1
n—

4.5 1 (=ViR; + V;Ry+V, Ru—V;Ry)+o,Wiy =0
hat, sich identisch erfiillt.
Aus (3. 13) folgt durch die kovariante Ableitung (2. 19) wegen (4. 4) unmittelbar

W?ﬂt = Wi'h-
Aber diese Gleichheit erfiillt sich wegen (4. 1) identisch.
Wir zeigen endlich, daB (4. 5) eine Folge der Bedingung (4. 1) ist. Aus der

Bianchischen Identitédt ergibt sich durch Verjiingung, wenn der Kriimmungstensor
des R, die aus (3. 14) ausgedriickte Gestalt hat,

1 1
(4. 6) n —_l (Vk Ru -Vj Ru) = n——2 szi}k-

1) J. M. THomas—O. VEBLEN [10].
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Subtrahieren wir aus der dhnlichen Identitit des R, die (4. 6), so ergibt sich tatsichlich
die Behauptung.

A. RAPCSAK '2) hat Untersuchungen iiber die folgende Frage angestellt: Wenn
liBt sich ein Raum P, auf einen anderen Raum P, bahntreu abbilden? Diese allge-
meinste Fragestellung wurde bei uns derart spezialisiert, daB ein Riemannscher
Raum R, statt des P, betrachtet wird.

Seien somit P, und R, gegebene Ridume, und bezeichnen wir die Abbildung
P,—R, mit B, wenn einem Linienelement (x, X) aus P, das Linienelement (x, X)
des R, zugeordnet ist.

Satz 2. Die Abbildung B ist dann und nur dann bahntreu, wenn eine solche positive
homogene skalare Funktion p(x,v) beziiglich der Verdnderlichen v existiert, daff

4.7 G = % Iy (x)e*e® +p(x, v)rt
ist.

BewEIS. Setzen wir (4. 7) ins (3. 1) ein, so ergibt sich (3. 12), somit ist die Bedingung
(4. 7) hinreichend.

Setzen wir jetzt umgekehrt voraus, daB die Abbildung B bahntreu ist, d. h.
die Bahnen ineinander iiberfiihrt.
Unter Beriicksichtigung von (3.1) und (3.12) gilt

(2G —TL 32N = QG =I5 %%,
Aus diesem Ausdruck kdnnen wir durch partielle Ableitung %/ und durch Ver-
jiingung in den Indizes i, j

l
k. Tk sdab . " m__ m Lay .k
(4.8) 2G* —Igx"x TR (2G5 — 2l X)X
bekommen. Fiihren wir die Bezeichnung

4.9) p(x,v) = ﬁ—l (Gu—Tm.t™)

ein, so wird (4. 8) equivalent mit (4. 7).

Satz 3. Wenn wir den Raum P, auf den Raum R, bahntreu abbilden kénnen,
so wird der Weylsche Tensor (3. 6) von der Richtung des Linienelementes unabhingig
sein.

Beweis. Weil der Weylsche Tensor bei einer bahntreu Abbildung Invariant ist
ergibt sich die Behauptung aus dieser geometrischen Tatsache unmittelbar.
Es sei bemerkt, daB der Tensor (3. 6) in diesem Falle die folgende Gestalt hat:

) Wh — RM _._.é?__R +__(£R
ijk = ijk ﬂ-*l ik n_'l ij*

12) S, A, RApPcsAK [9].
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Zwecks einer spiiteren Anwendung fithren wir nach K. Yano '%) affinen
Zusammenhang
sndef 1
(4.11) GI} & Gly— 5 Giy?*

ein. Dieser Zusammenhang verdndert sich bei einer bahntreuen Abbildung ebenso,
wie die Christoffelklammern zweiter Art des R,. Ferner, bezeichne Kjj; den
Kriimmungstensor des P, und

(r) T; 3 T;

4.12) Thy = 55— Giit*+ T[GH — T!Gf

die kovariante Ableitung, die gehdren zu (4. 11). Die Identititen (2. 4), (2. 6), (2. 7)
und (2. 8) sind auch giiltig, wo

(4- 13) K'* = K”m
ist.
Zwischen den Ableitungen (4.12) und (2. 9) bestehen die folgenden Relationen:

1 1
(4 14) T}*k = le;"{"? T![ G;ﬂ‘ n+ ITT;IJ‘G:,}_

Die Kriimmungstensoren K und K, hingen voneinander folgendermaBen ab:

|
Kk = K v (Giji — Gl V",

oder, falls wir die kovariante Ableitungen mit Riicksicht auf (2.4) berechnen,
nehmen diese die Gestalt
1 d(Kﬁ Ku)
(4' IS) Kul Kul: +l f’l?'
an.

Die Tensoren (3.6) und (3.10) haben in Anbetracht des Zusammenhanges
(4.11) die folgenden Formen

(4. 16) W.' = Kuk A+l 5?( Kk;)+ o ah(”Ku‘l'Ku) "] 5f(an"}~I-Kﬁ),
| & 12 1 “
4.17) Daﬁu = fffc— rH-_i Um“’ﬂ" m G:m‘sj,
WO -
ef oG}
Gf apy def () 'Jk
ist.

13) 8. K. Yano [11].
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Satz 4. Notwendig und hinreichend dafiir, daf ein affinzusammenhdngender
Bahnraum P, auf einen Riemannschen Raum R, bahntreu abgebildet werden kann,
ist die Giiltigkeit der folgenden Identitdten:

(4.18) 1° Wi=Wh, 2 D=0,

n—2
n+1

30 ut!s V uk = Wi':fk(G:r e F;r) %

1
Rl (W' Gy + Win" G+ Wi v Gs),

wo Wih, D die Weylschen bezw. Douglaschen Tensoren des P, und W} der
Weylsche Tensor des R, sind.

Bewels. Die Notwendigkeit der Bedingungen ist aus einer einfachen Rechnung
ersichtlich, weil die vorkommenden Tensoren bei bahntreuer Abbildung ungeindert
bleiben.

Aus dem Satz 2. ergibt sich wegen (4.11) der folgende

Satz 5. Notwendig und hinreichend dafiir, dafi ein affinzusammenhingender
Bahnraum P, auf einen Riemannschen Raum R, bahntreu abgebildet werden kann,
ist die Existenz einen solchen pasrmen homogenen skalaren Funktion p(x, v) ersten
Grades in den Verinderlichen t', deren partielle Ableitungen nach v' dem Gleichungs-
system
(4.19) Gift = I'ly+pid}+p;o!
geniigen.

Zuerst bestimmen wir die kovariante Ableitung des p; nach (2.19). Zu diesem

Zweck gehen wir aus dem Zusammenhang zwischen Kj; und R}, bei bahntreuer
Abbildung aus. Es ist

0 0,
(4.20) Kk = Ri+0MVip;—V;p) + 34V, — 34V, pi— | it 85— 3.

Verjiingt man iiber /, k, so erhalten wir wegen (4.13) und (2.14), daB
0

4.21) Kij = Ry+Vip;—nVpi+(1—1) S5

ist. Jetzt vertauschen wir die Indizes / und j, multiplizieren durch » und addieren

den soeben erheltenen Ausdruck zu (4. 21). Es ergibt sich die gesuchte Formel:

1 Ty opp;
4.22) V‘Pf=_;:_2--—l(”K;+KU)+ht'i R+ 8“3

Ferner ergibt sich aus (4. 9) mittels partieller Ableitung »' und ¢/, daB

op; F . o
¥ o’ n+1 G-
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Die Gleichungen (4.19), (4. 22) und (4. 23) bilden ein Thomas—Veblensches
gemischtes System. '*) Zur Existenz des Vektorfeldes p; ist es notwendig und hin-
reichend, daB die Integrabilititsbedingungen fiir dieses System sich identisch erfiillen.
Aber in diesem Falle ist der Raum P, auf dem Raum R, bahntreu abbildbar. Somit
wird der Satz 4. gelten, wenn wir zeigen, daf3 die Integrabilititsbedingungen dieser
Gleichungen mit dem Bedingungen (4.18) equivalent sind.

Bildet man die Interabilititsbedingungen der (4. 22) und (4. 23) und wendet
man die Vertauschungsformeln (2. 20), (2. 21) an, so ergibt sich

dp
(4.24) vlvipj—vivlpj - : Ry — Pr R,
p; 3 avt!’: .
(4. 25) v, U o 0.

Aus (4. 24) ergibt sich weiter wegen (4. 20), (4. 22) und (4. 29)

1 1 1
(4. 26) i?;’*l' T Ma‘}*i e = \7 Ru Rl ViRU+ H‘_}_ 1 merarf v +Per =0,
WO
1
4.27) My — — 77 K+ K7)
ist.

Setzt man (4. 22) in (4. 20) ein, dann wird
W;;;‘ — Wl!,}k'

Diese Gleichheit erfiillt sich wegen der Bedingung (4.18) 1°.

Wir werden zeigen, dal (4. 26) die Folge der Bedingung (4.18) 3° ist. Deshalb
setzen wir in die Identitdt (2. 8) die kovarianten Ableitungen des aus (4.16) aus-
gedriickten Kriimmungstensors K, ein, und erhalten

(4.28) Wl*ftncl - ¥ Wi’l';uj + W:;ﬂ + O W i+ MW, + o) Wi +
+ oMW i+ Wia+ W)+ Wi Duy+ Wi Dhy+ Wiiio" Dy = 0,

WO
der | . 1 . -,
(4.29) Wi= 21 (nKi + Ky — " R (nKi§ — K5 s 3R ] G K7
ist.
Verjiingt man in (4. 28) /& und /, so ist wegen (3.9) und (3.11)
(4.30) W:’}k + W};,"!' Wﬁj =

Anderseits Kontrahieren wir nochmals in (4. 28) fiir die Indizes A, / und erhalten
so mit riicksicht auf (4. 30)

(4.31) W ijixs+(n—2)W i + Wessv" D+ Wi t" Dy = 0.

1) 8. J. M. THomMas—O. VEBLEN [10].



200 K. Bélteky

Jetzt kénnen wir durch Subtraktion der Gleichheit (4. 6) aus (4. 31) einsehen,
daB sich wegen der Bedingung (4.18) 27 (4. 26) ergibt. Endlich wendet man (4. 14)
an, womit die Behauptung bewiesen ist.

Auf Grund des vorgehenden Satzes erhalten wir den folgenden

Satz 6. Der Weylsche Tensor (4.10) und seine kovarianten Ableitungen bei einer
bahntreuen Abbildung B bilden ein volstindiges Invariantensystem.

5. Uber die Invarianzeigenschaft der Kriimmungstensoren

Nehmen wir als Grundlage die Riume P, und R, an, und betrachten wir die
bahntreue Abbildung B: P,— R,. Jetzt untersuchen wir diejenigen Bedingungen
welche notwendig und hinreichend sind dafiir, daB die Kriimmungstensoren des

affinzusammenhingenden Bahnraumes P, bei der vorliegenden Abbildung B unver-
dAndert bleiben. 1%)

Satz 7. Der Kriimmungstensor (2. 2) ist dann und nur dann bei der bahntreuen
Abbildung (4.7) Invariant, wenn

(5.1 Vi —ppi=0
ist.

BeEwEis. Unter (4. 7) éndert sich der Kriimmungastensor Kj, folgenderweise:
(5.2) Kj, = r;jk v*+ UEW&P; = V) + 55(V3P —PP) — 5i(VjP —pp;)-

Nehmen wir an, daf3 der Tensor Kjk Invariant ist. Unter dieser Annahme erhalten
wir aus (5. 2)

(5.3) Vip—pp = 0,
und
(5. 4) Vipj—vjpk = 0.

Durch particlle Ableitung (5.3) nach ¢/ und Beniitzung der Vertauschungsformel
(2. 21), ergibt sich weiter

OVip _9(ppy)

el o

= VtPj*"PPk -l = 0.

Vertauschen wir in (5. 5) die Indizes k und j, und subtrahieren wir aus (5. 5) den
soeben erhaltenen Ausdruck, so ergibt sich (5.4). Somit ist dic Bedingung (5.1)
notwendig.

Anderseits ist die Bedingung (5.1) auch hinreichend, weil nach vorliegender
Rechnung die Formel (5. 4) erhalten werden kann.

Folgerung. (5.1) ist auch eine hinreichende Bedingung dafiir, daff der Kriim-
mungstensor K, bei bahntrever Abbildung B Invariant bleibt.

Sy R. B._Mlsm hat in seiner Arbeit diese Problemstellung im allgemeinsten Falle gelost. (S. [7]).
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Bewgrs. Aus der Definition von Kj; folgt dieses Ergebnis wegen (5. 3) und
(5. 4) unmittelbar. Es sei bemerkt, daB (5.1) keine notwendige Bedingung ist.
Wir beweisen jetzt den folgenden

Satz 8. Notwendig und hinreichend dafiir, dafi bei bahntreuer Abbildung des
affinzusammenhdiingenden Bahnraumes P, auf den Riemannschen Raum R, die Kriim-
mungstensoren Ky und Rjp der Rdume gleich sind, ist

(5. 6) Vipy =0,

wo f’,‘ den kovarianten Ableitungsoperator bezeichnet, welcher mit Hilfe des Zusammen-
hanges
(5.7 F},“_‘fr',+

definiert ist.

1
2 it 5 5:1’, EPﬂL‘i

Beweis. Die Bedingung (5. 6) ist notwendig. Aus (5. 2) bekommen wir durch
partielle Ableitung "

(5.8) K!l;ﬂc = R+ 0" (Vipn;— V0w +04(Vap; — V) +

+ 5;(Vkph — PPk — PPui) — 6i(vjph —Pulj— PPnj)-
Unter der Annahme Kj;, = Rj;, sind (5. 4) und (5. 5) wegen (5. 8) giiltig. Vertauschen
wir in (5. 5) die Indizes k£ und j, und subtrahieren dann den soeben erhaltenen Aus-
druck aus (5. 5), so ergibt sich (5. 4). Somit ist (5. 5) eine notwendige Bedingung.

Jetzt zeigen wir, dall (5.5) mit (5.6) equivalent ist. Beriicksichtigt man die
Homogenitiitseigenschaft der Funktion p(x, v), so ergibt sich

| 1
Epjbvbp,,,v" = 0, EP;P»"” = 0.
Addieren wir diese Ausdriicke zu (5. 5), so erhalten wir

- py  Ip
Vipw = &J : 'h'rjb Prrﬁr.z 0.

Umgekehrt nehmen wir an, daB die Bedingung (5. 6) erfiillt ist. Dann erhalten
wir auf ecinfache Weise (5.5) und (5.4), so daB (5.6) auch eine hinreichende
Bedingung ist.
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