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Uber die Lokalisationseigenschaften und die starke
(C,1)-Summation Lagrangescher Interpolationsfolgen

Von GEZA FREUD (Budapest)

1. Einleitung

Es sei ao(x) eine nichtabnehmende Funktion in x€[—1, + 1], p,(dx: x)=
=7y,(d2)x" + ... die normierten Orthogonalpolynome beziiglich dz(x) in [—1, +1]
und

(1) 15X X S BT S =)
seien die Nullstellen von p,(dx; x). Es seien {/,(x)} die Lagrangeschen inter-

polatorischen Grundpolynome beziiglich des Punktsystems (1).
Es gilt die Formel

- s Yn- 1(“’1) Pn- l(d‘x; xlu) "
(2) !k"(d:! » x) = _’}jl”_(_{fz)_ )«;m(dﬁ) T\',m— p,,(do:, x)
und die Abschitzung
V-1 (d2)
3) 0Tt <2

(vgl. z.B. G. FrReuD [6]). Dabei sind die 4;,(d2) = 4, die Koeflizienten (Christoffelsche
Zahlen) der Gauss—Jacobischen Quadraturformel

+1 "
4) [ Moo () () = 2, Faaldo) T30 (Xia),
-1 k=

welche fiir jedes Polynom IT,,_,(x) hochstens 2n— I-ten Grades giiltig ist.

Der am besten untersuchte Fall ist a(x)= f ]—;_dt dann ist p,(dx: x) pro-
-1

1—¢2°

portional dem Tschebischeflschen Polynom 7,(x), also ist dann x,, =arc cos 2}?%
In diesem Falle sind die Lebesgueschen Funktionen

(5) Ay(da; x) = 2 ia(dat; x)|
k=1
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genau von der Grossenordnung O(logn), wihrend die Lebesgueschen Konstanten der
(C,1)-Summen der Lagrangeschen Interpolationsfolge fiir fast alle x die GréBenordnung
O(log log n) haben (P. ERDOs [3]). Man sieht aus diesem Fall, dass die (C, 1)-Summen
der Lagrangeschen Interpolationsfolgen giinstigere Approximationseigenschaften
haben, als die Interpolationspolynome selbst, obwohl sie nicht so giinstige Approxi-
mationseigenschaften haben, wie die (C, 1)-Summen der Orthogonalentwickelung.
In vorliegender Arbeit untersuchen wir die starken (C, 1)-Summen

n—-1
() ,l, .;0 |L(dx; f; x)—f(x)]

der Lagrangeschen Interpolationspolynome

(7) L,(dx; f; X) = kal lea(do; X)f(X)

u.zw, beweisen wir einen Lokalisationssatz und geben eine Abschidtzung der Lebesgue-
schen Funktionen der starken (C, 1)-Summen (6). Wir behandeln auch die damit
eng verbundene Frage der Lokalisationseigenschaft der Folge (7) selbst.

2. Lokalisationssatz fiir die Interpolationsfolge

Der nachfolgende Satz 1 dieses Paragraphen ist nicht neu. Es wurde — unge-
achtet der GleichmiBigkeit der Konvergenz — von JA. L. GERoNIMUS [11] bewiesen.
Wir geben hier einen anderen Beweis dieses Satzes. Der Gedanke dieses Beweises
ist in einer dlteren Arbeit des Verfassers (G. FrReup [6]) enthalten. Die einzelnen
Schritte dieser Beweisfithrung werden uns spiter von Nutzen sein.

Satz 1. Die Folge der normierten Orthogonalpolynome p,(dx: x) sei auf einer
Punktmenge M [—1, +1] gleichmipig beschrinkt; es sei ferner f(x) eine in
[—1, +1] beziiglich dx(x) samt ihres Quadrates eigentlich Stieltjes integrierbare
Funktion, welche in [a, b] verschwindet; dann konvergiert L, (dx;f: x) fiir jedes

0<=d= ? gleichmdpig auf der Menge [a+0, b— 3] NIM gegen Null.

BeEwels. Aus einer Ungleichung von G. Arexits [1] folgt, daB gleichmiBig fiir
xem

(8) A(dx; x) = O(n*)
giiltig ist. Es sei s,(dx: f: x) die v-te Teilsumme der Orthogonalentwickelung

S(x)~ X a(dx: f)p(dx; x).
Dann ist

+1
©) lim [ ()~ 5,(das f; 9 da(x) = 0
-1
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ferner gilt beziiglich x€[a+4d, b—46] MM gleichmidBig

(10) s(dx: [ x)=0(1)
(Vgl. D. JACKSON [8]).

Es sei ¢4x)=0 fir x€(@+9/2, b—98/2), pi(x)=1 fir xd(a,b)
und @,(x) sei linear in den Intervallen [a, a+6/2] bzw. [b—d/2, b]. Dann ist

@s(x)€Lip 1, es gibt also infolge des Jacksonschen Approximationssatzes eine
Folge von Polynomen hochstens m-ten Grades ¢, (d, x), so daB3

(1) los(x) — 1,8, x)| = K, (8)m™~

giiltig ist. Wir legen jetzt ein =0 fest und wihlen gemiB (9) ein festes v = v(g) mit

+1
(12) J U0 s, £: 0 dintx) < .
Ferner setzen wir s
(13) ¥,(9) = Y21 (. 0)5,(dz: 1 ).

so daB fiir n>ny(e) der Grad von ¥,(x) niedriger als » ist. Nach einem bekannten
Satze (V. A. StexroFF [10], L. FeJEr [5], J. SHOHAT [9]) gilt

» +1
lim 2 Gy fxi) = 3(d: /3 5 = [ 1) —s(das f; 01 da(x) < ¢
=1 =N

n—seoo

so daB fiir n>n,(¢) auch
(14) 2 PualCoua) = 5,0l £ 3] < &

giiltig ist. Es sei im weiteren n=>n,(¢) und n=>ny(e).
Wir erhalten
(15) \La(d [3 %) —f(X)| = |La(dot; f— ¥ X)| + |Wal(x) —f(X)] =

= 2 a0 [ f(Xiw) = ¥alan)] + | Zo(2) —1(%))-

k=1

Fiir 1€[a+8/2, b—3/2] gilt £(1)=0,(t)=0, so daB aus (13), (10) und (1)

(16) ¥,(0) —f(0)| <Ky(@; )n=' (x€[a+8/2, b—5/2))
folgt.
Unter Beachtung von (8) folgt aus (16)
(17) & [l ()| | f(Xkn) = Wn(Xin)| =
Xien€[a+02,b=05/2]

= 0(n'?)K,(5, e)n~' = K,(5,8)O(n~'?) < ¢



296 G. Freud

fiir n=n,(d, €). Den Ubriggebliebenen Teil der rechten Seite schitzen wir mit Hilfe
von (2) und (3) ab:
(18) 2 ]jfkn(x)? |f(x'm) £ lpn(xku)! =

Xinf [a4+d/2,b-4d/2

= Max - «| palda: x)| A lik,.lpn_.(dz: Xim)| * |/ (Xkw) — Pn(Xpa)| =

X — Xgu| xund la+3/2,b-48/2

2 2 '
- s‘ [p,.(da; x)| l/ Z )ka p,f-,(do:; xkn) s ],/ z Aku 1f(xim) = "Un(xkn)|2'
Vo k=1

xinfla+0/2,b-4/2)

Aus der Qadraturformel (4) folgt
" +1
(19) 2 hnaphoada xig) = [ P (s ) dax) = 1.
k=1 kg

Die zweite Summe unter dem Wurzelreichen zerlegen wir in die Teile

1= .2 2= 2

g y i L]
Xien € [0,a+8/2) xkn€[b=4/2,b])
]
22= 2, 22= 2.
Xkn<@a Xn>b

Fiir x€[a, a+96/2] ist f(x,,) =0 und fir hinreichend groBe Werte von n ist
infolge (11)
W[iz"](a’ x)| =2, also |¥.(x)| = 2|s(dx;f;x)|;

Zl e Z ZjAh' 1f(xkn)_ Ipn(xku)l.z — 4 2 2])11! !S,(da;f; xlul)|2 ==

xkn€[a,a+d/ Xun C[a,a+ 4/

=4 3 Il (¥ — 5,55 f; X2

Xien € [@,a+8/2]

2i=4 2 laal (k) = 5u(dt; [ Xa)| 2

Xin€[b—3/2,b]

und genau so

Es folgt unter Beachtung von (14)

(20) St 2= 2 ) =, f )| < e
Es ist weiter wegen (13) und (11)
2= 2 Aan| fn) — 'Pu(xh)|2 =4 3 Jnlf(x0n) —5,(dt; f; X2 +

Xkn<a Xkn<a

+4 2 Awlsy(da; f; xu)[zf'ﬁ[%](é;xn)—”z -<

Xkn<a

<4 3 hal SOk = 5(det; 5 Xia) |2+ K3(0)n~" 3 Dyusi(das £ Xia)-

Xkn<a Xkn<a
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Eine analoge Abschitzung gilt fiir X3, so dass unter Beachtung von (14), (4)
und der Besselschen Ungleichung

(1) J:4 35 =4 2 ha| fke) —5,(d2; [; x| +
k=1

1

n +
+ K30~ D) A3 (da; f: Xyn) = de+ K3 (8)n~? f s2(da; [ xX) da(x) =
-1

+1
= 4o+ Ky@n' [ f2(x)dax) < Se
-1

falls nur # hinreichend groB ist.
Aus (20) und (21) folgt

v 2 ];-k" ) = ) = 21+ 21+ 22+ 22 = %

xkné [a+d/2,b=4]2

und endlich ergibt sich aus (17), (18), (19) und (22) fiir n=N(e, o)

@3 2 b)) ) — ¥l = K@, )™+ § V9 < Ks(d) Ve

fiir hinreichend groBe Werte von n. Da &=0 beliebig war, folgt aus (15) und (23)
die Behauptung des Satzes I, w.z.b.w.

3. Lokalisationssatz fiir die starken (C,1) Summen

Die Anwendbarkeit des Satzes I ist durch die Voraussetzung eingeschrinkt,
daB die Folge p,(dx; x) auf 9 beschrinkt sei. Wir zeigen jetzt, dall ein Lokalisations-
satz beziiglich der starken (C, 1) Summen schon aus der schwiicheren Bedingung

n-1
(24) 2 Pd;x)=0m) (n=1,2,..)
yv=0

folgt. Bekanntlich ist (24) fiir jedes & in [a+d, b —d] gleichmiBig befriedigt, falls
o’(x) =m =0 fir x € [a, b] giiltig ist. Ferner, (24) gilt fiir fast alle Punkte in [—1, + 1],
falls 2(x) in [—1, + 1] absolut stetig ist, und die Funktion

{m'(x), fir x€[-1,+1],
w(x) =

0, fiir x¢[-1,+1]
die Ungleichung

1

+
v +B—w@)| 4 _L]
:l/. %00 dx = O[log 7 ]

fiir ein y=>1 befriedigt (G. FrReup [7]).
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Satz II. Auf einer Punktmenge WM, c[—1, +1] sei (24) gleichmapig erfiillt,
und f(x) befriedige die gleichen Voraussetzungen, wie in Satz I, dann gilt fiir jedes

0<=d= b—;—‘i gleichmapig beziiglich x € [a+d, b—3d) MM,

]u—l

lim 2, |L(dx; [ X)—f(x)| = 0.

n=s oo r=0

Bewgis. Wir kénnen in unserem Beweise einen groBen Teil des Beweises von
Satz I anwenden, und zwar die Einschiebung der Funktionen ¥, (x) (2=0,1,...)
die Formeln (15), (17) und (18) und (19). Es muB nur iberlegt werden, daB nach
G. ALexiTs [1] die Giiltigkeit der Ungleichung (8) schon aus der schwicheren Voraus-
setzung (24) folgt. Es ergibt sich aus diesen Formeln

n n=-1 r
o 2L i) =100 = 5 3 3 9] ) — ) +0(1) =

= 2] |"kr(x)| |f(xkr) ¥ .Pr(xkr)] £ 2

1

N r=1 xpr€la+d/2,b-96/

l n

-2 2 ()] 1) — ¥x)] +o(1).
r=1 xrG[a+d/2,b-5/2]

Aus (17) folgt

llfur(x)l (%) = ¥ (xi)| = O@~112)

|
N y=1 xecla+d/2,b-98/2

und weiter aus (18) und (19)

n n—-1
25) L S \L s £ 9 =100 = 0(1) = 37 |p,(da; )| B, +o(1)
n .= n,=o

mit

(26) Br — , ’Ikr U(xb) D qur(xl:r)lz

/
Xir@[a+6/2,b-5/2
und infolge (22) ist

@27 lim B, = 0.

r—eco

Aus (24) und (27) erhalten wir fiir x €M,

n ."'“-H n AP
(28) 2 |pdu; )| B, = | 2y 3B =
= 0(n''?)o(n''?) = o(n) (xeM,)).

Aus (25) und (28) folgt die Behauptung unseres Satzes, w.z.b.w.
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4. Abschiitzung der starken Lebesgueschen Funktionen

Es ist aus den Untersuchungen von G. ALEXITS [2] bekannt, daB3 fiir die starke
Summation und die starke Approximation einer Funktion f(x) mit Hilfe der Folge
L (dx; f: x) die GroBenordnung des Ausdrucks

A(da; x) = Max — 2"‘ |L(da; f; %)

f@I=1 n ;=1

ebenso maBgebend ist, wie die der Lebesgueschen Funktionen fiir die Konvergenz
und die Konvergenzgeschwindigkeit. Wir nennen A4,(dx; x) die starke Lebesguesche
Funktion der Interpolationsfolge.

Satz IIl. Es seien die Voraussetzungen des Satzes II. befriedigt, es sei ferner
M, Cla, bljc[—1, +1] und fiir x,, x,€[a, b] sei

A(xz) —a(xy) < M,

) X2 =X

dann gilt fiir x€la+d, b—0d] gleichmapfig
(30) A (dx; x)=0(n"3).
BEwEIs: Wir zeigen, daB sogar die stirkere Abschidtzung

(31) % _Zl' A (dx; x) = O(x'/3)

giiltig ist. Es sei 6,=n""3, und n so groB, daB 6, <4 ist. Es ist

(32) A (do; x) = j [l (da; X)| = ALV (do; x)+ AP (dx; x)
mit o

(33) AV da;x) = 3 |h,(dx; x)|

und | %= Xir| <dn

(34) AP a; x) = 3 |h(dx; x)|.

| % = Xpr | = dp
Bei der Abschiitzung von A!" beachten wir die Identitit
12(dx; x .
(39) ZEED _ S pumn =00 emy,

welche aus der Minimaleigenschaft dieser Summen folgt (Vgl. P. ERDOs—P. TURAN
[4] . 524). Aus (29) folgt

iy = Kg(O)r =1 (xy, €[a+0, b—9))
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(Vgl. P. ERDOs—P. TURAN [4], Lemma V, S. 530.) * also um so mehr fiir |x —x;,| <9,.
Mit Hilfe der Markoff-Stieltjeschen Ungleichung schlieBen wir weiter

X+dn
(36) S A <2K0r '+ [ dax) < 2Ky +2M3,,
| =xkr| <dn Kb
so daB infolge (33), (35) und (36)
(37) AD(dx; x) = 1/ S > -
k=1 }'kr | %= X1r| <n

= O(r”z}(r“”2+5.:’2) et 0(,.!12)53!2_!_0(1)

gleichmiBig beziiglich xe M, N[a+ 0, b—3] giiltig ist.
Bei der Abschiitzung von A{*)(dx; x) bedienen wir uns neben (34) der Formeln
(2) und (3):

AP (da; x) = 2 |p'(‘?; i kZ e | Py (dot: Xy,)|
n =1

und aus der Quadraturformel (4) ergibt sich weiter

r 'r f. =
k;‘l An[Pr—i(‘f“; x,)| = V k;; A PP 1(da: xy,) .

Vé?l A = V(1) —a(=1);

wir erhalten also

(38) AP (da; x) = % | p(dx; x)|.
Aus (32), (37) und (38) folgt endlich

:Z; A (dz; x) = O(1)8}? 21 ri24+0m)+0(1)5; " 2 |p,(dx; x)| =

= O(n*3)+0(1)n'3n'? ,r'/ Z”' pi(dx; x) = O(n*3)
r=0

gleichmidBig fiir x9N, N[a+0, b—35], w.z.b.w.

* Einen ausfiihrlichen Beweis von (35) und der Ungleichung Ay, < K (6)r—! findet man indem
Buche des Verfassers: G. Freup: Orthogonale Polynome, Birkliuser Verl. Basel, 1969. (Hilf-
satz 3.1 in Kapitel IIL).
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