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Uber gewisse Erweiterungen von positiv geordneten Halbmoduln

Von HERBERT LUGOWSKI (Potsdam)

Jeder geordnete (kommutative) Halbmodul 9% mit der Eigenschaft
JIV: Zu a<b existiert xcIM mit a+x=b

besitzt die (geordnete) Zerlegung M =9, UM, in einen geordneten Modul M,
und einen positiv geordneten Halbmodul M, (vgl. [1]). Es entsteht die Frage, wann
und wie man umgekehrt aus M, und M, einen solchen Halbmodul aufbauen kann.
Wir reduzieren diese Fragestellung zunichst in Fortsetzung der Uberlegungen
in [1] mit Hilfe der CrLiFForDschen Zerlegung von 9, (vgl. Satz 1), beantworten
siec dann aber unabhingig davon unter Verwendung der in [2] entwickelten Theorie;
das Hauptergebnis wird im Satz 3 formuliert. Zu ihm gelangen wir auf dem Wege
tiber vier Lemmata, in denen Aussagen iiber geordnete Halbmoduln 9 unter Vor-
aussetzung von JIV (und der geordneten Zerlegung 9 =9, UIN,) gemacht werden.

Lemma 1. Es sei M ein Halbmodul mit JIV und der geordneten Zerlegung
M=, UM,. Gibt es dann zu einem Element m, <M, ein x, €M, mit x; +ny=
=m,, so gilt m, +m,=m, fiir alle m, €M, .

Bewels. Fiir jedes m,; =0 gilt wegen m, =x,
My=my+my=x,+m; = m,, also m;+m,; = m,;

fiir m, <0 ist aber (—m,) =0 und damit (—m,)+ m, =m,, also auch m; +m,=m,.
Satz 1. Es sei M, ein geordneter Modul und
0n, =N,

t€T

die CLIFFORDSsche Zerlegung des positiv geordneten Halbmoduls I, als geordnete
Summe positiv geordneter irreduzibler Unterhalbmoduln M,. Dann gilt:

a) Hat diese Zerlegung keinen ersten irreduziblen Bestandteil, so existiert I =
=M, UM, als Halbmodul mit JIV genau dann, wenn MM, sogar natiirlich geordnet
ist, so daf in diesem Fall

M=M¢W, =M,

der einzige geordnete Halbmodul I mit JIV ist, welcher die Komponenten I, und
IM\M, =M, besitzt.
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b) Gilt dagegen M, =AU < B mit einem irreduziblen positiv geordneten Unter-
halbmodul A von M, 1), so existiert M =M, VIR, als Halbmodul mit JIV genau
dann, wenn B natiirlich geordnet ist und 2 sich mit M, zu einem Halbmodul IMN* =
=M, VA mit JIV zusammensetzen lift; dann erhdlt man

M=M =98
Dabei gilt sogar
M* =M, =A und damit M =M, =M,

genau dann, wenn W (und damit IR, ) sogar natiirlich geordnet ist, wihrend im anderen
Falle I* ein irreduzibler Halbmodul mit JIV ist.

Bewers. a) Auf Grund der Voraussetzung existiert in diesem Falle zu jedem
m, €I, ein x, €M, mit x, +m,=m,; gibt es daher einen Halbmodul M mit JIV
und der geordneten Zerlegung M =M, UM,, so folgt aus Lemma 1 sofort
M =M, = M, und damit gemilB [1; Satz 9], daB I, natiirlich geordnet ist. Umge-
kehrt entsteht aus einem geordneten Modul M, und einem natiirlich geordneten
Halbmodul M, gemdB MM =M, = M, stets ein Halbmodul mit JIV.

b) Es existiere 9 =9, UM, als Halbmodul mit JIV. Dann gilt wegena+b =5
fir alle @€ und b€V und Lemma 1 jedenfalls M =IN* = B hierbei ist M*=
=M, A Unterhalbmodul von M, da auch eine Summe m, 4 a nicht in B liegen
kann, denn sonst wire m, +a=»5b und damit a=b+(—m,)=>5b. I erfiilit JIV,
denn sind x und y Elemente von IM* mit x <y, so existiert ein z€M mit x+z=y,
und es gilt z4 B, also z¢M*. Ebenso besitzt B die Eigenschaft JIV und ist damit
natiirlich geordnet, denn zu b, <b, existiert x€9 mit b, + x=>b,, und es gilt
x¢IM*, also x€B. LaBt sich umgekehrt M, mit A zu einem Halbmodul M*=
=M, VA mit JIV zusammensetzen, so ist trivialerweise auch WM=WM* = B=
=M, UM, ein Halbmodul mit JIV.

Gemal [1; Satz 9] gilt M* =M, = A genau dann, wenn A natiirlich geordnet
ist. Es bleibt also nur noch zu zeigen, daBl M* ein irreduzibler Halbmodul mit JIV
ist, wenn 2 nicht natiirlich geordnet ist. Hierzu fithren wir die Annahme, R*
besitze eine Zerlegung M* =U < BV in Halbmoduln U und BV mit JIV, zum Wider-
spruch. Jedenfalls wiirde dann 9, € U gelten, denn sonst existierte ein m, €M, NV,
woraus u +m; =m, fir alle u€ U und damit U ={0} folgte, was im Falle M, = {0}
zum Widerspruch 9, = und im Falle M, == {0} wegen 0 <m, zum Widerspruch
—my €U fiihrt. Dariiber hinaus gilt sogar M, c U, denn mit M, =1 wire A=V,
aber B ist im Widerspruch zur Voraussetzung iiber 2 offenbar natiirlich geordnet.
Daher ist U* =0 nA =0. Ferner gilt B S A, denn wegen M, < kann kein Element
veB in M, liegen. Also erhalten wir U* UB S A und sogar U* UV =A, denn aus
acA und afU*UB folgte ad¢V und damit der Widerspruch acUnA=1U".
Wegen U™ € U wiirde dies aber die geordnete Zerlegung A =" = B in die (positiven)
Unterhalbmoduln U* und B von A liefern im Widerspruch zur vorausgesetzten
Irreduzibilitit von 2.

Mit Satz 1 ist die aufgeworfene Fragestellung im Prinzip auf den Fall zuriick-
gefiihrt, daB M, ein irreduzibler positiv geordneter Halbmodul ist, was fiir praktische

') Der Fall, daB I, selbst bereits ein irreduzibler positiv geordneter Halbmodul ist, ordnet sich
hier mit M, =A, B=0 sinngemilB ein.
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Berechnungen natiirlich von groBer Bedeutung ist. In den folgenden Betrachtungen
spielt aber die Irreduzibilitit keine explizite Rolle, so daB3 wir unsere Aussagen doch
aligemein formulieren.

GemaiB [2; Satz 2] ist jeder Halbmodul 9 mit JIV, der die geordnete Zerlegung
M =M, UM, besitzt, o-isomorph zu einer ,,geordneten Schreierschen Erweiterung”
M =[M, M,] von M, mit dem Faktorhalbmodul M=MM/M,. M wird durch
eine Relation R(a, o, f) in MM, X M, und ein Summandensystem s(a, b)c I,
bestimmt, welche gewisse Bedingungen (1)-(6) und (I)-(IIl) erfiillen ?). Dabei gilt
M <=M, =[0,M;] und M,«-»>M, =[N, M,] mit N=M\{6}. Zur Konstruk-
tion von M aus M, und M, werden wir daher M unabhiingig von M, zu beschrei-
ben und dann R(a, «, ) und s(a,b) so einzufiihren versuchen, daBl gerade ein
solches M =[M,M,] mit M, «— M, =[N, M,] entsteht.

Hierzu bezeichnen wir ein Paar von Elementen ¢ und &" aus 9MM,, zu denen
kein Element x, €9, mit @+ x, =a” existiert, mit

.

aaq .
Dann erhalten wir:

Lemma 2. Es sei I ein Halbmodul mit JIV und der geordneten Zerlegung
M =M, UM,. Dann gilt fiir Elemente a und a’ aus M,

a=a" mod M,
genau dann, wenn

(%) a=4a oder a=ad, aa, a,a
erfiillt ist.

BeEwers. Es sei a=a" mod M, , also a+x,=a" mit x, €MM,. Dann folgt aus
a+.\'2=a' l‘l’lit x; Ewtz
a+x,+(—x,)=a,

also a=a’ wegen M, +9, =9, und Lemma 1; ebenso fiihrt @ + x, =a mit x, €M,
wegen
a=a+x,+x,

zu a=a’. Umgekehrt folgt aus (%) und der Voraussetzung iiber 9 die Existenz
eines x; €M, mit a+x,=a".

GemiB (%) lassen sich daher die Elemente von 9 nur durch Beziehungen
zwischen Elementen von M, beschreiben. Geht man aber umgekehrt von 9%, aus,
so kommt man auf diese Weise nicht immer zu einem natiirlich geordneten Halb-
modul M; vielmehr sind hierzu gewisse notwendige Bedingungen zu erfiillen:

2) In [3] zeigen wir. daB jede Relation R mit den Eigenschafien (1)-(6) und (III) wie folgt
charakterisiert werden kann:
R(d,a, ) < a=f (‘.}Jtﬁ).

Dabei ist é-%!]la eine Zdhnliche Abbildung von M in die Kette der konvexen Untermoduln von

M, mit M, =(0) und SUIE=9JL. falls fiir & ein b=d aus M mit b+&=¢ existiert. Wir werden
diese Beschreibung von R hier mit verwenden.

D 20
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Lemma 3. Es sei M ein Halbmodul mit JIV und der geordneten Zerlegung M=
=M, UM,. Dann gilt fiir Elemente aus M,:

(a) Im Falle a<b<c ist das gleichzeitige Bestehen von 'a',—b und E? gleich-
[—
wertig mit a, ¢
(b) Es sei a=a’ oder a, . Dann folgt aus b b und a+b = a +b stets

rd
a+b,a+b,

(c) Es se: a-:b und es existiere ein in_X, Etmz mit a+x,=b. Dann folgt aus
— —

a=a ndbb’ b’b oder b= bunda, ,aaoder a,a , a,a und l),'_b:,
b, b, daP auch a’ <b’ gilt und ein x5 €M, mit a’ + x5 =>b" existiert.

Beweis, (a) Es gelte a, b und b, ¢, so daB wegen a<b und b<c Elemente
x; und y, aus M, mit @+ x, =b und b+ y, = ¢ existieren. Gibe es dann ein x, €M,
mit @+ x,=¢, so folgte
a = a+x;+(—x)+(—y1),

also wegen Lemma 1 der Widerspruch a=54. Umgekehrt sei a':'“ vorausgesetz.
Wiirde dann ein x, € M, mit a + x, =b existieren, so folgte liber b+ y=c mit ycIN

der Widerspruch a+x,+y=¢ mit x,+y€9,, und ebenso beweist man b,'_cq
(b) Nach Voraussetzung gilt a+x, =a¢" und b+y, =5b" mit x, €M, y, €M,.
Giibe es ein x, €M, mit a+b+x,=a"+b’, so folgte wegen Lemma | iiber

a+b+x,4+(—=x)+(—=y) =a+b
der Widerspruch a’+b"=a+b+x,+y, = a+b.

(¢) Nach Voraussetzung existieren x, und y, aus 9, mit a+x,=a" und
b+y,=b". Daraus folgt jedenfalls

ad=a+x; =80 mit x; = x3+y; +(—x)€eM,;.

Wire aber @’ =b’, so erhielte man iiber a’+x; =a" und b’ + x5 =b" wegen Lemmal
sowohl a=a" als auch b=5" im Widerspruch zu a <b.

Satz 2. Es sei M, ein positiv geordneter Halbmodul, fiir dessen Elemente die
Bedingungen (a), (b) und (c) von Lemma 3 erfiillt sind. Dann stellt

[r—

p—’
a~beoa=b oder a#b, ab, ba

eine Aquivalenzrelation in M, dar, und die zugehirigen Aquivalenzklassen [a] bilden
vermdge der Definitionen
[a] +-[b] = [a+b],

[a] <[b] < [a] #[b), a<b
einen natiirlich geordneten Halbmodul M.

Korollar. Ist M, Komponente in der geordneten Zerlegung M=, UIN,
eines Halbmoduls MM mit JIV, so gilt N=IM\{o} mit M=I/M, .
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Bewels. Offenbar ist die angegebene Relation reflexiv und symmetrisch.
Zum Beweis der Transitivitat sei a~b und b~ ¢. Nichttrivial ist nur der Fall, daB3
alle drei Elemente voneinander verschieden sind; beriicksichtigt man dann, daB

fiir x<y die Beziehungen x~y und x,y gleichwertig sind, so ergibt sich a~c¢
unter Verwendung von (a) einfach durch Betrachtung der sechs mdoglichen An-
ordnungen von a, b, ¢ nach ihrer GroBe.
Die Repriisentantenunabhingigkeit der Addition- bzw. Ordnungsdefinition,
d.h. die Aussagen
a~a',b~b" = at+b~a +¥,

a+tb,a<b,a~a,b~b =a +b',a" <b

erhilt man aus (b) und (c) durch leichte Fallunterscheidung. Da sich damit auf
Grund dieser Definitionen die Menge 9 der Aquivalenzklassen [a] vermoge a —[a]
als o-homomorphes Bild von 9, herausstellt, ist jedenfalls klar, daB 9N ein positiv
geordneter Halbmodul ist. M ist sogar natiirlich geordnet, denn aus [a] <[b] folgt
a=>b und a+ x, =b mit x, €M, , also [a] + [x,] =[b]. Das Korollar ergibt sich sofort

aus Lemma 2.
Nicht jede geordnete Schreiersche Erweiterung M =[I, 9M,] von M, mit dem
durch Adjunktion eines Nullelementes & zu 9 entstechenden natiirlich geordneten

Halbmodul M = {3} UM besitzt jedoch eine Zerlegung M =M, UM, mit (M, «—>M,
und) M,«—9M,: vielmehr miissen hierzuR(@, o, f) und s(a, b) geeignet gewihlt
werden. Dies erkennt man aus der folgenden Aussage:

Lemma 4. Es sei WM ein Halbmodul mit JIV und der geordneten Zerlegung
M=, UM,; ferner sei f(a) eine Auswahlfunktion fiir M=M/M, (mit ((5)=0)
und R(a,x, B) sowie s(a,b) fesigelegt gemdfp

R(a, o, p) < fla)+a = fla)+ B,
f@)+f(b) = fla+b)+s(a, b) (mit s(3,8) = o)
(vgl. [2]). Dann liefert die Vorschrift
4~ 04() =/(@) +
[iir jedes a e N =IM\{0} °) eine eindeutige ihnliche Abbildung o, von M, auf a =[f(a)],

und hierbei gilt *):
(1) 04(x) = a,(f) < R(a,a, p),

(ii) 04(0) + 04(B) = 044 4(5(@, B) + 2+ ).

3) F_iir_cizé ergibe sich die identische Abbildung von N, was aber fiir das Folgende uninte-
ressant ist.

4) Wegen R(d, o,f8 )= 2= A(IN;) kann man die Bedingung (/) auch wie folgt formulieren: Die
Abbildung [x] - [os(x)] ist eine eineindeutige dhnliche Abbildung des Faktormoduls 9,/Mia auf
a=[f(a)], wobei letzterer geordnet sei mit dem Positivitéitsbereich

P={a]: [x]=[x] mit «'¢P}

(P Posilivi(éi(sber_e_ich von 9,). Insbesondere besagt dann (i), daB diese Abbildung fiir ein idempoten-
tes Element ¢ sogar ein o-Isomorphismus ist.
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BEwEIs. Zuniichst ist ¢, jedenfalls eine eindeutige Abbildung von M, in die
Klasse @ €M, denn mit a ist f(a) eindeutig als Element von a festgelegt, und fiir
jedes « €M, ist f(@)+« ein eindeutig bestimmtes Element von a. Hierbei handelt
es sich sogar um eine Abbildung von 9, auf @, denn nach Definition von a als
Element von M ="M/M, kann jedes Element aca in der Form a=f(a)+x mit
a2 €M, geschrieben werden. Die Ahnlichkeit von o, ergibt sich gemiB

= f=fa)+a=fla)+h = g,(2) = a(p).
SchlieBlich erhdlt man (i) und (ii) gemidh

0,(%) = 04(f) < fla)+a = fla)+ P < R(a,x, f).
a(2) + a5(B) = fla) +f(b)+a+p

= fla+b)+s(a, b)y+a+p

= 0,.5(5(@, b)+a+p).

Mit Hilfe dieser Bedingungen gelangen wir nunmehr zur Losung der gestellten
Aufgabe:

Satz 3. Norwendig und hinreichend dafiir, daff sich ein positiv geordneter Halb-
modul M, mit einem geordneten Modul I, zu einem Halbmodul MM mit JIV und
der geordneten Zerlegung M =M, UM, erweitern lift, sind folgende Bedingungen:

™ A) M, besitzt die Eigenschaften (a), (b) und (c) aus Lemma 3, so daf M wie
in Satz 2 gebildet werden kann.

B) Es existieren eine Relation R(a,a, f) in MXM, XM, (mit M={a}uN)
und ein Summandensystem s(a, b) €M, so, dafp M =[IM, M,] eine geordnete Schreier-
sche Erweiterung von M, mit M ist.

C) Fiir jede Restklasse a =[a]l €M existiert eine (eindeutige) Abbildung 6; von
I, auf a, welche die Eigenschaften (i) und (ii) aus Lemma 4 besitzt.
In diesem Falle gilt M =M, UM, mit (M,«—> M, und)

My <=~ M, =[N, M,] vermige a—I[a,q],

wobei sich @ und o« gemdiff @ =[a)l €N und o,(x) =a bestimmen.

Bewers. Auf Grund der vorangegangenen Uberlegungen bleibt nur zu zeigen,
dall unter den genannten Voraussetzungen tatsdchlich a—[a, «] einen O-Isomor-
phismus 7 von M, auf M, liefert. Jedenfalls handelt es sich bei T um eine Abbildung
von M,, denn jedes acM, liegt in einer Klasse a=[a]eM, und o, ist eine
Abbildung von M, auf & so daB zu jedem a€a (wenigstens) ein Original
a €M, mit o,(x) =a existiert. Ferner ist 7 eine Abbildung auf M,, denn gibt man
a €N und x€M, vor, so liefert o, ein Element a€a mit o,(x) =a, was also iiberdies
[a]=a erfiillt. Weiterhin ist die Abbildung 7 eineindeutig; denn gilt @ —[a, «] und
b—[b, B], also acd, bebh und o,(x)=a und oipf)=>h, so ergibt sich unter Ver-

wendung von
04(2) = 0,(p) < R(a, , p) < [a, o] = [a, f]
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sofort: Aus a=b, also a=b, folgt [a,«]=[b, f], und umgekehrt. Wir arbeiten
mit den gleichen Bezeichnungen weiter und zeigen zuniichst die Ahnlichkeit von 7.
Es sei also a<b. Gilt dann a~b, also @ =b und damit o,(x) <a(f), so folgt auf
Grund der Ahnlichkeit von ¢, auch x<f und auBerdem 7R(a, «, f§), also [a, o] <
<[b, Bf]. Das gleiche Ergebnis erhalten wir aber auch im Falle @+ b, also a #b,
denn aus [a] #[b] und a<b folgt @ =[a] <[b] =b und damit ebenfalls [a, «] <[b, f].
SchlieBlich ist = auch relationstreu hinsichtlich der Addition. Gilt nidmlich a +5b —~
—[¢, 7], so folgt
¢=[a+b] = [a]+[b] =a+b
und
0:(7) = a+b = a;(2) + a5(B) = 0;.5(s(a, b)+a+ p),

also R(¢, y, s(a, b) + o+ f) und damit
[¢,7] = [a+ b, s(a, b) + o+ p] = [a, o] +[b, B].

Folgerung. Unter den Voraussetzungen von Satz 3 gilt:

a) R(a,x, p) < a=p gilt genau dann, wenn a, eine eineindeutige Abbildung ist.

b) R(a, x, p) besteht fiir alle « und f aus I, genau dann, wenn die Restklasse
a =a) nur ein Element a enthdlt bzw. wenn o,(x)=a fiir alle x €I, gilt.

Bewers. Die Feststellung a) folgt aus (i). Um b) zu zeigen, schlieBen wir wie
folgt: Gilt a,(2) =a fiir alle x£IM,, so folgt a =[a] = {a}, denn g, ist eine Abbildung
auf [a]. Im Falle [a] ={a} besteht R(a, «, f) fiir alle « und f aus M,, denn wire
TR(a, &, n), also [a, ] #[a, n], so miiBten [a, £] und [a, 7] wegen der Eindeutigkeit
der Abbildung @ —[a, =] auch verschiedene Originale a€a und b €a besitzen. SchlieB3-
lich folgt aus R(a,a, ff) fiir alle o, fe M, wegen (i) auch o (x)=0,(p) fiir alle
o, BEM,.

Als ein einfaches Belsplel zu unseren Ergebnissen betrachten wir den Halb-
modul M, = au{m} wobei & eine geordnete Menge sei und fiir jedes s, s'€ &
S<oco SOWIe § 4§ =§" 4 § =45+ co= oo 4 § = oo 4 oo = oo festgesetzt werde. Die Giiltig-
keit von (a), (b) und (c) pruft man leicht nach; damit fiihrt die gemaB Satz 2 erklirte
Aquwalenzrelatlon a~b in M, zu dem natiirlich geordneten (irreduziblen) Halb-
modul 9N ={1, 2} mit

1={a:a€C}; 2= {}.
Fiir die Wahl von R(a, «, f§) steht also M; = (0) und M5 =M, fest; dabei ist s(a, b) =0
fir alle @, bcM={a} UN ohne Einschrinkung der Allgememhelt AuBerdem ist
(gemil obiger Folgerung) o3(x)=-c= fiir alle x€M, zu setzen, womit (ii) fiir jede
Wahl von o, erfiillt ist. Somit hiingt alles Weilere nur noch von der Wahl von
M ab.

Will man 9y =(0) festlegen, so existiert M =M, U, genau dann, wenn eine
eineindeutige Abbildung o, von M, auf & existiert, also M und € den gleichen
Ordnungstypus besitzen. In diesem Falle handelt es sich bei der Schreierschen
Erweiterung M =[N, M,] gerade um bereits am Emde von [2] behandelte Beispiel

M= M, u([1, M,Ju{=)).

Wihlt man M;=M,, so ist notwendig & ={a}, wihrend M, beliebig wihlbar
ist; hier erhidlt man den Fall
M =M, <M,.
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Enthélt schlieBlich 9, einen nichttrivialen konvexen Untermodul 2 und setzt
man M5 =1, so erhiilt man (gemiB (i)) als notwendige und hinreichende Bedingung
fiir die Existenz von MM =9, UIM,, daB es eine eineindeutige dhnliche Abbildung
von MM, /M; auf 1= gibt. Dies ist z.B. der Fall, wenn man & als die Menge de-
reellen Zahlen, M, als den (lexikographisch nach Real- und Imaginirteil) geordner
ten Modul der komplexen Zahlen und 9y als den Untermodul der reinimaginidren

Zahlen wihlt; hierd wird
M=M,U(1, S]U{=}).
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