Zur Konstruktion gewisser geordneter Halbmoduln
Von HERBERT LUGOWSKI (Potsdam)

In Fortsetzung und Ergdnzung der Resultate in [3] machen wir weitere Aus-
sagen tiber solche (kommutative) geordnete Halbmoduln 9, welche die Eigenschaft

JIV: Zu a<»>b existiert x¢M mit a+x = b

besitzen. Diese Aussagen liefern neben einer ndheren strukturellen Beschreibung
zugleich Hilfsmittel zur praktischen Bestimmung solcher Halbmoduln.

In [3] hatten wir gezeigt, daBl man bis auf o-Isomorphie jeden Halbmodul mit
JIV mit der Modulkomponente Wi, als ,.,geordnete Schreiersche Erweiterung”
M=[M,M,]={[a,o]:acM «cM,} von M, mit einem natiirlich geordneten
Halbmodul 9 mit Nullelement & erhalten kann, die wie folgt definiert ist:

[@,o] = [b, ] < @ = b und R(a,ux,p);
(@, «]+[b, ] = [a+b, s(a, b) +a+ Bl;

[@,x]<[b,p]l< a<b oder @ = b, x<p und 1R(a,x, p).
Dabei ist R(a, o, f) eine Relation in M XM, X I, , die fiir sich bzw. zusammen
mit dem ,,Summandensystem” s(a@, b) ¢ M, (mit der Anfangsbedingung s(3, 0) =0)
gewisse Bedingungen (1)—(6) bzw. (I)—(I11) erfiillt '). Wir vereinfachen zunichst
(1)

Satz 1. (I11) ist gleichwertig mit der Bedingung:

Aus b+¢ = ¢ mit b#a, folgt R(c, ¢, n) fiir alle & und ».

Beweis. Mit dieser Bedingung ist auch (IIl) erfiillt; denn aus a@<b und
a+¢ =h+¢ =d#o folgt wegen a+x=>h die Gleichung X+ d=d, also stets
R(d, &, n). Fiir die Umkehrung nehmen wir an, es gibe ¢ und n mit “1R(G, &, n).
Wir losen dann in 3, die Gleichungen

s(@,)+ax=¢ und s(b,O)+p =1,

1) Den Inhalt der Aussagen (1)—(6) kann man dem Beweis des nachfolgenden Satzes 2 ent-
nehmen. Ubrigens schrieben wir in [3] @b statt s(a@, b); der Vollstindigkeit halber seien auch die
Aussagen (I)—(I1I) hier nochmals formuliert:

(I) R(a+b, s(a, b), s(b, a));
(an  R(a+b+g sta, b+&)+s(b, &), sta+b, &)+ s(a, b));
(1) a<b, a+¢é = b+é, —|R(a'+6, s(a, ¢)+o, s{b,é)—i—ﬂ)::u\ﬁ, &) +a=<s(h, &)+ p.
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woraus aus (III) £ <=n folgt. Da aber mit 1 R(¢, ¢, n) gemdB (2) auch 1R(E, 5, &)
gilt, erhielte man ebenso n<=¢. Dieser Widerspruch beweist die Behauptung.

Wir zeigen nun, daB die Konstruktion aller moglichen geordneten Schreier-
schen Erweiterungen [, 9,] zu vorgegebenen M und M, auf die Bestimmung
der Kette Z aller konvexen Untermoduln von M, und die Menge aller dhnlichen
Abbildungen 2) von M in X hinauslduft.

Satz 2. Jede dhnliche Abbildung @ -, von M in £ mit & —~(0) und

(1) c-M,, falls b+¢=¢ mit b=o

liefert vermoge
R@,a,p) @ a=p (M,

zusammen mit jedem System s(a, b)eM,, welches die Bedingungen
(1) s(@, b) = s(b,a) M5
(I1) s@ b+c)+s(b, &) = s(@+b, )+s@b  Myi5ee)

erfiillt, eine geordnete Schreiersche Erweiterung [W, M,], und umgekehrt entsteht
jede solche Erweiterung auf diese Weise.

Bewels. In der Tat gilt fiir die so definierte Relation:

(1) R(a,uo,a).

(2) R(@a,a p)= R(a,p, o).

(3) R(@a,a, p), R(a,p,y)= R(@a,ua,y).

(4) R(0,x, p)=a=p wegen o-(0).

(5 R(a,aa), R(b,p,p)=R(a+b,a+p, o +p); denn wegen a = a+b und
b=a+b gilt MuMM; S M, .5, also auch (x—2")+(f— )My 5

6) a<f, R@a, o p), R(a,«,«’), R(@,p,p’)=a"<f: denn wegen x—a =
= €M, und -ﬁ—ﬁ' = 0€M, folgt aus a—f4¢IM, auch «"—f¢M, und
wegen o —f'<d—y weiter o' — ' <o, da M; konvex ist.

Ist umgekehrt eine Relation R(a, «, f) mit den Eigenschaften (1)—(6) vorgegeben,
SO ist
ﬁui — {?: ?szl! R(a! }T’ 0)}

wegen (5) ein Untermodul von M, ). M, ist konvex, denn aus R(a, y,,0) und
R(a, y,,0) und y, <y<y, folgt R(a, y, 0); wire nimlich 1 R(a, y, 0), so lieferte
dies wegen y, <7y, T1R(a, y,,7), R(a, 7,, 7,) und R(a, y, y) nach (6) den Wider-

) Mit ,dhnlich” bezeichnen wir (neben eindeutig) die Eigenschaft: Aus a=5 folgt SRE‘-E :]JI;,
3) Allgemein erhilt man aus (5) die beiden gleichwertigen Aussagen

(5') R(a,a, a')=>R(a x+n B+n),

(5") R(@a@, o, 2'), R(a p, )= R a+p, o +f).
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spruch 7y, <7. Die (eindeutige) Abbildung von 3 in X vermoge a —~M; ist dhnlich,
denn zu @ = b existiert XM mit a+X = b, so daB aus R(a, y, o) wegen R(X. 0. 0)
gemdB (5) auch R(a@+X, y. 0) und damit M, S IN; folgt; insbesondere gilt & —~(0)
'wegen (4). SchlieBlich erhdlt man aus (5)

R(@a, o, f) <o R(@,a—p, 0) = o—pFeM,.
Die Aquivalenz von (I)—(IIT) mit (I")—(IIT") ist offensichtlich.

Folgerung.

a) Fiir jedes idempotente Element @+ 6 von M gilt My=M, .

b) Jedes s(a, b) mit s(a, be M, .5 kann durch o ersetzt werden; dies gilt insbe-
sondere stets im Falle a=06 oder b=06 und (trivialerweise) im Falle M5 =M,
speziell also fiir M; =M, oder M; =M, .

Wir wollen den Spezialfall hervorheben, daBl als Untermoduln Mz von M,
nur der Nullmodul (o) oder M, seibst verwendet werden, wie dies bei jedem o-ein-
fachen (insbesondere also bei jedem archimedischen) Modul 9t notwendigerweise
der Fall ist; dann vereinfachen sich ndmlich (I") und (II") zu den nachstehend ge-
nannten Bedingungen (ii) und (iii), so daB wir aus Satz 2 unmittelbar erhalten:

Satz 3. Jede Zerlegung M = U v V mit U<V, wobei V auch leer sein darf, aber
_jedenfalls jedes ¢ = & aus M enthdlt, zu dem ein b# o6 aus M mit b+¢ = ¢ existiert,
liefert vermage ~

M. =(0) fir acU,

M. =M, fir ¢V
zusammen mit jedem System s(a, b) €M, mit den Eigenschaften

() s(a, 0) = o fiir alle acM; s(a, b) = o fiir a+ beV,
(i) s(a, b) = s(b,a) fir a+beU,
(iii) s(a, b+¢)+s(b,¢) = s(a+ b, ¢)+s(a, b) fir a+b+ccU

eine geordnete Schreiersche Erweiterung [, MM, ]. Ist MM, o-einfach, so ist jede solche
Erweiterung auf diese Weise zu erhalten.

Eine wesentliche Vereinfachung des Problems, alle Halbmoduln mit JIV zu
gewinnen, besteht in der Zuriickfiihrung auf den Fall M =[I, M, ] mit irreduziblem
N=M\ {6}, die wir unter Verwendung der Cliffordschen Zerlegung natiirlich
geordneter Halbmoduln erhalten (vgl. [1; Theorem 1]), wobei diese Uberlegungen
zu weiteren grundsdtzlichen Einsichten in die Struktur der Halbmoduln mit JIV
fiihren, die iibrigens eine explizite Beschreibung der in [2: Satz 10] geschilderten
Verhiltnisse darstellen.

Satz 4. Es sei M =[N, M,] eine geordnete Schreiersche Erweiterung und
N =14 N,

teT

die Cliffordsche Zerlegung des natiirlich geordneten Halbmoduls Mt =M\ {5} als
geordnete Summe natiirlich geordneter irreduzibler Unterhalbmoduln ..
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a) Existiert in der Zerlegung von M kein erster irreduzibler Bestandteil, so gilt
(bis auf dhnliche Isomorphie)
M=% =N

b) Ist dagegen W\ =N, =B mit einem irreduziblen natiirlich geordneten Unter-
halbmodul M, von N, so gilt mit My = {6} U N, (bis auf dhnliche Isomorphie)
M = [Wo, &]tl] e ‘B.

Umgekehrt entsteht auf diese Weise sets ein Halbmodul M mit JIV mit der Modul-
komponente M, und dem Faktorhalbmodul I =M/, .

Korollar. Der positiv geordnete Halbmodul M, =[N, M,] aus der geordneten
Zerlegung von M=M, UM, (mit M,~=>9,) besitzt die folgende Cliffordsche
Zerlegung als geordnete Summe positiv geordneter irreduzibler Unterhalbmoduln S,:

M,=|9S, mit So=[Ro, M), S, =R filr t>o.

t€T

M, ist genau dann sogar natiirlich geordnet (und damit dann M =M, = M,), wenn
dies fiir Sy zutrifft, was wiederum gleichwertig mit Sy~=+ N, (und damit M,«=+N) ist.

BEwEls. a) Wegen (1II") gilt M. =M, fiir alle ¢€ N und damit s(a, b) = o fiir
alle @, b M gemiB Folgerung b). Daraus folgt die Behauptung gemiB [2, Satz 4).
b) In der Zerlegung

M = [M, M,] = [, M,][B, M,;]

sind beide Bestandteile jedenfalls Unterhalbmoduln von M, und es gilt [M,. M,]
<[B, M,]. Aus a<N, und beB folgt a+b=>b und damit M; =M, , also [b, ¢]
=[b, o] fiir alle €M, ; mithin gilt

(@, 2]+ [b, B] = [b, p]
fiir alle @€, und beB. SchlieBlich gilt

B«_+[B,M,] vermdge b-~[b,o].

A

Die behauptete Umkehrung des Satzes ist offensichtlich. Fiir das Korollar
begniigen wir uns mit dem Nachweis, daB S, ein (positiv geordneter) irreduzibler
Unterhalbmodul von M, ist. Wire dies nicht der Fall, so wiirde eine Zerlegung

So — U.::,l',

in positiv geordnete Unterhalbmoduln U und V existieren. Wenn es dabei fiir ein
festes a€N, ein x€ M, mit [@, o] € U gibt, so gilt sogar [a, y]€ U fir alle ycMN,.
Wiire ndamlich [a, 8]€ V fiir ein 69, , so folgte aus [a, ] +[a, 8] = [a, J] einer-
seits @ +a = a, also MM, =M, , aber im Widerspruch dazu aus [a, «] <[a, ] anderer-
seits 2 Z & (M,). Daher zerfillt N, in die beiden Teilmengen

0= {u: [a,a]JeU} und %= {5: [, PlcV}.

Offenbar sind Il und B sogar Unterhalbmoduln von N, und erfiillen Il <. Ferner
folgt aus [ii.a] +[7,8] = [0.8] auch i +0 = o fiir alle €W und #€%B und hieraus
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schlieBlich noch, daB Il und B mit N, natiirlich geordnet sind. Dies steht aber
im Widerspruch zur vorausgesetzten Irreduzibilitit von 9t,.
AbschlieBend behandeln wir die Frage, wann Schreiersche Erweiterungen
M =[M, M,] und M’ =[D’, M]] o-isomorph sind. Nun ist zunichst festzustellen,
dal3 bei jedem o-Isomorphismus @ von M auf M’ die Komponenten in den geordneten
Zerlegungen
M=MuM, und M =M{UM,

jeweils fiir sich o-isomorph aufeinander abgebildet werden: denn die Eigenschaft,
ein Entgegengesetztes zu besitzen, gilt fiir Original- und Bildelement gleichzeitig,
und M, bzw. M ist jeweils gerade die Menge aller Elemente von M bzw. M’ mit
dieser Eigenschaft. Dann sind aber auch die Faktorhalbmoduln M/M, und M’'/M}
und damit M und M’ o-isomorph. Damit kann man die Frage dahingehend ein-
schrinken, wann Paare R, s und R’, s zu o-isomorphen Halbmoduln M =[N, 9N, ]
und M’ =[N, M,] fiihren. Wir geben hierfiir ein Kriterium, das routinemiBig
zu beweisen ist:

Satz 5. Es seien M =[N, M,]) und M’ =[M, M,] Schreiersche Erweiterungen
von M, mit M, jeweils festgelegt durch das Paar R, s bzw. R’, s, wobei s(a, b)=o
und s’(a, b)y=o0 im Falle @ =& oder b=a gewihlt sei. Besteht dann zwischen M und
M’ ein o-Isomorphismus

M<+->M vermbge [a.a]—~w[a,x]
wlo, o] = [¢(0), Y (0)],
wla, o] = [¢(a), x(a)],

und setzt man

so gilt #):

(1) o=y (x) ist ein o-Automorphismus von IM,;

(2) a—o(a) ist ein o-Automorphismns von IM:

(3) a-—y(a) ist eine (eindeutige) Abbildung von M in M, mit 3(8) = o;
(4) R(a,o, p) = R (@), ¥ @), ¥ (P):

(5) R(e(a+b), z(a)+1(b)+ s (¢(a), ¢(b), z(a+ b)+y(s(a, b)));

(6) wla,a] = [¢(a), x(a)+y ()]

Umgekehrt wird bei Vorgabe von drei Abbildungen (1), (2), (3), welche den
Bedingungen (4) und (5) gentigen, durch die Vorschrift (6) stets ein o-Isomorphismus
® von M auf M’ geliefert.

Korollar. Bei vorgegebenem o-Isomorphismus o ist (4) gleichwertig mit
Y(M;) =mz;m-

Beispiele. Zur Veranschaulichung der vorangehenden Aussagen diskutieren
wir als Beispiele einige Fille, in denen der natiirlich geordnete Halbmodul MM aus

%) x(a) bezeichne dabei einen festgewdhlten und damit durch 4 eindeutig bestimmten Repri-
sentanten aus der Klasse [£] aller Elemente &<, mit w[d, o]=[p(a), &].
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bis zu vier Elementen besteht; die Struktur solcher (endlichen) Halbmoduln M ist
gemiB Clifford [1] einfach zu tiberschauen.

1. Besteht 3N nur aus einem Element, so gilt offenbar M= {6} und M=
=[o, M,]«=—M,.

2. Im Falle zweier Elemente hat man M= {3, 1} ={6}= {1}. Daher gilt hier
neben ;= (o) notwendig M;=IM,, d.h. M, besteht nur aus einem Element.
Bezeichnen wir dieses mit <o, so erhalten wir also M =M, = {=}.

3. Im Falle dreier Elemente gibt es die beiden Mdéglichkeiten

(A) M= {6} ={1} = {2} und
B) M={o}=(1,2}) (mitT+T1=3).

Im Falle (A) gilt notwendig Mig=(0), M;=M3 =M, und damit (in Ubereinstim-
mung mit Satz 4b)

Der Fall (B) ist wegen der Irreduzibilitdt von 9t =M\ {6} der eigentlich interessante
Fall; hier steht zunichst nur Mg=(0) und Mz=M, fest (also wieder [2,u]=
=[2.01= oo fiir alle xcMN,).

Daraus ergibt sich jedenfalls gemdB Folgerung c), daB s(a, b)=o fiir alle @ und b
aus M ohne Einschrinkung der Allgemeinheit ist. Dagegen gibt es fiir My prinzipiell
drei Moglichkeiten:

(B,) M;j=(0). Dann gilt M =M, U([I, M,]u {==}), wobei M gerade die in [3; §3]
beschriebene Struktur besitzt.

(B,) Miy=M,. Dann gilt wegen M,«=»{I,2} =9 gemiB Satz 3b (vgl. auch
[2; Satz 4)) M=M,=M,.

(B;) 9Mj ist ein nichttrivialer (d.h. von (o) und M, verschiedener) konvexer Unter-
modul 2 von M, . In diesem Falle kann man natiirlich nihere Aussagen nur bei
konkreter Kenntnis von 9, und U machen. Als Beispiel wihlen wir 9, als den
Modul Z der komplexen Zahlen, wobei diese lexikographisch nach Real- bzw.
Imaginiirteil geordnet sind. Als (einziger) nichttrivialer konvexer Untermodul
existiert hier der Modul 2 aller reinimagindren Zahlen (einschlieBlich 0 =0i). Setzt
man also & = a; +a,i, p = b, +b,i (a,, b, reell), so erhdlt man
R(1,a,p) e a=pU) = a=b
bzw. i "
(I,x] =[1,¢) firalle & =x+yi (x,y reell).
Dabher ist hier [T, Z] dhnlich zur Menge 4 der reellen Zahlen, d.h.
M = Zu([T, Q]u{=}).

4. Legt man M mit vier Elementen zugrunde, so gibt es folgende Moglichkeiten:
(A) M= B ={D}=B) {3} odee M={@={T}=2 3.
Dann ist notwendig M7 =M, und damit gemaB Satz 4b

M=M =M, (mitM,~=>N).
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(B) M={o}={1,2}={3}). Uber diesen Fall weiB man auf Grund von Satz 4b
Bescheid, wenn man den Fall (3. B) beherrscht, ndamlich gemall M =M, u (... £[3, 0]).

(C) M={0}=1{1,2,3) (mit T+1 =12, sonst a+b =3 fiir a, bcIN). Dies ist
wieder der eigentlich interessante Fall, wobei es auf die Auswahl von 97 und M3
als konvexe Untermoduln von M, ankommt. Setzt man z.B. M7 =M5 =(0), so gilt

M=M,v((T, M,]U[2, M]3, o)),

wobei ohne Einschriinkung der Allgemeinheit s(a, b) =o fiir @ # 1, b # T angenommen
werden kann, wihrend (gemaB Satz 3) fiir jede Wahl von s(I, T) jedesmal ein anderes
M entsteht. Alle diese Halbmoduln M sind aber untereinander o-isomorph; wihlit
man ndmlich fiir zwei solche Halbmoduln M und M’ (mit R=R’, s(1,T)=o,

s’(1,7)#0)

(1) y(@) =« firalle xeMM,,

(2) ¢(a)=a fir alle acn,

B 2@ =0 z(M=0 zA=51AT1, 23 =0

so sind die Bedingungen (4) und (5) aus Satz 5 erfiillt, so daB3
(@, «]—[a, z(a) +a]

einen o-Isomorphismus @ von M auf M’ liefert. Wihlt man dagegen eine andere Rela-
tion R’, etwa mit M3 (o), so entstehen weitere Halbmoduln A/’, die nicht o-iso-
morph zu den eben betrachteten sind, denn sonst miiite es ja (wegen ¢(a)=a fiir
alle @< auf Grund der Endlichkeit von M) einen o-Automorphismus ¥ von
M, mit Y(M3) =I5 geben im Widerspruch zu M3 = (o).
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