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Einleitung

Im Zusammenhang mit dem Noetherschen Fundamentalsatz wurde von D. G.
NORTHCOTT der Begriff der ersten Nachbarschaft von Ringen ([4), [3]) eingefiihrt.
Das Studium der ein-dimensionalen Stellenringe in [5] fiihrte auf eine Verbindung
der sogenannten Reduktionszahl [6] mit den ersten Nachbarschaften von diesen
Ringen. — Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, Methoden zu entwickeln,
die unter anderem das Studium der ersten Nachbarschaft eines Moduls durch
Strukturuntersuchungen vereinfacht. Ferner wird eine verallgemeinerte Quotienten-
ringbildung definiert, die als Spezialfall die gewdhnliche Quotientenbildung be-
ziiglich eines multiplikativ abgeschlossenen Systems enthdlt. Im §1 werden die
allgemeinen Begriffe und Ergebnisse hergeleitet. Im §2 folgen einige Beispiele.
So wird etwa der Zusammenhang mit den monoidalen Transformationen und Dif-
ferentialen herausgearbeitet. Im §3 werden die Methoden auf die idealtheoretische
Multiplizititstheorie und Theorie der ersten Nachbarschaft von Moduln iiber
ein-dimensionalen Halbstellenringen angewendet. Es wird insbesondere ein Er-
gebnis aus [8] mit diesen Methoden hergeleitet, um zu zeigen, mit welchem Erfolg
sie auf derartige Fragestellungen angewandt werden kdnnen.

§1: Sei A ein kommutativer Ring mit Einselement, E ein unitdrer 4-Modul,
I' eine geordnete kommutative Halbgruppe mit Nullelement und I'.. die geordnete
Halbgruppe I' bzw. I'U {oc} (mit y<<o fiir alle y€I, y+ o = o4y = < fir
y€r.) je nachdem, ob I' ein groBtes Element y = <= oder nicht besitzt. Unter einer
I'-Filtration von 4 bzw. E verstehen wir eine Abbildung

w:A—-TI. bzw. wg: E-T,

(wir lassen den Index E bei wg im folgenden fort, sofern MiBBverstindnisse aus-
geschlossen sind) mit den Eigenschaften

(F) w(l)=0, w(x)=0 fiir x€A4:
(F;) w(x+y)=min. (w(x), w(y)) fiir x,y€A4 bzw. x, y€E;
(F3) wxy)=w(x)+w(y) fir x€A4,ycA bzw. y€E.

Wir bezeichnen fli}' y€I mit

FIE={x; x€E, w(x)=>7 bzw. w(x)=<},
F.E={x; x€E, w(x)=y}. Es gilt
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F,E2F'E2F,(E) fir y'>y,
(F,AXF, EYS F,,, E,

(F”A)(F*’E)CP”E
FEE=(F'E und F,A=A.
<y

Mit x, bezeichnen wir die kanonische Abbildung
F,E—~F,E|FE.

Ferner setzen wir G(A)— EB F,A/F'A, G(E)— @ F,E/F'E. Durch die Definition

o,(X)* o, (1) = o, 4 (XY), rEFA yeF, A bzw. )eF E wird G(A) ein I'-graduierter
ng und G(E) ein I’ —gradmerter G (A) -Modul. (DaB die Definition des Produktes
vom Reprisentanten unabhiingig ist, folgt aus (F’A)F, E)S F’*"E und (F,A)-
HNEYS P ‘E.) Damit ist G ein additiver Funktor der Kategorie F—gcﬁlterten
Moduln in die Kategorie der I'-graduierten Moduln. Dabei verstehen wir unter
Morphismen gefilterter Moduln ein Paar (f, ) eines Modulhomomorphismus f:
E,—E, und einer ordnungserhaltenden Inklusion n: Iy —I, mit wg, (f(x))=
=nwg (x) fir xcE;. Es gilt G(Kernf)=Kern G(f) und G(Kokernf)=
=Kokern G( f). Fiir jedes multiplikativ abgeschlossene System S von Elementen
aus A mit der Elgenschaft w(f-g) = w(f)+w(g) mit £, g€ S definieren wir einen
Rlng FS~'A4 und einen Funktor FS~! der Kategorie der I'-gefilterten 4-Moduln
in die Kategorie der FS~' A-Moduln.

Definition: FS~1A4 ist der Unterring von S~'A aller x/f, f€ S mit w(x)=w( f).
FS~'E ist der Untermodul von S~1E aller x[f, f€ S, x€ E mit w(x)=w(f).

Es gibt kanonische Homomorphismen A ~FS~'A, E~FS~'E. FS™'(A)
ist durch folgende Eigenschaft charakterisiert: Jeder Ringhomomorphismus @: A~ B
(in der Kategorie der kommutativen Ringe ohne Filtration), der die Elemente aus
S in reguldre Ringelemente iiberfiihrt und die Eigenschaft @(F,A)-B=f-B fiir f€ S,
w(f)=1y besitzt, lift sich zu genau einem Ringhomomorphismus FS~'A —B fort-
setzen. FS~'E ist durch die analoge Bedingung charakterisiert: Jeder Modulhomo-
morphismus A: E—~M in einen bzgl. S torsionsfreien FS~'(A) Modul M (d.h. aus
Sx=0, f€S, xé M folgt x=0) mit der Eigenschaft A(F,E)S f-M fiir f¢ S, w(f)=
lapt sich zu genau einem Modulhomomorphismus FS™'E - M fortsetzen.

Mit «(S) bezeichnen wir das System der von Null verschiedenen Anfangsformen
von Elementen aus S. Nach der Voraussetzung iiber S ist «(S) multiplikativ
abgeschlossen in G(A). Wir bezeichnen mit GS~'A4 den Unterring von «(S)"'G(A4)
aller Elemente pu/v mit Grad u=Grad v, v€a(S) und GS~'E den Untermodul
von %(S)"'G(E) aller Elemente &/v, € G(E), veax(S) mit Grad ¢ =Grad v-GS™'E
ist ein GS~'A4-Modul. Dann gilt der folgende Isomorphiesatz

Satz 1. Durch x|f= a,(x)/a(f), xCE, f€S, w(f)=y wird eine natiirliche
Transformation des Funktors FS™' auf den thkror GS~! definiert. Der Kern von
FS™'E ~GS™'E besteht aus allen Elementen x|f mit w(x)=w(f). Den Kernfunktor
bezeichnen wir mit F*S~1.

BEwEls. Ist x/f=x"/f’, so gibt es ein f"€S und (x-f" —x"-f)f"=0
Sei y'=w(f’), y"=w(f"), dann ist, da wx)=y, wx)=y’, 0 =iy,
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'((x'f' ‘_x"f)f”):(a?(X)'ﬁ?' (f’) —at.,»(x')-I.'.(f))':r}.--(f”) und somit a;-’(x‘)l‘fa]"(_f’):
=a,(x)/=,(f), also ist die Definition vom Reprdsentanten unabhingig. DaB es sich
um eine natiirliche Transformation mit den angegebenen Eigenschaften handelt, rech-
net man sofort nach, q.e.d.

§ 2. Wir geben jetzt einige Beispiele.

1. Sei A ein Integrititsbereich und w eine Bewertung des Quotientenkdrpers
von A, die nicht negativ auf A4 sein soll. Sei S=A4—0, dann ist B=FS~ 14 der
Bewertungsring von w, F* S~'A4 sein Maximalideal, also GS~'A4 der Restklassen-
korper von B.

2. Seien A, B Integrititsbereiche, 4 S B, f¢ A und w die durch F,A=f"B A,
n=0,1,2,... definierte Filtration, S={f",n=0,1,2,...}. Dann ist FS~14 =
=BNA,;, GS'A=BNA,/(fBNA)).

3. Sei a ein Ideal in einem beliebigen kommutativen Ring mit Einselement.
Wir betrachten die a-adische Filtration von A4, d.h. F,4=a". Sei f€a derart, daB
f*¢a**! fir alle n=0,1,2,... und S={f"n=0,1,2,...}. Wenn {x,, a€l} eine
Basis von a ist, so ist FS™'A=A[(x,/f)x€l],a-FS"'A=f-FS~'A4 und

A[(x,)f), a€ 1) fAl(x,) ). x€1]=GS~' A,

GA=(Ala)[x,(x,), x€ 1], wobei «, die Anfangsform vom Grad |1 ist. Sei o(S)=
=S"CG(A). Wennman GS~1(A4) =[S~ 'G(A)], kennt, so kennt man auch S~ 1G(A),
nimlich GS™'(A)[G’] im Sinne des Gruppenringes iiber GS~'(4) der Gruppe G,
die von S erzeugt wird. Ist speziell S={f"} dann haben wir die folgende Isomorph

S~1G(A) = G(A),, = (FS-1A|F*S-1 A)[X, X ~'].

4. Sei X eine affine Mannigfaltigkeit mit dem Koordinatenring A. Wir be-
trachten eine monoidale Transformation X“—X im Sinne von H. HIRONAKA [I]
mit a als Zentrum. Wenn a durch Elemente {f;} erzeugt wird, so erhélt man eine
affine Uberdeckung {X;} von X’ derart, daB A; =FS;'A4 der Koordinatenring
von X ist. Dabei ist S, ={1,f;, £, ...} und F die a-adische Filtration.

5. Seien a,b Ideale mit a2b2a® in einem kommutativen Ring. I, =Z
die geordnete Gruppe der ganzen Zahlen. I', = {0, ==} als geordnete Halbgruppe,
I'=I,®T, lexikographisch geordnet, d.h. (n, @) =(m, b) genau dann, wenn n=m
oder n=m, a=b. Durch F,,A=0a" F,.,A=a""1.b fir n=1 und F, .\ A=
=Db:a wird eine I-Filtration in A definiert. Dann ist F"94 =q"~1.b,n=1,
F0.94 =p:q, F"=)4=q"*! und

G(A) = A/(b:a)+(b:a)/a+ é (a"/a"=1.b)+ é (@"~1.b/a"+ ),
n=1 n=1
Es gilt ferner
6 it 0] [ -siee] o
sl n=1

Sei f€a, éb, so daB /"¢ a""'b, dann ist w( /™) =nw(f), und wir konnen FS~'4
konstruieren: Wenn (x,),., eine Basis von a ist, so ist FS™1A4 = A[(x,/ f),c;] und
Ft*S™'A=(b/f) FS~'A. Die Inklusion n: Z—~Z&0C<T ist ein Ordnungshomo-
morphismus und (/dy. i) ist ein Morphismus des Z-gefilterten Ringes 4 mit der
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Filtration F,4 =a" auf den I'-gefilterten Ring A. Dazu gehort ein Homomorphismus
der zugehorigen graduierten Ringe

Go(A) = @ a'fa™1~G(4)

und folgendes Diagramm ist kommutativ
F,S 1A =F.S"'4
' '
G,S"'A~ G S ' 4

Der Homomorphismus ordnet jedem Element aus a"/a”*! die Restklasse modulo
a"~'+b (bzw. fiir n=0 modulo (b: a)) zu, der Kern ist

(b:a)a+ @ a"~-bla"*! S G, (A).
n=1

6. Sei X/K eine algebraische Mannigfaltigkeit. P ein rationaler Punkt iiber
dem Grundkorper K. Sei Q, der lokale Ring im Punkte P und m sein maximales
Ideal. m/m? stellt dann den Raum der Differentiale im Punkte P dar, siehe [7].
Fiir ein Ideal b mit m =2 b 2 m? ist b/m? ein Unterraum des Raumes der Differentiale.
Diesem Unterraum kann man zuordnen a=XKern (G(Qp) ~G(0p))E G2(Qp).
dabei ist Gz(Qp) der Koordinatenring des Tangentialkegels in P. Damit entspricht
dem a einen Unterraum des Tangentialkegels. Das liefert eine Zuordnung der Menge
der Unterrdume der lokalen Differentiale in die Menge der Unterraume des Tangen-
tialkegels.

§ 3. Im folgenden geben wir einige Anwendungen auf die idealtheoretische
Multiplizititstheorie und auf die Theorie der ersten Nachbarschaft von Moduln
iiber eindimensionalen Halbstellenringen.

Sei R ein Noetherscher Ring der Dimension d, a ein nulldimensionales Ideal
von R und M ein Noetherscher R-Modul. Wir betrachten die durch F,R=a" und
F,M =a"- M definierte a-adische Filtration. Seien p,, ..., p, die zu G(E) gehdrigen
Primidealei von G(A) der Dimension 4. g,. ..., g, die zu den Primidealen gehorigen
Primirkomponenten. Nach den iiblichen SchluBweisen ([9], Chapter Il und [2],
Chapter III) ergibt sich fiir die idealtheoretische Multiplizititstheorie von a
beziiglich M

(1) u(a, M) = 2 deg(p) - L(M, /g:p).

Ist §; das System aller Elemente, deren Anfangsform nicht in p; liegt, so ist M, /g;,, ==
>~ FS;'M|F*S;7'M und F*S;'M=a-FS;*M=f-+FS;'M, wenn f;€a—a?
und x,(f)4p;. Da f; kein Nullteiler in FS; ' M ist und FS; 'R als Quotientenring
von F{ff}y 'R=Alu,/ f;, ..., u,/ f], wobei u,, ..., u, eine Basis von a ist, ein ein-
dimensionaler lokaler Ring ist, ergibt sich

L(FS;7'M|aFS;7' M) = u(a-FS;* R, FS; ' M).
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Das liefert nach (1)
ula, M) = Hdeg(p) u(a-FS7 A, FS7' M)

Wir geben jetzt die Definition eines Oberflichenelementes.

Definition: Sei A ein gefilterter Ring, E ein gefilterter A-Modul. Wir nennen
[ ein Oberflichenelement in E vom Grade y=w( f) beziiglich der Filtration w, wenn
ein y, existiert und

wx-f) = wx)+w(f) fir w(x)=y,, x€E.

Diese Definition enthdlt die iibliche Definition fiir Oberflichenelemente eines
Ideals. Insbesondere ergibt sich fiir den Fall, dal Q ein eindimensionaler Halb-
stellenring (Noethersch), v ein Definitionsideal von Q und M ein Noetherscher

0O-Modul sind, nach den iiblichen SchluBweisen (z.B. [8], Satz 2), da ﬁ ve- M =(0)
o=0
ist, der

Hilfsatz 1. Das Element fco*', f¢ 0% st genau dann ein Oberflichen-
element der Ordnung w( f) beziiglich M, wenn v"*¥' . M=f.v"-M fiir geniigend
grofles n.

Es sei S ein multiplikativ abgeschlossenes System in 4 mit w(/f-g) = w(f)+
+w(g). f und g aus S. Wir definieren dann F,S™'E als die Menge aller Elemente
x/fe FS~'E mit u(x)?—*y+n(f) lnsbcsondere ist (F,A)«(FS"'E)S F,S™'E. Mit
F, EMNE,S™'E bezeichnen wir das Urbild von F,S~ 1JE.‘ bei der kanonischen Ab-
b:ldung F oJE—~E—~FS™'E. Dann gilt der folgende

Satz 2. Wenn [ ein Oberflichelenement, w(x-f) = w(x)+w(f) fiir w(x)= 7y,
und S={f"} v=1,2,..., soist F,ENF,S~'E=F,E fiir y=1y,.

Bewess. Es ist F ECF, ENF,S™'E. Aus xc F, ENF,S™'E folgt w(/"x)=
=y+n-w(f) fir ein hlnrelchend groBes n (nach Dcﬁnltlon von F,S7'E) und
hieraus folgt w(x) =1y, da f Oberflichenelement und y =7y,, mithin xe F.E, q.c.d.

Korollar: Unter der Voraussetzung von Satz 2 gilt: Wenn ein y<I existiert
mit FECf-F,E, so ist f"FS™'EZj(F, E), wobei j die kanonische Abbildung
E —~ FS~1E bedeutet und falls n-w(f)=y.

Bewess. F, ENf"FS"'ECF,EC/-F,E (falls n-w(f)=y, also f"FS™'EC
C F,S~E). Durch Induktion folgt fir alle k=0 F ENf***FS-\ECf*\F E
nach folgender Uberlegung: F, ENf"**FS™1E = F, Eﬂf"“ \FS~LENf*+*FS~ TE
Cf*F, ENf"™*FS~1E = fk(F,, EN(f™*FS- 1E: f%)) = fYF, ENf"FS~'E)<
Cf"”F E. Daraus folgt: Wenn x=x"-f"¢f"FS~1E mit xEFS ‘E so gibt es
ein k und f*x'€j(E) derart, daB f*x -—ff"x’éj(f"E)C;( also  f*x¢
ENS**FS ' ENF, E)SKf**'F, E). Da f in FS~- regular 15{ folgt daraus
x€j(F,,E), also f"FS 'ECj(F, E) q.e.d.

Wir kommen jetzt zur Theorie der ersten Nachbarschaftsmoduln. Im folgenden
sei Q stets ein eindimensionaler Noetherscher Halbstellenring, v ein Definitions-
ideal von Q und M ein Noetherscher Q-Modul. S= S(M) bezeichne die Menge
aller Elemente s€Q derart, daB 0-M:5=0-M ist. Sei F=S"'(M)= M.
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Definition: Der erste Nachbarschaftsmodul M® von M in bezug auf v ist
die Menge aller Elemente uc F, so daff v"-uSv"- M fiir irgendeine ganze Zahl n =0,
dh. M°= |Jv"-M/v"

n=0

Bezeichne m das Jacobsonradikal. Im folgenden werden wir immer vor-

aussetzen, daB 0:,m=0.

Satz 3. Sei f ein Oberflichenelement aus S(M) vom Grade w(f). Dann ist
Me =v"" . M| " fiir geniigend grofes n.

BEwEs. Esist klar,daB M* S |J vV M/[f"=F,S; ' M, wobei S, ={1,£,12,...}
n=0
ist (F, bedeutet die v-adische Filtration). Nach dem Korollar von Satz 2 existiert
ein m und n, derart, daB f™-F,S;'M Svo*-M. Ferner ist o™ (v*- M/ )=
fm (D”' wi )k wi(f), M f") C po.M S M, also (D”' wif)+k, M.J’fk ﬂ M=
= pWUIE, M fE=p® M, mithin  o*-M/f*-MSM> fir alle k. Damit ist
F,Sf“Mg Me, q.e.d.

Korollar: M» ist ein endlich erzeugter Q-Modul.

Es sei L(M/v"-M) = ey-n—e, das Hilbert—Samuelsche Polynom.
ey =eg(v, M) ist die Multiplizitit und e, =e,(v, M) die Reduktionszahl von o
beziiglich M.

Hilfssatz 2. Wenn f ein Oberflichenelement der Ordnung w(f) von M ist,
dann gilt LIM|f+M)=ey(v, M)-w(f).

Beweis. Nach Hilfssatz 1 gilt fir das Oberflichenelement f o™"/). M=
= f-o"-M, also f"-o"=p"*""S)  Damit ergibt sich " 2D(fM2pmtrw),
Fiir das Hilbert—Samuelsche Polynom folgt hieraus

() L(Mpm+ D MY n-w(f) = LM M)n-w(f) = L(M0"*D . M)n-w(f)

Da L(M|f"M) = L(M|f~M)+L(f-M|f"M) = L(M|fM)+L(M|[f""'M)=...
=n-L(M[fM), ist LLM[f"-M)/n-w( f)=LM|[f- M)/w( ). Durch den Grenziiber-
gang n — == in (2) ergibt sich, da beide Seiten gegen ey(v, M) streben (weil dim Q =1
ist), eq(v, M)=L(M]|f-M)/w(f), q.e.d.

Satz 4. e,(v, M)=L(M°/M).

Sei f ein Oberflichenelement vom Grade w( f). Dann ist nach Satz 2 fiir das
Oberflichenelement v=/" vom Grade N=n-w(f)v-M°=0v"-M. Da v kein Nul-

teiler beziiglich M®< F sein kann (man beachte, daB 0:,,m=0 stets vorausgesetz
ist) sind die Q-Moduln M®/M und v+ M*/v- M isomorph. Das ergibt

(3) L(M°/M) = L(v-M®/v-M) = Lo"-M/v-M).
Fiir geniigend groBes n ist dann
L(M®|M)=L(" M[v- M) = L(M/v- M) —L(M/o"- M) = ey-N —(eg* N —e,) =

=e,(v, M), (nach Hilfssatz 2) g.e.d.
Das ergibt das

Korollar: Sei M ein von Null verschiedener endlich erzeugter Q-Modul mit
0:yym =0, dann gilt M = M* genau dann, wenn e (v, M) =0.
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