Uber die Aquivalenztheorie
der verallgemeinerten Linienelementriume

Von P. T. NAGY (Szeged)

§ 1. Charakterisierung der verallgemeinerten Linienelementriume

Im folgenden werden wir die Aquivalenztheorie der verallgemeinerten Linien-
elementrdume untersuchen. Diese Linienelementriume und ihre Ubertragungs-
theorie hat A. MoOr entwickelt [1].

Die Grundelemente (x!,v') (i=1,2,...n) dieser I, -Ridume geniigen den
Transformationsformeln von der Form:
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(1.1a) Det [W] 0,
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wo die Funktionen &' (¢',#2, ..., ") in den #* homogen von erster Ordnung sein sollen.
Der erweiterte Tensorenbegriff ist in [1] durch die folgende Definition fest-
gelegt:

Definition: Ein verallgemeinerter Tensor (kurz Tensor) im ,-Raum ist
die Gesamtheit der Funktionen T (x, v), die bei einer Transformation (1.1) dem

Transformationsgesetz von der Form

_ 9 ko ot
= 31 " Do~ 980 " 9pke Lovve %2 0)

(1.2) Tir-ie (£, 6)

geniigen.
Ein Pseudotensor im I -Raum ist die Gesamtheit der Funktionen F }'1','_‘,5',()‘: v),.
die bei einer Transformation (1. 1) dem Transformationsgesetz von der Form:

(1.3) Plrtes by = w00 et e
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It of _oxP ot
3 . i .
geniigen, wo die w, bzw. % die Grifen 2%’ 9f bzw Tt d: - bedeuten konnen, so

aber, dap die beiden Type der Faktoren, d.h. sowohl dx, als auch L effektiv vorhanden
seien.
Sind in (1. 3) nur die Faktoren dx vorhanden, d.h. gilt in (1. 3):

L%, A
pLmt T Ll

so sprechen wir von gewdhnlichen Tensoren, d.h. ein gewdhnlicher Tensor Fj'-¥(x, v)
geniigt dem Transformationsgesetz von der Form:

oxit  gxir dxbr dxbs

% ik op gy GRS SR ONS UK parp

(l ) F_“...j.(r) l’) ar‘l axa' (r’f“ afj' b1...by ('x’ v)
Das invariante Differential eines kontravarianten Vektors ist

(1.5) DX axi+ M} X dv* + L} X dx*

wo die Ubertragungsparameter M}, in den v* homogen von ( —I)-ter Ordnung
sind, ferner
Mo‘t = 0 l.lnd Mkio = 0

sind; die chrtragungsparameter Lj, sind im den ¢' homogen von nullter Ordnung.
Der Index 0" bedeutet jetzt und im folgenden Kontraktion mit v”.
In diesem Raum sind zwei fundamentale kovariante Ableitungen definiert:

e X'
(1.6a) V,‘X‘“f)':l an gt 7 g B &
(1.6b) V,‘X‘M%k-{—M X/,
wo
1.7 L*AEL,—M) Ly,

ist. Das invariante Differential kann mit Hilfe der kovarianten Ableitungen in der
Form

(1.8) DX = V, Xidx* +V, Xiw*(d)
geschrieben werden, wo
* (d) L dr* + Lo dx'
ist.
Die von A. Modr in [1] entwickelte Ubertragunstheorie ist die Verallgemeinerung
der Theorie von O. VARGA [2]. Wenn die Transformationsformeln (1. 1) die Form
7

=20 €=1P

haben, geht diese Theorie in die Theorie von O. Varga iiber.
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§ 2. Das Aquivalenzproblem im affinen Falle

Die durch MJ, und LJ, bzw. M/, und LJ, bestimmten Riume
M, bzw. M, werden dquivalent genannt, wenn eine Transformation von der Form
(1. 1) ihrer Grundelemente existiert, die die GrundgroBen vom 9, in die von M,
iiberfithren. Die Losung des Aquivalenzproblems ist somit mit der Bestimmung
der Bedingungen der Ldsbarkeit des folgenden Differentialgleichungssystems
identisch:
- , O o ot oft 0%

. S s - o Shopsoi, Se—_
(2.1a) Mys= M 55 a5 a6t 95 9950

v O 0 P, W
r6 ot 0 T drod O 0w 9%

(2.1b) Dh=l

1. %ot o BL-’+ ot 0%
ov ov* ot I ot ol dx*’

e
(21(:) éj-{,}—ﬂ—;=®}7cz§,

(2.1d) M=M)\=0; M/),=M} =0

(Vgl. [1], Formeln (3. 11) und (4. 6), bzw. (5. 1)).
Auf Grund von (2.1d) ist offenbar L}, mit L*/, gleichwertig. Es wird z.B.

(2.2) Ly =L*+M;L*,.

Die Integrabilititsbedingungen der Differentialgleichungen solcher Typen
haben J. M. THomAs und O. VEBLEN in [3] bestimmt. Diese Bedingungen hat L. P.
E1SeNHART in [4] fiir die Losung des Aquivalenzproblems der Riemannschen und
Nicht-Riemannischen Geometrien bzw. O. Varga in [2] fiir die Losung des Aqui-
valenzproblems der affinzusammenhidngenden Linienelementriume angewandt.

Im Falle, wenn in (1. 1) die #' homogen lineare Funktionen von #/ und hiernach
auch homogen lineare Funktionen von v/ sind, kdnnen die Aquivalenzbedingungen
durch die Grundtensoren von 9, und M, ausgedriickt werden. Im folgenden be-
schrinken wir uns auf diesen linearen Fall, d.h. wir nehmen an, dal3 die Relationen

(2.3) o' = gL/ (5% = Konstante)

bestehen. In einigen Fillen werden wir aber auch auf den allgemeinen Fall, in dem
P von &/ abhingig ist, einige Verweisungen geben. Wir bemerken aber, daB im
allgemeinen Fall, in dem also #'(¢) nicht linear ist, geben die Integrabilititsbe-
dingungen nicht unmittelbar Tensorrelationen zwischen den Grundtensoren von

M, und M,

6 D
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§ 3. Aquivalenzbedingungen

Von den Bedingungen (1. 1a) und (1. 1 b) folgt, daB die inversen Transfor-
mationen von (1. 1) existieren und die Form

2= 2
g _ 0
3.1 v =5 ()
haben. Es gilt nach (1.1 a) und (1. 1 b) auch
(3.1a) Det [g"] £ 0,
ot
(3.1b) Det [_Bt_f] #0

Wir werden jetzt die Gleichung (2. 1 b) etwas unformen. Auf Grund der Homo-
genitdt von & wird nach einer Kontraktion mit &/

o' Bx’ o6t o

(53 Loy =L 3 5 + 90 o
b < 2 L X
Mit Hilfe der Gleichung (3. 2) kénnen wir in (2. 1b) L*', 9k eliminieren, und
so bekommen wir:
ot o' dx' 0% of I o 0%

: .. 4 — ® r M- k
(3.3) L*f =L, dtd ot ox* i\ o* o' L ok otr o0v/ 7 o' ot ot "

Wir substituieren in (3. 3) (vgl. [1], zweite Gleichung auf S. 270) *):
3¢ o o o 0*v*

N OF I o o oF
so erhalten wir:

[o4 o s 00 08 0w o8 P .., 0 O
Ll 7 A PO T P T i L T T T

Fiihren wir jetzt die folgenden Bezeichnungen ein:

(.4)

def f)b : def (')x"

(3.5 JAG) Y qi (%)= T

*) Dié i'u'ichslfo!gende Relation kann aus der Identitit
at' av*

ot

durch partielle Ableitung nach ¢ leicht berechnet werden.
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Somit bekommen wir fiir die Aquivalenzbedingungen von den Gleichungen (2. 1),
(3. 2) und (3. 4) das folgende Differentialgleichungssystem:

i’ i
(3.6a) ok = P(@),
ox’! e
(3.6b) ok = w(),
dx’
(3.6¢) =0,
' 0%q . e
(3.64d) Pyl ygr o= L% pial— L'\,
ot
(3. 6¢) e q:pis
(3 ﬁf) (‘)q; " E.* b za ,.r i L* i qb i (!)p?, Ab£¥ r
. FY a kPiPh9r— L v 959k + qa o Pit o'k
|) ':
(3.62) ‘;}‘g; =0,
Py,
(3.6h) =0,

. ‘).p.li Tm i P it af gl Al
(3'6.]) (h‘k = Mj tP:u"Mrsaquj qePrs»
(3.7a) pirh = 9,

(3.7b) giqj = 95,
(3.7¢) aiphas = q;as,

wo die bestimmenden Funktionen die x' und ¢/, ferner pi und ¢ sind. Wir bemerken,
daB die Relationen (3. 6 a)—(3. 6 j) partielle Differentialgleichungen, ferner (3. 7 a),
(3.7b) und (3.7 c) skalare Relationen sind. Im Falle, wenn p’=Konstante ist,
sind auch die Relationen (3. 6 j) skalare Relationen. (3. 7a) und (3. 7 b) sind nur
fiir die Bestimmung der inversen GréBen p! und ¢! nétig, da diese auch in dem
Gleichungssystem (3. 6) vorkommen. Selbstverstindlich kénnten die A% und ¢
von den Gleichungen (3. 6) mit Hilfe von (3.7 a) und (3. 7 b) eliminiert werden,
aber die Formeln wiren in dieser Weise weniger durchsichtig.

Die @} in der skalaren Relationen (3.7c) sind Pseudotensoren, mit deren
Hilfe das invariante Differential der Pseudotensoren definiert ist.
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§ 4. Integrabilititsbedingungen im linearen Falle

Im folgenden werden wir die Integrabilititsbedingungen des linearen Falles
bestimmen. Wir bekommen die Integrabilitidtsbedingungen, wenn wir die Ver-
tauschungsformeln der Gleichungen (3. 6 a)—(3. 6 h) bilden. Die skalare Relationen,
die wir im linearen Falle von (3. 6 j) bekommen, miissen mit den iibrigen skalaren
Relationen (3.7 a)—(3. 7¢) unmittelbar nach #* und & differenziert werden.

Bilden wir nun die Vertauschungsformeln von den Gleichungen (3. 6 a), d.h.

0% x! 0% x'
ok ot g ok

Es wird nach einer Kontraktion mit p} und pj,

= 0.

Aq;
d {J; p{ﬂqff]

Wenden wir die Gleichung (3. 6 f) an, die im linearen Falle die Form

oq;

@.1) ae = L'asipiai—L" qipi
hat, so bekommen wir
4.2) p[;L*p]s.lpgqg = L*[,’,]q;p‘,',q;pf,’.

Die Vertauschungsformeln von (3. 6 d) und (3. 6 e) sind Folgerungen der entsprechen-
den Vertauschungsformeln von (3. 6 f) und (3. 6 a), wie das leicht bestiitigt werden

kann.
Bilden wir nun die Vertauschungsformeln von (3. 6 f). Auf Grund von (3, 6 g)

wird:
B ./ PN
ok oxt  oxtott
Infolge der Gleichungen (4. 1) und (3. 6 g) geht unsere letzte Relation nach
einer Kontraktion mit p/ in

BL# s 3 ‘) * i
(4' 3) a(ﬂj ka‘i’é = (’!m qc P! q’pjpi

iiber. Die anderen Vertauschungsformeln von (4. 1), d.h.
dq; g

o os " astos ~°

gehen in die Relationen

AL* .. dgi OL*),
PY "p'p,qﬁ-i*,‘kp;ps f,q ~ o q"q; g —

‘)L*rir ()U .- * i aq_i I' * i ar r’q{
~ o g VL e e~ L ga
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dq:

0
Py bzw. q" die Ableitungen nach (4. 1), so sicht man in Hinsicht

tiber. Setzen wir in
auf (4. 2), daB

(Lts *

—oar Pirsal+ L AL ot ab— LY gt pial) - ax- “al"qj9i—

aL*ri acm . | s "
5 r')v"'t_c')_f' g5qk— L AL N pspsal — L' var qllgi— K/l = 0

Eliminieren wir - aus dieser Gleichung mittels (3. 6 d), und wenden wir die Relation

a ol
(4. 3) an, so bekommen wir:

pL*s, OL*p : '
[‘ 3; * . i'r:'h L*om: + L*jmk L*m}l_kﬁ]}f’:q‘{ =

* i *f
[(JL re OL'y pum g r/s] qaPjakdi-

x> o™
Dies ist aber eben der Tensor R*/y; (Vgl. in [1] (7. 6)); d.h.
(4.4 R* Pupiql = R\ qlpiaiar.

Die Gleichungen der Aquivalenzbedingungen im linearen Falle sind also die fol-
genden: -
pL* vl = L* ' aiphaiph,

d oLy
a;' 1 Pigl = ot 4T Piai gk,

R*j’klp: g: = -R*rftsqc’qul:QIl’
(4.5) 3
M. pngi = M/ qnp}7aipi,

éapa ‘Ib aI QG

Satz. Die verallgemeinerten Linienelementridume I, und I, sind beziiglich
der Transformationen (1. 1), wenn in diesen ¢'(¥) homogen linear sind, dann und nur
dann dquivalent, wenn es eine Zahl N von der Art gibt, daf die N ersten aus den Relationen
(4. 5) durch Ableitung nach ™ bzw. nach t™ folgenden Gleichungsketten ein vertréigliches
Gleichungssystem fiir die x',t', qi als Funktion der x°, t* und die Konstanten pj

bilden, wo _
=Dy ¥F=g00"

die Form haben, und dap jede Lisung dieses Systems die (N + 1)-te Gleichungskette
identisch befriedigt.
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§ 5. Bemerkungen fiir dem allgemeinen Fall

Im allgemeinen Fall erhalten wir u.a. verschiedene tensorielle Relationen als
Integrabilitatsbedingungen. Bei der Bildung der Vertauschungsformeln, in dencn

v vorhanden sind, kommen aber eben diejenigen Tensoren bzw. Pseudotensoren
vor, die in den gewdhnlichen Linienelementraumen als Folgerungen von anderen
Integrabilititsbedingungen erhaltbar sind. Vgl. unsere spiitere Gleichungen (5. 4)
und (5. 6) bzw. die Integrabilititsbedingungen (4. 8) und (4. 14) in [2], d.h.
Cyepe = Ciphal,
‘{?i*_,?uf - E_Ii k of ns
Pa afrd == (().\‘“ Pbpcpd,

von denen dann in den gewdhnlichen Linienelementriumen die unseren Bedingungen

(5. 4) und (5. 6) entsprechenden Gleichungen folgen. Wir gehen jetzt zur Bestimmung
J

der Py enthaltenden Vertauschungsformeln iiber.

Zuerst wir die Vertauschungsformeln von (3. 6 a).

82 EJ‘ 62 f:’
2 T YT TF T
Jetzt beriicksichtigen wir die Gleichung (3. 6 j), somit bekommen wir
(5.2) M[jmk]pcmqg = M[ris]q;lp?q:'pi'

Ferner bilden wir die Vertauschungsformeln von (3. 6 j)

o pl rp; _
(5.3) W or —oror O

. op’ p' h ol 2 2
Substituiren wir 3‘3 bzw. (Hf:‘-{ von den Gleichungen (3. 6 j), differenzieren wir

sie nach &' bzw. #*, so erhalten wir:

oMM, . OM},

agl Pm— yum 9aPIaEPi4iPids —

op® 3 : ops .
— M5 0k apids — M gipat Sy i — kil = 0.
. N opl : : A :
Verwenden wir noch einmal rij von der Gleichung (3. 6 j), und noch die Relation

(5. 1), so bekommen wir
SR i ;
[- o LA M;}M‘.”',—k,f!] pLgi =
aMri ] t % €
- [_i)_r-“_' +M M — f."s] 4ol 95 PRYCD] -
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Das ist aber eben die Transformationsformel des Tensors S/, (vgl. die
Gleichung (7. 5) in [1]); wir konnen diese Relation in folgender Weise schreiben:

5 4 w00 o W W
(3:4) ik gm = Seis 587 gk g -

Jetzt gehen wir zur Bestimmung derjenigen Integrabilititsbedingungen iiber,
die aus den Vertauschungsformeln (3.6 f) und (3. 6 g) entstehen. Da die Formel

0q; _ Pgj

ot o8 oo =0

sich wegen (3. 6 g) auf
0%q;
6.9 o= o5 = O

reduziert, so bekommt man aus (5. 5), in Hinsicht auf (3. 6 ), (5. 4), ferner unter
Beachtung der Vertauschungsformeln von (3. 6 h), (3. 6j), d.h. die aus

K

okt ootk
entstechenden Relationen, die folgenden Integrabilititsbedingungen:

0[*"" o m BZ‘*S‘E o o'

PWH““MN+%fﬁrﬁ5@=

ALy ) e

ot ) Ot IEk At
Das ist aber eben die Transformationsformel des Pseudotensors P/, (vgl.

(7. 5) in [1]). d.h. wir konnen schreiben:

of "] Dot
P} ol ; 0v" Ox®

m —
b gem = Fate i 9 o |

oL* ! ; .
% [ 3!‘:!' _vbMarr'i'Marl

(5.6)

Bemerkung. Die Vertauschungsformeln (3. 6) geben im allgemeinen Fall nicht
unmittelbar mit R*/,, ausdriickbare Relationen. R*/,; ist im allgemeinen Fall selbst
kein Tensor (vgl. [1]. (7. 6) und die nachfolgende Zeilen).

§ 6. Aquivalenzbedingungen im metrischen Fall

Der metrische 9,-Raum ist durch ein in i, K symmetrischer bzw. schiefsym-
metrischer Fundamentaltensor gy (x, v) bzw. fi(x, v) definiert. Fiir die Bestimmung
der Ubertragungsparameter aus g; und f, stellen wir die Forderungen

(6. ]) Dg'] = 0,
(6.2) Df}k = 0.

Die erste dieser Forderungen sichert, daBB bei einer parallelen Vektoreniiber-
tragung die Linge der verallgemeinerten Vektoren eine Invariante ist.
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Die Ubertragungsparameter L*/, hat A. Moér (vgl. die Gleichung (6. 16)
in [1]) bestimmt:
* 1 agu agu * 1
(9.2) Y=g axf‘aLfL"*]“L

08,s 08, L ey
v ?abij{fs[aazl [_5%:!:" = agvx' L*O'k] . afj;: ey _8{? L*O k}

(fiir die Definition des Tensors ¥,; vgl. (6. 14) in [1].)
Die Ubertragungsparameter M/, werden wir in dhnlicher Weise bestimmen.
Offenbar kénnen wir schreiben:

(6.4) Mij = M+ Myjy.

Der in i, j symmetrische Teil M;;,, hat nach der Forderung

* 0
ng.'j = "8y _Mijk‘“"Mﬂk =0

Pra
die Form:
1 dg
(6.5) Mgy = 5%‘%.
Der in i, j schiefsymmetrische Teil kann nach der Forderung:
* i)
(6.6) kas"j = “rf}%_f;'r j’k_f;jMi’x =0
berechnet werden. Die Gleichung (6. 6) konnen wir wegen f;; = —f}; in der Form
.

1) M = 2
schreiben. Beriicksichtigen wir (6. 4), so wird:
6.7 %M = (%0 -1 6} L
( . ) ij S sk — (fi J fj i)M(rs)k+ 31,"‘ ’

WO
‘p"u =/ {"_5551 =7 [315;]

bedeutet. Der inverse Tensor von @"; ist aber ¥, so bekommt man aus (6. 7)
nach ein Kontraktion mit YV,

. 0,
(6. 8) M[lm}! = "p“lm {zf’[ié;]M(rs)k T Ef?ig_} 7

Aus (6. 4) und (6. 8) erhilt man:

1 a b s Sr a rs a‘
(6.9) My = 5%4”5"“ ij{f[n b) '3%&"*“ 3{:}



Uber die Aquivalenztheorie der verallgemeinerten Linienelementriume 89
Vergleichen wir (6. 9) mit (6. 3), so
- l aglj a agrs ) * p
L% = 3 ok + W51 f *1a083 - (3x* dt* —M;;, L.

Somit bekommen wir wegen (2. 2):

19 2., , .
(6.10) LIJ" = 53 agj:i +Ymbu{fs[a b) 5%'{' :j’::] ‘

Im metrischen Fall ist die Bedingung der Aquivalenz mit der Lésbarkeit des
Differentialgleichungssystems

ot o a* ot

(6.11) .s—%'ﬁgw f:s= ¥ 3 da,ﬁ:

ferner (2. 1 ¢) beziiglich

S

xt=x(£), v= )-AE‘— 7 (¢)

identisch. Aus (6. 11) konnen die GroBen M/, und L*/, bestimmt werden, die
dann eben dieselbe Integrabilititsbedingungen liefern, wie im vorigen Fall; es
kommen aber jetzt zu diesen noch die skalaren Relationen (6. 11) hinzu.
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