Uber die Funktionalgleichung f(xy)+f(x+y—xy) = f(x)+f(»)
Herrn Prof. Dr. O. Varga zum 60, Geburtstag gewidmet
Von Z. DAROCZY (Debrecen)

0. Es bezeichne R die Menge der reellen Zahlen und es sei /: R - R eine Funktion,
die der Funktionalgleichung

(1) ) +f(x+y —xy) = f(x)+(»)

fiir alle x, y € R geniigt. In einem Vortrag ') hat M. HosszU das Problem der stetigen
Losungen von (1) aufgeworfen. In der Arbeit [3] hat H. Swiatak das folgenden
Ergebnis bewiesen: Ist f(x) eine Liosung der Funktionalgleichung (1), die im Punkt

x=0, oder im Punkt x=1, oder in den Punkten x=a (a#0) und x = a+%—l

stetig ist, so gilt die Darstellung f(x) = Ax+ B (x€R), wobei A und B konstante
Werte sind. In der Arbeit [1] hat sich I. FENYO mit solcher Lésungen der Funktional-
gleichung (1) befaBt, die Distributionen sind.

In dieser Arbeit werden wir uns mit den (L)-integrierbaren ?) Lésungen der
Funktionalgleichung (1) auf dem Intervall (0, 1) beschiftigen. In unseren Unter-
suchungen werden wir drei Fille unterscheiden:

A. Die Funktionalgleichung (1) gilt fiir alle x, y€(0, 1), (f: (0, 1) =R);

B. Die Funktionalgleichung (1) gilt fiir alle x, y€[0, 1], (/: [0, 1] =R);

C. Die Funktionalgleichung (1) gilt fiir alle x, y€R, (f: R—R).

Wir bemerken, daB die GroBen xy und x+y —xy in dem Intervall (0, 1) bzw.
[0, 1] liegen, wenn x und y aus (0, 1) bzw. [0,1] gewihlt sind. In 1. betrachten
wir die Fille A. und B. In 2. behandeln wir den Fall C.

1. Erstens betrachten wir die Funktionalgleichung

(1. A) JOp)+f(x+y =xy) = fX)+f(»)  x,y€(0,1),

wobei / : (0, 1) -~ R eine unbekannte Funktion ist.

1) Kolloquium iiber die Funktionalgleichungen, Zakopane, 1967.
2) Hier bedeutet die (L)-Integrierbarkeit die Integrierbarkeit im Lebesgueschen Sinne (8. [2]),
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Satz 1. Ist f(x) eine auf dem Intervall (0, 1) (L)-integrierbare Losung der Funktional-
gleichung (1. A), so gilt die Darstellung

Jf(x) = Ax+B x€(0, 1),
wobei A und B beliebige Konstanten sind.

Beweis. Integrieren wir die Gleichung (1. A) auf (0, 1) nach y, so gilt

[ e dy+ [ fx+y—xp)dy = fx)+ [ f(3)dy
0 0 0

fir alle x€(0, 1). Daraus folgt mit den Substitutionen xy=17 bzw. x +y —xy = 1

1
l1—x

Jx) =

ff(t)dt-}- ff(r)dz— ff(r)d:.

1
X
Es sei jetzt

F(x) = f f(yde falls x€(0,1) und a= [ f(t)dt,
[1] 0

dann erhalten wir aus der obigen Gleichung

) )= s

Wegen der (L)-Integrierbarkeit von f(t) ist F(x) in (0, 1) stetig; aber dann ist f(x)
in (0, 1) wegen der Darstellung (3) auch stetig. Daraus ergibt sich, daB F(x) in
(0, 1) differenzierbar ist und es gilt

“ F(x)=f(x) x€(0,1).
Aus (4) und (3) erhalten wir die Differentialgleichung

a

FO+1o—  x€@© ).

1-2; :
3) F@)-q—g FO = 1=

fiir die Funktion F(x). Es ist bekannt, daB die allgemeine Losung der Gleichung (5)

x€(0,1)

F(x) = %xz + Bx

1st. Daraus ergibt sich mit der Beriicksichtigung von (4)
f(x) = F(x) = Ax+B

fiir alle x€(0, 1), wobei 4 und B konstante Werte sind. Damit haben wir den Satz
bewiesen.
Zweitens betrachten wir die Funktionalgleichung

(1.B) Sap)+f(x+y —xp) = f)+/(»)  x, y€l0, 1],
wobei f:[0, 1]+ R eine unbekannte Funktion ist. Dann gilt der
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Satz 2. Ist f(x) eine auf dem Intervall (0,1) (L)-integrierbare Ldsung der
Funktionalgleichung (1. B), so hat f(x) die Form

, a falls x=0
(6) S(x) ={Ax+B falls x€(0,1)
b Jalls x=1,

wobei die Konstanten a, A, B und b beliebig wéhlbar sind.

BEwEels. Nach dem Satz 1 ist f(x) = Ax+ B falls x€(0, 1). Es sei f(0)=a
und f(1)=5. Dann hat f(x) die Form (6). Andererseits kann man leicht priifen,
dall die Funktion (6) bei den beliebigen Konstanten a, A, B und b eine Ldsung
der Gleichung (1. B) ist.

Bemerkung. Aus der Losung (6) folgt: Es existiert eine auf dem Intervall
(0, 1) (L)-integrierbare Losung von (1. B), die in den Punkten x=0 und x=1 nicht
stetig ist.

2. Wir betrachten jetzt die Funktionalgleichung
4. fG) +f(x+y —xy) = () +/(y)  x.yER,

wobei f:R -~ R eine unbekannte Funktion ist. Erstens beweisen wir das folgenden

Lemma. Ist f(x) eine Lisung der Funktionalgleichung (1. C), fiir die f(x)=0
Jalls x€(0, 1) erfiillt ist, so gilt f(x)=0 fiir alle x € R.

BEwels. Wir fiihren die Funktion ¢(7) = H—Il—l ein. Man kann leicht

zeigen, daB die Funktion ¢(r) im Intervall (1, =) streng monoton wachsend ist,
und es gilt die Ungleichung 1 < ¢(r) <1 fiir alle 1€(1, ).

Essei jetzt ¢, t,€(1, ==)(f <= 1,) beliebig und wir setzenin (1. C)xé([), :;] » y=to.
Dann erhalten wir die Gleichung
S(x+1o —xto) = f(x) +f(to) —f(xt0) = f(to)
fiir alle xE[O, ’10] . Mit der Bezeichnung u = x+t,— xt, folgt dann
(7) fu)=1(ty) falls uc(o(ty), to).

Es gilt offenbar die Gleichung (1. C), auch fiir u=1,.
Wir zeigen, daB (7) auch im Punkt w=¢(#,) richtig ist. Wir betrachten eine
Zahl &o<(o(to), to), so gilt (7) fiir alle u€(@(So), &), woraus — wegen (1) €

e(o(2o), &) —
el Flp(te)] = £(to)

folgt. Nun definieren wir die Folge #,, 75, ... durch die rekursive Formel

1
it = r,,+jr -1 =09(@,) M=12..)

n
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Diese Folge ist streng monoton abnehmend und es gilt — wegen der Eigenschaft
von @(t)— lim t,=1. Aus (7) folgt mit vollstindiger Induktion

ne= oo

Sw)=/f(1,) falls wué€ls,, t,].

Wihlt man eine natiirliche Zahl » mit 7, =<1<ty, SO gilt diese Behauptung auch
fir u=1; d.h., es ist f(r) =f(1,). Damit haben wir gezeigt, daBl die Funktion f(x)
im Intervall (l =) konstant ist. Wir bezeichnen diese Konstante mit c¢. Setzen
wir in (1. C) x=2 und y =2, so erhalten wir f(y —2)=¢, woraus — mit der Bezeich-
nung t = y —2 — folgt f(¢) =c falls 7€ (— ==, ¢]. Mit den Substitutionen x=2,y=1;
bzw. x = —2, y = —1} erhalten wir aus (1. C) f(1)=c¢=0. Damit haben wir die
Gleichung f(x)=0 fiir alle x € R gezeigt.

Satz 3. Ist f(x) eine Losung der Funktionalgleichung (1. C), und ist f(x) auf
dem Intervall (0, 1) (L)-integrierbar, so hat f(x) die Gestalt

f(x) = Ax+B XER,
wobei die Konstanten A und B beliebig wdihlbar sind.
Bewels. Nach dem Satz 1. gilt
f(x) = Ax+B

fiir alle x€(0, 1). Wir werden beweisen, daBl diese Darstellung fiir alle x€ R gilt.

Wir definieren die Funktion g(x)=f(x) —4Ax —B fiir alle x€R. Dann ist
g(x) eine Losung der Gleichung (1. C) und g(x) =0 falls x<(0, 1). Nach dem Lemma
gilt dann, daB g(x) identisch verschwindet; d.h. f(x) = Ax+ B fiir alle x€ R.
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( Eingegangen am 22. Januar 1968.) ;



