Uber den Raum der 4>-stetigen Funktionen

Von M. TASCHE (Rostock)

K. BOGEL untersuchte in [1] reellwertige Funktionen zweier reeller Variabler
und fiihrte den Begriff der 42-Stetigkeit ein.

Eine besonders einfache Darstellung unter den 4%-stetigen Funktionen gestatten
die total-A%-stetigen Funktionen, die im ersten Abschnitt der Arbeit betrachtet
werden. Nachdem wir in Teil 2) die Banachriume C?([) bzw. T?(I) aller 4-stetigen
bzw. total-4%-stetigen Funktionen eingefiihrt haben, stellen wir im Hauptteil 3)
verallgemeinerte Sdtze von Arzeld—Ascoli in diesen Rdumen auf. Dabei werden
auch gleich die Arbeiten [4], [5] von E. Dobrescu und 1. Sdliagean richtiggestellt.
Am Ende machen wir noch eine Bemerkung zum Darstellungssatz fiir lineare
Funktionale in einem Teilraum von C3([).

1. Wir betrachten reellwertige Funktionen f:R* -~ R zweier reeller Variabler.

Definition. Die Funktion f:R* -~R heifit A*-stetig im Punkt (x4, yo) € R?,
wenn es zu jedem ¢=0 ein =0 gibt, so daf

| f(x0, Yo) =f(xo+h, ¥o) —f(X0, Yo +k)+f(xo+h, yo+k)| <&
fiir beliebige h, k € R mit |h| <4, |k| <o gilt.

Wie K. Bogel in [1] zeigte, ist die Funktion f genau dann 42-stetig im Punkt
(x0, ¥o), wenn f sich in der Form

(N S(x, ) = g(x, y)+g8:(x)+2,(»)

darstellen 1aBt, wobei g(x, ») in (x,. yo) stetig ist und g,(x), g,(y) gewisse Funktionen
einer Variablen sind.

Eine Funktion f, die in allen Punkten eines (zweidimensionalen) Intervalles
A?-stetig ist, 1dBt i.a. nicht die gleiche Zerlegung (1) fiir alle Punkte des Intervalles
zu (Siche [1], [7] S. 428). Ein Beispiel fiir solch eine Funktion ist

0 y=0,

o ={0 770

Es ergibt sich die Frage: Welche 4%-stetigen Funktionen gestatten eine Darstellung
(1), in der g eine iiberall stetige Funktion ist?
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Definition. Die Funktion f:R* — R heift total-A*-stetig im Punkt (x,, vo) € R?,
wenn es zu jedem ¢=0 ein =0 gibt, so daff

\Sf(x05 o) —S(xo +h, yo) —[(Xo, Yo+ k) +/(xo +h, yo +k)| <&
fiir beliebige h, k € R mit hk| <o gilt.

Eine total-A2-stetige Funktion ist natiirlich auch A%-stetig.
Der folgende Satz beantwortet nun die gestellte Frage.

Satz 1. Die Funktion f:R®> —R ist genau dann in allen Punkten eines Inter=
valles I total-A*-stetig, wenn [ sich in der Form

fx, y) = g(x, y)+g:(x) +2:(»)

darstellen ldft, wobei g(x, y) in I stetig ist und g,(x). g,(v) gewisse Funktionen einer
Variablen sind.

Beweis. Es sei (a. b) ein fester, innerer Punkt von / und
g(x, y) = fla, b) —f(x, b) —f(a, y) +/(x, y),
g(x) = f(x, b)+f(a, b),
g:(») = fla, y).

Da f(x,y) = g(x, y)+g,(x)+g,(y) ist, zeigen wir nun, daB g in jedem Punkt
(xo. ¥o) €1 stetig ist. Wir wollen annehmen, daB x,#a, y, #b ist. (Anderenfalls
kann der Beweis kiirzer gefiithrt werden.)

£>0 sei beliebig. Da f in (x,, y,) total-A2-stetig ist, gibt es ein d=0, so daB
fir (x, )€1 mit |x —xo| [b —yo| <9, |@a —xo| [y —yo| <8, |x —xo| |y —po| <0 die

Relationen
| f(x, b) = f(xq, b) = f(x, yo) +f(x0, Yo)| <&,
| f(a, y) =[f(xo, ¥)=fa, yo) +/(x0, yo)| <&,
| f(x, ¥) = f(x0, ¥)=f(x, yo) +f(xo, ¥o)| <&
gelten.

Ist 8, =min {|b —y,|~' d,la —x,|~" 8,8%}), so gilt fiir (x, y)€ 1 mit [x —x,| <3d,,
| ¥y —pol <8, die Abschitzung

1g(x, ¥) —8(xq, yo)| =
= | —f(x. b) —f(a, y) +f(x. ¥) +/(xg, b) +f(a. vo) —f(xo. ¥o)| =3e.
Folglich ist g im Punkt (x,, yo) stetig.

2. Es sei I ein abgeschlossenes endiiches Rechteck in R?. Auf [/ seien reellwertige
Funktionen f:/— R definiert. Wir betrachten die Menge C?(7) aller auf / beschrink-
ten und A43-stetigen Funktionen f:/—~R. Wie man leicht zeigt, bildet C?*(/) mit
| Il =sup {/ f(x): x€1} als Norm einen Banachraum (Siehe [3]).

Die Menge T2(I) der auf / total-4%-stetigen und beschrinkten Funktionen
ist in C3(/) enthalten.

Satz 2. Der Raum T*(I) ist abgeschlossen.
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BEwEIs. Es sei f ein Haufungspunkt von 72(/) und &=>0 eine beliebig vor-
gegebene Zahl. Dann gibt es eine Funktion f, € T*(I), so daB | f, —f|| <e ist.
Es sei (xq, yo) €7 ein beliebiger Punkt. Da f, in (x,, y,) total-A2-stetig ist,
gibt es ein =0, so daB fiir (x, y) €/ mit |x —x,| |y —yo| <0 die Ungleichung
| fi(xo, o) = fi(xq, ¥) = f1(x, yo) +fi(x, y)| <e

gilt. Dann ist aber
| [(x0, Yo) =S (X0, ¥)—=f(x, Yo) +1(x, ¥)| = | f(X0, ¥o) —f1(X0, ¥o)| +
+ [ f(x0, ¥)=fi(xo0s ¥)| + | f(x, yo) = f1(x, yo)| + | fi(x0, Yo) —
—f1(x0, ¥) =f1(x, yo) +fi(x, y)| < 5e

fiir (x, y)€I mit |x —x,| |y —po| =46, d.h., auch fist in (x4, y,) total-4%-stetig.
Folglich gehort f zur Menge T3(/).
Da es in C%(/) Funktionen gibt, die nicht zu T2(/) gehdren, ergibt sich die

Folgerung 3. Der Raum T?(1) liegt in C*(1) nicht dicht.

3. Wir wollen uns nun mit dem Problem befassen, wann eine Teilmenge
H von C?*(I) relativ kompakt ist. Dabei werden wir eine Verallgemeinerung der
bekannten Satzes von Arzeld—Ascoli (Siehe [2]) erhalten.

Definition. Die Funktionen einer Teilmenge H < C*(I) heifen gleichgradig
A*-stetig auf I, wenn es zu jedem =0 ein d=0 gibt, so daf fiir beliebige Punkte
(x, ), (X, ¥)EI mit |x —x'| <9, |y —y’| <0 die Beziehung

| f(x, ) =S, y)=1(x, y)+1(x, y)| <&
fiir alle feH gilt.

Satz 4. Eine Teilmenge Hc C*(I) ist genau dann relativ kompakt, wenn
|. die Funktionen von H gleichgradig A*-stetig sind und
2. fiir jedes feste (u, v)€ 1l die Funktionenmengen

H,={f(u,y); feH}cC*(I) und
H,={f(x,v); feH}cC*()
relativ kompakt sind. :

Bewels. Notwendig. Wenn H relativ kompakt ist, existieren zu einem beliebig
vorgegebenen £=0 endlich viele Funktionen f;c¢H (i=1, 2, ..., n) derart, daB es
zu jedem f¢€ H eine Funktion f (k€ {1, 2, ..., n}) mit || f—f, || <e gibt. Da fiir jeden
Punkt (u, v)€7 nun

) | f(u, y)—filu, y)| <& fir alle y,

| f(x, v)—filx, v)| <e fiir alle x

gilt, sind die Mengen H,, H, < C?*(I) relativ kompakt. & sei so beschaffen, daB fur
beliebige Punkte (x, y), (x, y')€I mit |x —x’|<4d, |y —y’| <=8 die Ungleichungen

&) |G, ) =flx, ) = filx, y) + /i y) <2 (i=1,2,....m)
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bestehen. Da eine in [ iiberall 4%-stetige Funktion auch gleichmdBig A2-stetig in
I ist (Siehe [1]), 1dBt. sich dies sicher erreichen.

Dann gelten wegen (2) und (3) fiir eine beliebige Funktion f€ H und alle Punkte
(x, ), (x’, y)EI mit |x —x’| <4, |y —y’| <0 die Abschidtzungen

|1, ») =1, )= f(x, ¥) (X, Y = | f(x, ¥)—filx, ¥)|+
+ | A )=, Y|+ | fillx, ) =Sx, )|+ | (X, ¥)) —
—filX’, V) + | fillx, ) =15, »)—flx, ¥) A, ¥)| <35e.

Folglich sind die Funktionen der relativ kompakten Menge H gleichgradig 4%-stetig.
Hinreichend. Da C*(I) ein vollstindiger Raum ist, brauchen wir nur zu zeigen,
daB sich zu H fiir jedes e=0 ein endliches &-Netz konstruieren laBt.
Es sei e=>0 gegeben. Wegen Bedingung 1 gibt es ein é =4d(¢)=0, so daB die

Ungleichung
| fCx, p) =S, y)=1f(x, y)+£(x, y')| <&

fiir alle Funktionen /€ H und alle Punkte (x, y), (x’, ") €I mit |x —x’| <9, |y —y'| <0
erfiillt ist. Wir zerlegen 7 in endlich viele Rechtecke /,, /5, ..., I;, wobei der Durch-
messer jedes I, (i=1, 2, ..., s) kleiner als J sein soll. Aus jedem Intervall /; wihlen
wir einen Punkt (x;, ;). Nach Voraussetzung sind die Mengen H,, und H,,
(i=1,2,...,s) relativ kompakt, also auch die Vereinigungsmengen M= |J H,,

und N= U H,,. Es seien deshalb {a,,a,,...,a,}, {b;,b,,...,b,}cC*I) end-
i=1
liche &-Netze von M bzw. N.

Es sei @ die (endliche) Menge aller Abbildungen ¢, die jeder natiirlichen Zahl
i€{l,2,...,s} ein Zahlentupel (x(i), B(i)) zuordnen, wobei a(i)€{l,2, ..., m} und
p()e{l, 2, ...,n} sind. Fiir jedes ¢ € @ bedeute L, die Menge aller Funktionen
f€H, fir die die Ungleichungen

| f(Xi, ) — gyl <€ fiir alle y und i=1,2, .., 5,
| f(x, y) —bp)| <e fiiralle x und i=1,2,...,s

erfiilllt sind. Aus der Definition der GréBen a,,a,, ..., a,; b,,b,, ..., b, ergibt
sich, daB H durch die Vereinigung aller L, iiberdeckt wird. (Einige Mengen L,
konnen leer sein.) Zum Schlull beweisen wir nun noch, daB der Durchmesser jeder
Menge L, kleiner als 8z ist.

Es seien f und g zwei beliebige Funktionen aus L,. Zu einem beliebigen Punkt
(x, y)€I gibt es einen Index i, so daB (x, y)€7; ist. Nach unserer Konstruktion
von I; sind
(4) If(xnJ’&)—f(xia)’)—(xayi)+f(x,)’)|"‘:3

und
lg(xi, ¥) —g(x:, ¥)—g(x, y)+g(x, y)|<e.

Da f, g€L,, gelten die Beziehungen
|f(xa'9 y) —g(x:" y)] ":23’
&) |f(x, y)—g(x, y)| <2e
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und
| O ¥)—8(x;5 y)| <2e.

Aus den Relationen (4) und (5) folgt, daB3
|f(x, ) —g(x, Y| = | f(x, ) —=f(x, y) —f(xi, ¥)+S(xi p)| +
+ g(x, y)—g(x, y) —g(x;i, ) +8(x;, y)| +

+ | Gy ) — 8, W) + | f(x, y) —g(x, y)| +

) + G5 ) —8(xi, yi)| <8e
1st.

Greifen wir also aus jeder der endlich vielen (nichtleeren) Mengen L, ein Element
heraus, so bildet die Menge dieser Funktionen ein 8¢-Netz von H.

Mit denselben Schritten wie im vorigen Beweis konnen wir den folgenden Satz
aufstellen.

Satz 5. Eine Teilmenge H < C*(I) ist genau dann relativ kompakt, wenn
|. die Funktionen von H gleichgradig A*-stetig sind und
2. fiir jedes feste (u,v)€l die Funktionenmenge

H,, = {f(u, y)+f(x, v); feH}C C¥(I)
relativ kompakt ist.

Wir erkennen sofort, daB3 in der Sitzen 4 und 5 besonders die Bedingung 2
sehr stark ist. Dort fordern wir, daB gewisse Mengen, die von einem aus / gewiéhlten
Punkt (u, v) abhingen, fiir jedes (u, v)€ 1l relativ kompakt sind. Geniigt es nicht
schon, wenn wir nur voraussetzen, dall die Bedingung 2 fiir einen einzigen Punkt
aus 7/ erfullt ist? Wie wir an einem Beispiel sehen werden, gelten bei solch einer
Abschwiichung der Bedingung 2 die Sitze 4 und 5 im Raum C?(/) nicht mehr.

Beispiel. Es sei {y,,¥,, ..., ), ...} die Menge der rationalen Zahlen, die
im Intervall [0, 1] liegen. Wir betrachten die Familie H der auf I=[0, 1] X0, 1]
definierten Funktionen

0  y irrational,
y rational, y#y;, ’
-1 08
) xE[O,«})} o @ ey
1-x xe3,0f 7=

f;(x’ .v) s

Die Menge H hat folgende Eigenschaften:
1. Die Funktionen von H sind auf 7 gleichgradig 4%-stetig, weil jede Funktion
/i€ H und alle Punkte (x, y), (x’, y") €I die Beziehung

| fix, ) =Six', »)—=fix, Y) (X, y) | =2|x — x'|
erfiillen.
2. Es gibt Punkte (u, v) in 7, so daB die Funktionenmengen H,={f(u, y); f;€ H}
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und H,={fix,v); ;€ H} relativ kompakt sind. Betrachten wir z.B. den Punkt

[% y —z—] so bestehen die beiden Mengen jeweils nur aus einem Element:

0 y irrational

1y rational fir i=123,..

it = |

f,[.\', -:]EO fir i=1,2:3 .

Folglich sind die beiden Mengen H, und H, trivialerweise kompakt.
3. Die Menge H ist nicht relativ kompakt, weil fiir beliebige, voneinander
verschiedene Funktionen f;, f;€ H stets | f; —f;| = 1 ist.

Im Raum T2(/) der total-A%-stetigen Funktionen lassen sich nun einfachere
Bedingungen fiir die Giiltigkeit des verallgemeinerten Arzelaschen Satzes angeben.

Definition. Die Funktionen einer Teilmenge HC T*(I) heifien gleichgradig
total-A*-stetig auf dem Intervall I, wenn es zu jedem &¢=0 ein 6=0 gibt, so dap fiir
beliebige Punkte (x,y), (x",y")el mit |x—x'||y—y'| <é die Beziehung

|f(x, )=S0, p) =%, YY)+ (5", y) <e
fiir alle fc¢ H gilt.

Satz 6. (Siehe [4]). Eine Teilmenge H < T*(I) ist genau dann relativ kompakt,
wenn
|. die Funktionen von H gleichgradig total-A*-stetig und gleichmdpig beschréinkt

sind sowie
2. fiir ein gewisses (a, b)€ 1 die Funktionenmengen

H,={f(a.y); fe H}c TX(I)
Hy={f(x, b); f€ HYyc TX(1I)

und

relativ kompakt sind.

BeEwEis. Die Notwendigkeit 1Bt sich wie bei Satz 4 zeigen.

Hinreichend. Jede Funktion f€ H laBt sich nach Satz 1 in der Form f(x, y)=
= g(x, y)+g,(x)+g,(v) darstellen, wobei g,(x) = f(x, b)—f(a, b). g.(y)=fla,y)
sind und g(x, y) = f(x. y)—f(x, b)—f(a. y)+f(a, b) in I stetig ist. Da die Funktionen
von H gleichgradig total-A4%-stetig und gleichmiBig beschrinkt sind, sind (wie wir aus
dem Beweis von Satz | ersehen konnen) die Funktionen g gleichgradig stetig und
gleichmaBig beschrinkt. Nach dem Satz von Arzeli—Ascoli ist die Menge
G = {g(x,») = f(x, y)—f(x,b)—f(a, y)+f(a, b); f€ H} relativ kompakt.

Laut Voraussetzung sind die Mengen H,={f(a,y); fe H}, Hy={/[(x.b): fc H}
und K= {f(a, b); fc H} relativ kompakt. Da nun auch die algebraische Summe
G+ H,+ H,— K, die H enthilt, relativ kompakt ist, ist H relativ kompakt.

Aus Satz 6 folgt sofort

Satz 7. (Siehe [5]). Eine Teilmenge Hc T?*(I) ist genau dann relativ kompakt,
wenn
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1. die Funktionen von H gleichgradig total-A*-stetig und gleichmdfig beschrdinkt
- sind und
2. fiir ein gewisses (a, b) € I die Funktionenmenge

Hy={f(a.y)+f(x.b): fEH}T*(I)
relativ kompakt ist.

Bemerkung. Die Sitze 6 und 7 wurden bereits von E. DoBrRescu und
I. SALAGEAN in ihren Arbeiten [4], [5] bewiesen. Dazu muB3 aber bemerkt werden,
dal} diese Sitze nicht, wie in [4], [5] behauptet wird, im Raum C?(/) gelten, sondern
nur im Raum 7°%(J) richtig sind. Unser Beispiel demonstriert dies in sehr anschau-
licher Form.

4. Eine Funktion f:R? — R, die 4%-stetig im Intervall 7 ist, ist i.a. nicht meBbar.
Ist z.B. M [0, 1] eine nicht meBbare Menge, so ist die Funktion f:[0, 1]X[0, 1]—~R

0 x¢M

A*-stetig und nicht meBbar.

Wie in [8] gezeigt wurde, gibt es aber eine Klasse von 4%-stetigen Funktionen,
die, falls sie eine meBbare Majorante besitzen, stetig und somit meBbar sind.

Wir wollen nun den Raum C2(/) aller meBbaren Funktionen aus C?(7) betrachten
und fiir die linearen Funktionale im Raum C2(I) eine analytische Darstellung
finden.

Satz 7. (Siche [6]. S. 188—197.) Die allgemeine Form eines linearen Funktionals
@ im Raum C3X(I) ist durch das Lebesgue— Stieltjes-Integral

o(f) = [fdo  feCi(D)
1

mit einer beliebigen Intervallfunktion ® von beschrinkter Variation gegeben. Dabei
lipt sich @ so wihlen, daff
lell = &)

gilt, wobei ®(I) die totale Variation von & ist.
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