Einige Bemerkungen zur praktischen Anwendung
des zentralen Einschneideverfahrens

Herrn Prof. Otté Varga anlaBlich seines 60. Geburtstages gewidmet
Von J. SZABO (Debrecen)

Wir haben in [2] eine Verallgemeinerung des Eckhartschen Einschneideverfahrens
gegeben. Aus zwei perspektivischen Bildern K’, K” des Gegenstands haben wir
ein neues perspektivisches Bild konstruiert. Wir konnen die Bilder K* und K",
und dazu die Zentren S’ und S” nicht voneinander unabhiingig aufnehmen. In der
Arbeit ([2] Satz 1.) haben wir notwendige und hinreichende Bedingungen zu den
Zusammenhingen von K, K”, §" und S” gegeben. Wenn K’ und K” einfache
Mongeschen Projektionen des K sind. ist K* sehr speziell. (Siehe Fig. 1.)

Die Bedingungen des Satzes 3. sind in [2]:

L YIS S, 31895

2. auf der z-Achse existiert ein solcher, von 0 verschiedener Punkt L., fir

welchen S, L., L7, S” Kollinear sind.
(Das Koordinatensystem O(x, y, z) ist zu K gewihlt, und so entspricht 0°(y’, z)
dem K’ bzw. 0"(x”, z”) dem K”.) In dieser Arbeit werden wir das spezielle Bild
K* untersuchen. Dabei werden wir Zusammenhinge zwischen dem zentralen Ein-
schneideverfahren und der Zentralprojektion suchen.

1. K als spezielle orthogonale Projektion des Zentralbildes von K

Wie jedes perspektivisches Bild eines Gegenstands, ist auch K* eine projektive
Abbildung eines Zentralbildes des Gegenstands. Dieser Satz ist der Hauptsatz
der Perspektive. Dies kann noch verschiarft werden: Wenn die Fluchtpunkte
Us, U;. U: nicht kollinear sind, konnen wir das perspektivische Bild K* affin zu
einem solchen Zentralbild des Gegenstands K betrachten. Eine weitere Verschirfung
des Satzes ist unmdglich. ([1] S. 132—133). Weil die Fluchpunkte U;, U}, U:
nicht kollinear sind, kénnen wir nur den Hauptsatz anwenden.

Zuerst werden wir K* untersuchen, weil wir das Bild K aus K" und K” konstruiert
haben.

Satz 1. Das zentrale Einschneideverfahren der Mongeschen Bilder von K ist
eine spezielle orthogonale Projektion der zentralen Projektion von K.

BEwEls. Wir spiegeln durch den Punkt S$” das Bild K", und so erhalten wir
das Bild K” (Fig. 1.) Die aus K’ und K” mit §" und S”, und aus K’ und K” mit S’
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und S” konstruierten Bilder sind iibereinstimmend. In diesem Fall konnen wir das

K’ als AufriB — auf der Bildebene 7, — und ebenso das K” als SeitenriB — auf
ny — des Gegenstands K betrachten. Es sei P ein beliebiger Punkt von K. Die
Gerade S’P’ und §”P” kénnen wir als die Bilder der Gerade SP betrachten. Zwischen

PLp- ﬁ.
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Fig. 1

m, und m; gibt es eine sogenannte Koinzidenzebene ». Wenn ein solcher Punkt
Q in der Ebene x ist, gilt auf die Bilder Q’, und Q” des Punktes Q: Q'=0";
umgekehrt; es folgt aus R"=R", daB der Punkt R in der » liegen muB. Also der
Schnittpunkt P*=(|S"P’|, |[S"P”|) liegt in 2. Wir konnen den Punkt P* als AufriB
oder SeitenriB eines riumlichen Punktes P betrachten, wo Z Schnittpunkt der
Gerade SP und der Ebene » ist. Der Punkt P war ein beliebiger Punkt von K,
also K* ist eine orthogonale Projektion der zentralen Projektion des Gegenstands K.

Bemerkung: Wir konnen das zentrale Bild von K aus K* mit der orthogonalen
Affinitit oder mit der Umklappung herstellen. Die Affinititsachse steht senkrecht

auf die Gerade S’S ”. Das Affinititverhiltnis ist A= J/2, die Affinitiitsachse ist beliebig.

2. Die Herstellung des Zentralbildes mit zentralem Einschneideverfahren

Es seien K’ und K” Mongesche Projektionen von K. Nehmen wir jetzt zu K’

und K” je ein Bild K’ und K”. Das Bild K’ wird aus K’ als Produkt zwei orthogonaler
Affinitit erzeugt. Im ersten Fall ist die Affinitatsrichtung O’E;, im zweiten Fall O’E,.

Ebenso bekommt man K” aus K”. Also das Koordinatensystem O'(E, E7) charak-
terisiert K, und das O"(E%, E.) charakterisiert K”.

Satz 2. AusK’ undK” erhalten wir dann und nur dann das Zentralbild des Gegen-
stands K mit zentralem Einschneideverfahren, wenn n*+ &2 =1 gilt, wo
LB o e
OF, oL
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Beweis. 1. Die Bedingung ist notwendig. Wir konstruieren im Figur 2. zu
K* eine Bildebene, eine Grundebene, eine Horizontebene und ein Zentrum. Als
Horizontlinie kénnen wir die Gerade UiU; betrachten. Da die z-Achse unendlich
fernen Fluchtpunkt hat, muB die Bildebene der Zentralprojektion zu der z-Achse
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Fig. 2

parallel sein. Die Grundlinie ist beliebig, aber sie muB zu der Horizontlinie parallel
sein. Die Grundlinie liegt auf dem Punkt O°. Nehmen wir irgendeine Einheitpunkte
an den Achsen x% »* auf, so kdnnen wir immer zu K* ein Zentrum Z ordnen. In
der Umklappung der Horizontebene mull das Zentrum an dem Thaleskreis UiU;
(UU; ist Durchmesser der Thaleskreis) fallen. Wir werden das Zentrum mit Z°
bezeichnen. Das Z° muB auch auf dem Thaleskreis UV liegen. Also féllt der Schnitt-
punkt der zwei Thaleskreise in der Umklappung der Punkt Z°.

In der Umklappung zwischen der Grundebene und ihrem Bild ist eine zentrale
Kollineation. Die Achse der Kollineation ist die Grundlinie, ihre Fluchtgerade
die Horizontlinie, und ihr Zentrum Z° ist. So konnen wir die Grundebene in die
Bildebene umklappen. So bekommen wir das koordinatensystem O°EY, EY). Die
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Geraden O°E? und Z°U3, wie auch O°E? und Z°UY sind parallel. Es sei E} ein Pukt
an der z-Achse, wofiir O*E: =0°E(= 0°£“) gilt. er haben dadurch ein perspektm-
sches Koordinalensystem O'(E;, E, Ef) bekommen, welches Zentralbild eines
raumlichen Koordinatensystems O(Ex,E E,) ist. Jetzt werden wir die Seiten-
bilder O(E,, E.) und O"(E;. EZ) zu O’(E’ E‘ E?) so konstruieren, daB aus diesen
wir das O’(E;, E;, E?) mit zentralem Emscneideverfahren heralellen konnen.
und O’ miissen auf der Gerade O°U: bzw. O*U: liegen. Die Geraden O’E;, und 0"E;,
miissen zu U;U; parallel sein. Die Geraden E’U;, EUS, E5Us, EfU; bestlmmen
die Punkte E,, E., E., E]. Wir vergroBern das Bild 6(1{?”5’) aus U‘ so, daB der
Punkt O” auf den Punkt O° fillt. Dann erhalten wir die Punkte O*=0*, E=E®
und EF. Ebenso vergroBern wir das O(E 4 E?) aus U und so erhalten wir die Punkte
O*=0" Ef=E; und E;. Nach diesen VergroBerungen gelten:

- LU _ OB . OE O
ey q_ ~ =3 L] '1_5#E:_O*E:'
Die Dreiecke O’EZE; und U;UE; sind dhnlich, also folgt

UL =~ O°E’

U:U; _ UZE;

@ O'Er ~ O°EX

Die Ahnlichkeit der Dreiecke O*E2ES und U:Z° E: fiihrt zu

USE:  Uiz°

) O'E; = O°EY’
und aus (2) und (3)
@) Uily _ Uiz | U:Z2°  O'E;
O°Ef ~ O°E?  U:U; ~ O'E?
folgt.
Weiterhin bekommt man aus (1) und (4) durch O°E) = O°E; =O*E und 0°=0":
U:ZO 0 E; £ : Ofisyrs
(5) Qi_tjs_ — _O;E: = sin (P. (p - ‘-xz UXU_]"

Durch analoges Verfahren erhilt man aus den Dreiecken O°EJE}, U;U;Z*® und
0 EOEv 070U:

s70 O'E,
(6) {U;;(Z;s GE" =1n=CcosQ
Zuletzt folgt aus (5) und (6)
"+ =1

2. Die Bedmgung ist auch hinreichend.

Nehmen wir in der Zeichenebene die Koordinatensysteme O( , E)) und
O”(EZ, EZ)und zu ihnen die Zentren S’, S” auf (Fig. 3.) Durch das zentrale Emschne:-
deverfahren bekommen wir das perspektivische Koordinatensystem O*(E:, Ej, E7,
Uy=58', Uy=8", Ui.): jetzt miissen wir zeigen, daB wir die Konfiguration
OE: E’E.‘E‘E E3 E" als zentrales Bild eines Wiirfels betrachten kénnen. Wir ver-
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grofern K aus S, so daB 0’ ~0°=0" ist. Inzwischen geht der Punkt £7 in den
Punkt E? tiber. Ebenso vergroBern wir das Bild K”. Es sei die Strecke O*” =g
so wird O*’E;"—a/q Ebenso erhalten wir, dal O*"E;”=a/¢ ist. Betrachten wir
das Viereck O°EZEJE7 als Bild eines Quadrats. Wie unter 1. werden wir auch jetzt
zu O°E:EJE; ein Zentrum Z herstellen. So erhalten wir den Punkt Z° Durch v
kénnen wir die GrundriBBebene umklappen, und wir bekommen das Quadrat

-
.9’.\ 8

7

Fig. 3
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O°EQEJE}. Wenn O°E)=0°E; ist, konnen wir das O°EEJEE{EZESE® fur zentrales
Bild eines Wiirfels mit den Kanten O°E? betrachten, weil die Kante O°E? in der
Bildebene liegt. Noch werden wir zeigen, daB die Strecke O°EY tatsichlich a ist.
Der Punkt U teilt die Strecke S’S” im Verhiltnis

b SU
@ ¢~ U
Aus den Dreiecken S’S”E} und E}'EYEY folgt
S'U a a &
" AR o
Aus (7) und (8) erhilt man endlich; b/c=¢&[n. Bezeichnen wir die Strecke S’'S”

mit d, so — mit kleiner Rechnung — folgt b=d, c=dn. Aus den Dreiecken
OYE}'E, UUSE; und O°ECE:, S”Z°E; folgt noch

8. B O°Ey

n U ES dn
Unserer Meinung nach geben diese Sitze die Grenzen der Anwendung des zent-
ralen Einschneideverfahrens. Der erste Satz bringt das Zentralbild und das mit dem
zentralen Einschneideverfahren konstruierten Bild zu einander niher, als es im
allgemeinen bei der Perspektive [1] ist. Nach dem Satz 2. kann man aus den Monge-
schen Bildern mit dem zentralen Einschneideverfahren kein Zentralbild des Gegen-
stands herstellen, aber man bekommt eine Mdoglichkeit durch den Satz mit dem
zentralen Einschneideverfahren ein Zentralbild des Gegenstands zu konstruieren.
In diesem Fall muB man statt der Mongeschen Bilder zu diesen affine Bilder
wiihlen. Diese Wahl ist sehr praktisch, wenn man die Einheitstrecke der Bilder

OE,=0"E.=1 OE,=0"E!=Y2/2 nimmt.

=q=0°EY
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