Uber invertierbare Lisungen
der additiven Cauchy-Funktionalgleichung
Herrn Professor O. Varga zum 60. Geburtstag gewidmet
Von I. MAKAI (Debrecen)

Formulierung des Problems

Es seien die reellen Funktionen &(x), &(x) gesucht, die die folgenden Eigen-
schaften besitzen:

1) & & sind iiber dem Kérper der reellen Zahlen erklirt,

2) &, & erfiillen die additive Cauchy-Funktionalgleichung

(1) P(x+y) = @(x)+o(y)
und die Relationen
(2) eé(x)) =x, &e(x)] = x.

Die Bedingungen 1), 2) sind natiirlich vertriglich, z.B. die Funktionen

(3) e(x) = cx, E(x) = :. X (c#0)

haben die Eigenschaften 1), 2).

Es ist bekannt (s. [1], S. 45.), daB alle Losungen von (1), die stetig in einem
Punkt x,, oder beschrinkt iiber eine endliche Intervall der reellen Zahlen, bzw.
majorisierbar (bzw. minorisierbar) durch eine mefbare Funktion auf einer Menge
von positivem Masse sind, die Form

o(x)=cx (¢ Konstante)

haben. Es entsteht die Frage, ob eine dieser letzten Bedingungen schwicher als
1), 2) ist, oder sie dquivalent mit 1), 2) ist. Wir werden uns iiberzeigen, dal} die
Situation in der Tat ganz anders ist; die allgemeine Losung des Problems ist all-
gemeiner als (3).

Wir werden auch solche Funktionen finden, fiir welche die Bedingungen

a) @(x) ist nirgendswo stetig,

b) ole(x)]=x,

¢) o(x+y) = o(x)+eo(y)
gleichzeitig erfiillen.
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Lisung des Problems

Definition. Eine Losung ¢(x) der Gleichung (1) werden wir reguldr nennen,
wenn ¢ zu einer Hamel-Basis

{b,} (x€2A Indexmenge)

der reellen Zahlen (vgl. [2], S. 171—172.) wieder eine Hamel-Basis

{0,
ordnet.
Bemerkung. Es gibt regulire Losung von (1), z.B. ¢(x)=x.

Lemma 1. /st &(x) eine Losung von (1), zu welcher eine &(x) mit Eigenschaften 1),
2) existiert, so ist &(x) eine reguldre Lisung.

BEwEIS. Es soll bewiesen werden, daf3

{e(b)}  (xe)
eine Hamel-Basis ist, d.h.
1) es ist jede endliche Teilfolge von {&(b,)} linear unabhingig iiber dem Korper
der rationalen Zahlen,
2) es gibt fiir jede Zahl x>0 unter den Elementen &(b,) endlich viele
&(by,), ..., e(b,), und zu diesen rationalen Zahlen r', ..., r*, die simtlich von Null
verschieden sind so, daB

k
4 x= 2 re(b,)
i=1
ist,
k k
Zu 1) Aus 3 R'e(b,)=0 folgt die Relation 8(2 R"b,‘]:(}, also
i=1 i=1

k B4
>N =1 [a [ > R"b,,]] = §(0) = 0.
i=1 i=1
Nach Voraussetzung bildet {b,} eine Hamel-Basis, folglich gilt

R e B i )
w.z.b.w.
Zu 2) Nach (2) und (1) folgt aus (4)

k k
i) = Zri(s())= Zr'b,
i=1 i=1
die genau die (eindeutige) Zerlegung der Zahl &(x) beziiglich der Hamel-Basis
{b,} ist, daher sind die rationale Zahlen r!, ..., r* durch (4) eindeutig bestimmt.
Es gilt auch die Umkehrung der Lemma 1:

Lemma 2. Eine reguldre Losung e(x) von (1) besitzt genau eine Funktion &(x)
so, daP ¢ und & die Forderungen (1), (2) befriedigen.
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BEWEIS. Existenz:
Nach Voraussetzung ist
(5) {e(b,)} (2 €A)

eine Hamel-Basis. Es ist bekannt (s. [2], S. 173.), daB wir jede der Losungen von (1)
darstellen konnen, wenn wir die Funktionenwerte ¢[e(b,)] vorschreiben; im Falle (4)
definieren wir die Funktionenwerte ¢(x) nach

(6) oMY 3 1o,

Es sei jetzt ¥
o) ole()Eb,,  (2€)
dann geht (6) in
(8) p(x) ¥ f i [.\' = Zk ria(b,l_)]
iiber. o o

Die Funktion ¢(x) ist naturgemidlB eine additive Cauchy-Funktion. Um die
Eigenschaften (2) der Funktionen &, ¢ zu beweisen, geben wir die Zerlegung von
x auch fir die Basis {b,} an:

©) x= 3 ob,;
dann folgen aus (9) bzw. (4) die Gleichheiten
ele(x)] = o[ 2 0’e(b,)] = 2ol ole(b,)] = Zo’b,, = x,
slolx)] =2 2r'b. ] = Zristh) = x;

bzw.

w.z.b.w.

Unizitdt:

Ist &(x) eine regulire Cauchy-Funktion, die zusammen mit Z die Forderungen
(1), (2) erfiillt, dann ist {&(h,)} eine Hamel-Basis, bzw.

éle(by)] = b, (x € 2A)

W

k
2 e [.\' = 5 r"s(b,i)]
i=1

é(x) = :

gelten, wo die letzte stimmen mit der Definitionsrelationen (7)., (8) der Funktion
¢ tliberein. FolgerungsgemiBl bekommen wir

@(x) = &(x),
w.z.b.w.
Zusammenfassend unsere Ergebnisse bekommen wir den folgenden

Satz 1. Eine Losung e(x) von (1) ist genau dann reguldr, wenn es eine solche
Funktion &é(x) gibt, die zusammen mit e(x) die Forderungen (1), (2) befriedigt.
Die Funktion e(x) ist im Falle der Regularitit von &(x) eindeutig bestimmt.

Satz 2. Es gibt nirgendswo stetige regulire Losung von (1).

16 D
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Beweis. Es sei die Hamel-Basis wohigeordnet:
{b,}=1{b,, b5, b5, ...}. (b,#0, aeNA)
Erklaren wir ¢(x) nach

(10) o(b,) = by, @b, =0b,, @(b,)=0b, (xeAU, a#l,2),
k Y
(1]) ‘p erbﬂ[ = Z ritp(b¢;)9
=1 =1

so wird ¢(x) nach (10) eine regulidre Losung von (1).
Ist ¢(x) in einem Punkt x, stetig, so hat ¢ die Gestalt

@(x) =cx,

wo ¢ eine nach (10) von Null verschiedene Konstante ist. Folglich bestehen die
Gleichheiten

L4 P O TR
o (b,) ch, b, : " oo(by) b, :

also ist auch die Relation
bl o= ibz

erfiillt, die der linearen Unabhingigkeit von b,, b, iiber dem Korper der rationalen
Zahlen widerspricht.
Die Funktion ¢(x) soll daher nirgendswo stetig sein.

Satz 3. Es existiert reelle Funktion ¢(x), die die folgende Eigenschaften hat:
a) @(x) ist nirgendswo stetig,

b) ele(x)]=x,

¢) olx+y) = o(x)+e(y)

BewEis. Wihlen wir die Funktion ¢ nach (10), (11), so wird sie die Eigenschaften
a), ¢) besitzen. Es folgt aus (11)

Plo)1=(b2)=b1, olo(b)]= (b)) =b;,
Pl =) =b, (x€U, x7#l,2),

k
bzw., falls x= > r'b,, ist,
i=1

elo)] = o[ Zrie®,)] = Zriele®.)) = Zr'b, = x,

w.z.b.w.

Bemerkung. Wenn wir die Definitionsrelationen (10) nach

(p(bi) o bH-lv (P(bn) = bl-! QO(b‘) = bu

(=l ..n GEW, 8l ..n)
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vorschreiben, so kénnen wir leicht beweisen, daB die Funktion ¢ die folgende
Eigenschaften hat:

a) @(x) ist nirgendswo stetig,

b) ¢™(x)=x, wo ¢@"(x) die n-te iterierte Funktion von ¢ bedeutet,

c) olx+y) = o(x)+o(y).
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