Zur Losung einer nichtlinearen Integrodifferentialgleichung
mit Hadamard-Integralen

Herrn Otto Varga zu seinem 60, Geburtstag gewidmet
Von KLAUS WIENER (Halle)

Die vorliegende Arbeit enthilt Losbarkeitsaussagen iiber die nichtlineare
Integrodifferentialgleichung (1. 9), deren divergentes Integral im Sinne des Hadamard-
schen endlichen Bestandteils zu verstehen ist (die Definition siehe z.B. in [1], 448),
wobei der Schaudersche Fixpunktsatz und die Methode der sukzessiven Approxi-
mationen Anwendung finden. Hierbei haben die Werte (1. 7) den Relationen (1. 5)
und (1. 6) zu geniigen, die wesentlich anders aufgebaut sind als bei der entsprechenden
Integrodifferentialgleichung, in der unter dem Hadamard-Integral die k-te Ableitung

von cot i;—"f durch die k-te Ableitung der Funktion (s —x)~' ersetzt wird (vgl.

z.B. [4]). Bei der vorliegenden Integrodifferentialgleichung (1. 9) sind ferner die
zusitzlichen Bedingungen (1. 8) an die Werte (1. 7) und die Ldsungen i der nicht-
linearen Integralgleichung (1. 12) zu stellen, um Ldsbarkeitsaussagen zu erhalten.

Bezeichnungen
() d’
(1) FO(x, 5, @(s), 4) = 7l F(x, s, ¢(s), 2)

bei festgehaltenem x, d.h.

@) FD(%, 5 9(5), 2) = &;(x. 5, 9(5), @' (5): wors @P(5). 2) = By (x, 5, 1, ccr D, 2),

() D i(x, 5 0(s), ..., 0¥ (s5), 1) = F&}V(x, 5, @(s5), 4) = ;7 F®(x, s, ¢(s), 2),

0

(4) ¢:’1u[()(-\‘, 5, (P(S), ceny (pu)(.f), A) = ('r)u“') F;:;l](xa S5, (P(S)q J)

Hilfssatz. Ist die Funktion f(x,s) in x und s periodisch mit der Periode 2n,
beschrdnkrt und ist

| f(x2, 82) =S (xq, 59| = rylxy =X " 41y |5, — 54 [%; uy=p: O=p<l,
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so gelten fiir die periodische Funktion

h(x) = ff(x, s) cot S%l ds
die Relationen 8
!h(x)! =c5r;, !’1(«"2) —h(x1)| = (01"'1 + Cz"z)h’z - X ]",

wobei die Konstanten c;, j=1, 2,3 nicht von r, und r, abhingen.

Den Beweis siche [3], 294—296.

Im folgenden sollen unter periodischen Funktionen immer nur solche mit der
Periode 2n verstanden werden.

Satz 1. Die periodische Funktion ¢(x) sei k-mal stetig differenzierbar mit

b lp®(x) = N;  |o®(x))— 0¥ (x,)| = L|x,—x,[*;

—m=EX,X3=n1 0<pu<l;

p unabhéngig von k. Die in x und s periodischen Funktionen (vgl. (1) bis (3))

FO(x,s, @(s), 4): F¥{(x,s, 9(s), 2); i=0,1,...k; FSIV(x,s ¢(s), 2)

u®
seien stetig, und es sollen die Relationen (vgl. (2))

r

0
(1.2) oGOl s uw, .. u® ) =0 fir i=0; i=0,1, ...k
| P (X2, 525 425 U2, -.cs U, X)) — Bp(xy, Sy Uy, UL, s ufD, D) =

k _ 3
(1.3) = Gl — X" Fa s —s [ + 3 bxjfuin —uf?|,
i=0

| B 2 (%25 83, Usy oous 3D, D) — By 2(Xy, Sy, Uy oo uf?, A)| =
k
(1.4) = Gy |x; =Xy |" +d, s, ”31!”‘*'}205!&}!”:{2” —ui?|

mit py>p; 0<pu<1 (1 ein fester Wert, —n=x,s;=n: i=1,2) erfiillt sein.
Aupferdem seien

(1.5) F9(x, +ne(+n),A)=0; j=0,1,...k-1; |A| =A%

und (vgl. (2))

(1.6) D (Lm +7 @(L£n), ..., 0% V(£n),a®, 1) =0; |i=2%
™ beliebige Zahl, die Werte
(1.7) oV (=m)=P;; oV(m)=¢q;; j=0,1,...,k—1

haben den Relationen (1.5) und (1. 6) zu geniigen. Unter diesen Voraussetzungen
besitzt die Integralgleichung (1. 12) fiir |2 = 2*, wobei A* durch (1. 19) definiert ist,
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mindestens eine stetige und periodische Léosung Y(x) mit den Eigenschaften (1. 13).
Geniigt diese Funktion ) den Relationen (vgl. (1. 7))

aYk=1=1
(1.8) ¢q = ((’;{ = (:)d:+2(2”) IO | A Y0

so besitzt die nichtlineare Imegradiﬁ'eremia.'gfeichung

: d* §—X
(1.9) o™ (x) = fF(x, s, @(s), 2) [ds—" cotu—z—] ds kESl, 2, ... R);

deren Integral im Sinne des Hadamardschen endlichen Bestandteils zu verstehen
ist, fiir |A| = A* mindestens eine periodische Losung ¢(x), die k-mal stetig differenzierbar
ist und die Relationen (1. 1) erfiillt.

Bewels. Um Losungen von (1.9) mit den Eigenschaften (1. 1) zu erhalten,
werden wegen

a% _s—~x il i a
# Ji2j+1-2v X T
—dﬁcot 2 Z 2j+1-2v’ =12, ..,
[sm 5 ]
A s=x I a35-1,25-2 .
P e el 2;_;"'“_"2‘ s J=L12,..; a  =const.
= [sin 5 ]

die Voraussetzungen (1.5) und (1. 6) gestellt (vgl. Bemerkung), so daB man die
Gleichung (vgl. (1), (2))

M (x) = (1) f FP(x,s, ¢(s), 4)co s;x s

-=
erhélt. Substituiert man hierin

(1.10) oM (x) = ¥ (x),

so folgt wegen

(1. 11) ¢ (x) = (('}‘ )l s (f)dx'+2 ¥ +’?;,1PJ; i=0,1,.., k-1

die nichtlineare lntegralglelchung (vgl. (2))

Y(x) = (=1 fdu[ r);; W(r)dt+
(1.12)

k—1 N ; e
+ > Q”—“;,-’ipj, flp(r)dr+ P,‘_I,!‘b(s).i]cots—zx ds.
J= -
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Die in (1. 12) und (1. 8) auftretenden Werte (1. 7) werden nach Mdoglichkeit
aus (1. 5) und (1. 6) bestimmt, solite es jedoch unméglich sein, alle ¢(+nx) zu
erhalten, so seien die restlichen eindeutig so vorgegeben, daf} sie diesen Relationen
geniigen. Die Werte (1. 7) werden daher im folgenden als bekannt angesehen. Sind
iiberzihlige Gleichungen vorhanden, so stellen sie Bedingungen an die vorge-
gebene Funktion F und ihre Ableitungen dar, die im folgenden erfiillt seien.

Es sei C der Raum der auf einer abgeschlossenen Menge G stetigen Funktionen
mit der Norm |y || = max |¥(x)] und dem Abstand oYy, ¥,) = |y, — ¢, sowie

H die abgeschlossene Menge, deren Elemente y(x) die Bedingungen
(1.13) W) =N; W(x)—v(x)|=Llx;—x,|*; O<p<l

erfiillen; offensichtlich ist H eine konvexe Menge.

Wegen (1. 2) hiingt die Funktion &, (x, s, u, ¢, ..., u'®, 0) nicht von u, t/, ..., u'*
ab und soll daher mit &, (x, s, 0, ..., 0) bezeichnet werden. Damit erhidlt man unter
Verwendung von (1. 3), (1.4), (1. 10), (1. 11), (1.13) und 0= <1

| D (x2, 55, u(s3), 2 (S3), ..., '¥(55), 2) — By(xy, 8y, u(sy), 1 (5y), ooy u®(sy), 4)| =

= |A{®;.1 (2, 82, u(52), ..., 4P (53), £) — B 2(xy 5 51, ulsy), ..., u®(sy), 1)+
(1.14) + @, (x,,5,,0,..,0—?,(x,,5,,0, ..., 0)]
= (|A| @y + axy) |x3 =Xy " + (2] Gy + M) |55 — 54 |*

)

IIA

mit

E-2 _
(1. 15) M = a, +Lby+ by \NQn)' " *+ B, > bu{Ng;+8gi),

hierbei sind
k—1 191- j—l'_,—l £ )
(1.16 =3 W 3 [ u-mnwe

j=i+1 =)l y=0

1 H"’[k—l—f k=1—i—v . (2m)r-i-n+1

o Mo M e v—p k—p—i - L e

§=&—1-n -Zo v P = i = 2
(1.17) P=01,...k=2

1 P =23, ..
(1.18) B ={

0 firx k=1.
Aus (1. 12) folgt wegen (1. 14) und

T

frb,;(x. 5, u(s), ..., u'¥(s), ) cot s_—2x ds =

B f {Di(x, 5, u(s), ..o u®(5). ) = Dy (x, x, w(x), ..., w®(x), )} cot -S;x ds
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die Abschitzung
W (x)| = (|4 @, +M)2' nt,
und unter Verwendung des Hilfssatzes erhilt man
W (x2) =y (xy)| = {ey (|Aldry +ary) + 2 (|2 @y + M)} x5 — x|
Daher solien (vgl. (1. 13)) die Relationen
(|4 @y + M)2' o ar = N,
ey (A dy +a) + ey (|2 d + M) = L
erfillt sein, und es sei

(l 19) *=min{2 2 “T HN M L C,ﬂH—CZM}
Ay : flan"'"zau

wobei M durch (1. 15) bis (1. 18) definiert ist, ¢, und ¢, ergeben sich aus dem Hilfs-
satz. Ist daher |1/ =4*, so wird durch

n

B(x) = A(Y) = (-1} f‘pk(-", s, u(s), ..., u™(s), ) cot ._v—z.\‘ ds

(vgl. (1. 12)) die Menge H in sich abgebildet. DaB der Operator A(y) stetig ist,
kann analog zu [3], 298—299 gezeigt werden; die Kompaktheit der Menge der
Punkte B(x) folgt aus

|B(x)|=N;|B(x,)—B(x,)|=Llx,—x, "

Damit sind alle Vorausseizungen des Schauderschen Fixpunktsatzes (vgl.
[2], 201) erfiillt. Die Bedingungen (1.8) miissen wegen (1. 11) und (1. 7) gelten.

Bemerkung. Analoge Untersuchungen lassen sich durchfiihren, wenn man
dic Voraussetzungen (1.5) durch andere ersetzt (siche unten). Die Bedingungen
(1. 6) miissen wegen der Forderungen (1. 1) erhalten bleiben, da bei der Berechnung
des endlichen Bestandteils des divergenten Integrals in (1. 9) an den Stellen x = +n=n
Zusatzsummanden auftreten.

Die zu untersuchende Gleichung lautet jetzt (vgl. (1. 9))

k=1-i

o®(x) = Z( DFR(x, 7, ¢(), 4) | 7= cot #?]+
io3 k 11

+ 3 I E —m 0o, ) [ oot =5+

+(=1) fF"" (x. 5, @(s), ).)cot{;ids,

fiir die in den Summen auftretenden Funktionen hat man dann geeignete Beschrinkt-
heitsbedingungen sowie H-Bedingungen beziiglich der Verinderlichen x mit dem
Exponenten p, zu stellen.
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Satz 2. Die Voraussetzungen von Satz 1 seien erfiillt, auPerdem seien die in
x und s periodischen Funktionen ® ;. (x, s, u, ..., u™, 2); v=0,1, ..., k (vgl. (4))
stetig mit
(2. ]) |¢:.;m(v)(x, Oy M veiy u“), Il.)| = Ak’
(k)

(2 2) I¢£j_,(v1(x2, Sas Uy euey uﬁ”, Z)_(pl:’.iu(“)(xl sy Sps gy wees Uy }f)l =

k
= dk\".-r2 e xl["‘I T €y ;52 _sl;“ %f;w‘ |"g] S u'ii’}'

-
Dann kann die Integralgleichung (1. 12) fiir |A| < A**, wobei ** durch (2. 17) definiert
ist, mit der Methode der sukzessiven Approximationen gelist werden, und die Losungen
besitzen die in Satz 1 angegebenen Eigenschaften. Sind die Werte (1.7), die den
Bedingungen (1.5) und (1. 6) geniigen, eindeutig bestimmt, so ist auch die Lisung
der Integralgleichung (1.12) eindeutig bestimmt. Geniigt diese Funktion  den
Relationen (1. 8), so besitzt die nichtlineare Integrodifferentialgleichung (1.9) fiir
|4l < A** eine eindeutig bestimmte Losung mit den in Satz 1 angegebenen Eigenschaften.

BewEeis. Nach Wahl einer periodischen Funktion y4(x) mit den Eigenschaften
(1. 13) sollen die sukzessiven Approximationen

: ] - k—1 )
e =nt f‘p* [x’s’ ‘%E:T;-l-w,,(z)dw ol il

weny

=0 J!

(2.3)

dvug f%(f)dt-l-P,,_‘,l,b,,(s). ).] cot?ds; A= 1

betrachtet werden. Wie in Satz 1 wird gezeigt, daBb wenn /;(x) die Eigenschaften
(1. 13) besitzt, fiir |A|=4* auch y,,, diese Eigenschaften hat. Es sei

H,(t) = D 2(x3, 55, thy_ 1 (53) + t(tp(55) — 11 (52))s ...,
cees U (5) + 1 (1P (55) —ul® | (55)), 2)—
""(pi:',l(xl' Sis “n-l(sl)'i"(un(sl)_un—1(51))* s “:’91(31)*"("}-“ (1) —“:-k—’l(“'t))a A),

und es soll zur Abkiirzung

(2.4)

2.5 H,(t) = & ;(ID)—&; (1)
geschrieben werden. Nach dem Mittelwertsatz ist

(2. 6) H(t*) = H,(1) -H0); 0<r*<l,
Setzt man

(2.7) @,(x, s, 2) = Dp(x, 5, u,(5), ..., uP (), 1) = Py (x, 5, thy_ 1 (), ey u® 4 (5), 2),

so gilt ®,(x;,s;,0)=0, da die Funktionen tb,‘(x, 8, u(s), ... utM(s), 0) wegen (1. 2)
nicht von u;, ..., u® abhingen. Daher ist

W, (X3, 835 A) — @, (X1, 81, A) = Aoy 1 (%3, 52, D) —@p2(x1, 51, D); 0<i<i,
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und wegen (2. 7), (2. 4) und (2. 6) erhilt man
(2. 8) (%, 53, ) —o ;.5 , A= AHf1*); O<t*<l.
Aus (2. 4) folgt (vgl. (2.5))
H,(1) = Zk“p:,um(l[){“p(sz) up y (s2) —u(sy) +u  (s)] +
2.9) i=0
b 3 10 s (1D = B 1y (D] (1 (5) 2. s,).

i=0

Daher erhilt man aus (2. 8) und (2. 9) unter Verwendung von (2. 1), (2. 2), (1. 10),
(1. 11) sowie

Wa() =V i O] = 705 Wn(52) =¥ao 1 (52) =¥ (50) +¥u-1(5)] =

é?ulsz—slig; n=1,2,..

(2.10)
die Abschitzung

(2.11) |w,(x3, 52, D)—@,(xy,5,,4) = |4]y {hll-"z_-"li"'+h2|52"31i‘u}
mit
k
B (27()& v

k—2 o (27'[)* v
hy = 4,38 2 & +Q2r)' "+ 11 + Z i
i=0 (]‘_ )
(2.13)

k-2
X {f’h + Bx Zo Sei(Ng; + 80 + fivi— 1y N (2m)! ~F +fw.—L};

hierbei sind g, g; durch (1. 16). (1. 17) und f, durch (1. 18) definiert. Aus (2. 3)
und (2. 7) folgt

X

Wor 1t () =V, (x) = (=1 fw,,(.r. 5 2) cotﬁ_2 ds,

und hieraus erhiilt man wegen des Hilfssatzes unter Verwendung von (2. 11) die
Relationen

(2.14) Vs 1 ()= V()| = 207404y, bz,

(2.15) W1 (e2) =¥ (x2) = Wi 1 (6 ) + ¥ (X))] = | 4] 7a(erhy +e2l) Xy — x4 [".
Sind daher die Bedingungen

(2.16) |A|hy2 Rt <g=1; | (e hy + e hy)<=g=<1

erfiillt, so konvergiert wegen (2. 10), (2. 14) und (2. 15) die Folge der sukzessiven
Approximationen (2. 3). DaB die auf diese Weise konstruierte Funktion (x) =
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= lim ,(x) die einzige Losung der Integralgleichung (1. 12) ist, zeigt man analog
wie in [3], 303—305. Unter Verwendung von (2. 16) erhilt man

i o R R q
2.17 M = b s 4 1
i ) 2 o {’ : h, : Clhl"'f'zhz}’ ok

hierbei sind 4* durch (1. 19), A, durch (2. 12), &, durch (2. 13) definiert, ¢, und c,
ergeben sich aus dem Hilfssatz.
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