Das verallgemeinerte freie Produkt in primitiven
Klassen universeller Algebren 1')

RENATE LANCKAU

Herrn Professor O. Varga zum 60. Geburtstag gewidmet

I. Einleitung und Vorbemerkungen

Die vorliegende Arbeit ist ein Beitrag zu der Theorie des verallgemeinerten
freien Produktes universeller Algebren, die fiir gewisse spezielle Klassen algebraischer
Strukturen, verstreut in der Literatur iiber viele Arbeiten, mehr oder weniger aus-
fiihrlich dargestellt ist.

So wurde das verallgemeinerte freie Produkt mit mehr als einer amalgamierten
Unterstruktur in der primitiven Klasse der Loops von G. BATES in [2], in der primitiven
Klasse der Gruppen von B. H. NEUMANN und H. NEUMANN neben anderen Arbeiten
auch in [13], [14], [15] und [16] studiert, und es wurde mit mehr oder weniger
speziellen Amalgamen ferner in der Klasse der nichtassoziativen (linearen) Algebren
von Z. E. DipIDSE in [5], in der Klasse der assoziativen Ringe von P. M. CouN
in [3], in der Klasse der Verbinde von B. JONSSON in [9], in der Klasse der Boole-
schen Algebren auch von DWINGER und YAQUB in [6] und in der Klasse der Halb-
gruppen von J. M. HOWIE in [8] untersucht.

Es lag nahe, das verallgemeinerte freie Produkt fiir beliebige primitive Klassen
zu betrachten, um mdglichst allgemeine bzw. typische Aussagen beziiglich seiner
Eigenschaften und auch seiner Existenz zu erhalten. DalB allerdings bei dieser
allgemeineren Betrachtungsweise vor allem hinsichtlich der Existenzuntersuchungen
groBere Schwierigkeiten auftreten werden, ist von vornherein gewif3. Die Be-
schrinkung auf primitive Klassen scheint verniinftig zu sein, will man noch Existenz-
aussagen fiir das verallgemeinerte freie Produkt erwarten.

Die hier dargelegten Untersuchungen beziehen sich auf beliebige primitive
Klassen universeller Algebren, d.h., es werden Amalgame eine primitiven Klasse
und deren jeweilige verallgemeinerten freien Produkte in dieser primitiven Klasse
betrachtet. Auf diese Weise 1dBt sich eine einheitliche Darstellung der Theorie
des verallgemeinerten freien Produktes in primitiven Klassen angeben, und es
gelingt, fiir gewisse primitive Klassen aus der allgemeinen Theorie neue Aussagen
zu gewinnen. In Abschnitt II. wird das verallgemeinerte freie Produkt definiert.

') Erster Teil der gekiirzten Fassung der gleichnamigen, von der Martin-Luther-Universitét
Halle—Wittenberg angenommenen Dissertation der Verfasserin Halle 1968.
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Es werden zundchst notwendige Bedingungen fiir die Existenz — analog zur Gruppen-
theorie — angegeben. Die Definition erfolgt dann auf zwei verschiedene Weisen,
beide sind in gewissem Sinne konstruktiv; die Aquivalenz der beiden Definitionen
wird nachgewiesen. Existenzuntersuchungen werden dann in Abschnitt III. vor-
genommen. Es wird untersucht, inwieweit man Existenzaussagen iiber das verall-
gemeinerte freie Produkt in einer primitiven Klasse & auf & umfassende bzw. auf
in & enthaltene primitive Klassen iibertragen kann, und es wird gezeigt, daB das
verallgemeinerte freie Produkt im Durchschnitt zweier primitiver Klassen existiert,
wenn es in jeder der beiden Klassen vorhanden ist. Bei der Aufstellung notwendiger
bzw. hinreichender Bedingungen fiir die Existenz des verallgemeinerten freien
Produktes werden die Untersuchungen dann allerdings auf spezielle Amalgame
bzw. auf spezielle primitive Klassen beschrinkt. Amalgame mit nur einer amalgamier-
ten Unterstruktur werden in Abschnitt IV. im zweiten Teil dieser Arbeit behandelt.
Dort werden auch solche primitiven Klassen betrachtet, in denen auf Grund der
vorangegangenen Untersuchungen allgemeine Aussagen iiber die Existenz des ver-
allgemeinerten freien Produktes moglich sind. Insbesondere wird gezeigt, daB die
primitive Klasse der n-Quasigruppen und die primitive Klasse der Multioperator-
loops zu jedem Amalgam auch dessen verallgemeinertes freies Produkt besitzen
und daB die primitive Klasse der Multioperatorgruppen die Amalgamationseigen-
schaft hat. AbschlieBend werden zwei solche primitive Klassen von Multioperator-
gruppen betrachtet, bei denen die Existenzuntersuchungen auf die entsprechenden
Untersuchungen in der primitiven Klasse der Gruppen zuriickgefiihrt werden
konnen.

Wir wollen nunmehr einige wichtige Begriffe und ihre hier verwendeten Bezeich-
nungen aus der Theorie der universellen Algebra angeben. (Man vergleiche dazu
auch [4].)

Eine Q-Algebra A werden wir einfach Algebra nennen und fiir sie die gleiche
Bezeichnung wihlen wie fiir ihren Trager. Wir werden die einem n-dren Operator
w€ Q, < Q zugeordnete n-dre Operation selbst mit @ bezeichnen und das Ergebnis
der Anwendung der nm-dren Operation auf ein Elementesystem a,,a,, ...,a,€A4
mit a,a,...a,» oder mit g (i=1, 2, ...,n) angeben (mitunter auch w-Produkt
nennen). Da eine primitive Klasse & von Algebren (auch Mannigfaltigkeit von
Algebren; bzw. in der englischen Literatur ,,variety” genannt) durch Angabe des
Operatorenbereiches 2 und der Menge der identischen Relationen J eindeutig fest-
gelegt ist, fithren wir die Bezeichnung

KR=(QJ)

ein. Soll angedeutet werden, daBl die Algebra 4 zu der primitiven Klasse R gehort,
so werden wir von der K-Algebra A sprechen. Ferner sei daran erinnert, daB man
eine K-Algebra A durch eine Prisentation (in der englischen Literatur ,,presentation”)
angeben kann, in der Form

(1) A = K(E|R),

wobei E eine erzeugende Menge und R eine zugehdrige Menge von Relationen ist.
(Die identischen Relationen von R treten dabei in R nicht auf) Die identische
Abbildung einer Algebra A auf sich werden wir mit 1, bezeichnen. das Symbol
@|A bedeute die Einschrinkung der Abbildung ¢ auf 4; Monomorphismen werden



Das verallgemeinerfe freie Produkt in primitiven Klassen universeller Algebren 1 309

wir in Diagrammen mit »—), Epimorphismen mit—)), Isomorphismen mit »—)) be-
zeichnen.

Fiir das Folgende ist weiterhin der Begriff der R-Hiille (man vergleiche dazu [1])
in einer primitiven Klasse & von Algebren von Bedeutung:

Eine K-Algebra H heiBt K-Hiille einer Q-partiellen Algebra H,, wenn es einen
Homomorphismus & von H, in H gibt, so daB die {-Algebra H durch Hge erzeugt
wird (in Zeichen H=(H,e)), und jeder beliecbige Homomorphismus ¢: H, — A4,
A€ R, sich zu einem Homomorphismus ¢” von H in A fortsetzen 1aBt, derart, daB
e@p’'|Hy=@ ist.

Ist insbesondere der kanonische Homomorphismus & ein Monomorphismus
von H, in H, so soll H eine exakte K-Hiille heiBen und dieser Sachverhalt mit

H = (Hy)g
bezeichnet werden,

Es ist bekannt, daB es in einer beliebigen primitiven Klasse & von Q-Algebren
zu jeder Q-partiellen Algebra H, stets eine R-Hiille gibt. (Man vergleiche [1].) Un-
mittelbar klar ist andererseits, daB nicht zu jeder Q-partiellen Algebra H, eine exakte
SK-Hiille, 8 =(2, J), existieren mull. Die Existenz wird sowohl von & als auch von
H, abhingen. Existiert aber zu einer vorgegebenen Q-partiellen Algebra eine exakte
K-Hiille, so ist diese bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

Enthilt der Operatorenbereich € der primitiven Klasse & =(£, J) einen O-dren
Operator und ist das dadurch in jeder KR-Algebra ausgezeichnete Element 0 — wir
konnen es ohne Beschrinkung der Allgemeinheit in jeder Algebra von R gleich
bezeichnen — eine Einelementunteralgebra, so sagen wir, & sei eine primitive Klasse
mit 0. Esist zu beachten, daB3 in einem solchen Falle Q keine weiteren 0-dren Opera-
toren enthalten kann und in J die identischen Relationen{00 ... 0 @ =0 fiir alle w € Q}
auftreten. Diese primitiven Klassen mit O spielen nicht nur in der Theorie der freien
Produkte universeller Algebren eine besondere Rolle ([1], [4], [17]), sondern sie
erweisen sich auch beim Studium des verallgemeinerten freien Produktes als besonders
geeignete Klassen.

AbschlieBend soll noch auf ein Ergebnis von BARANOVIC hingewiesen werden,
auf das wir spiter zuriickgreifen wollen. BARANOVIC stellte in [1] Betrachtungen im
Durchschnitt zweier primitiver Klassen mit 0

K;=(Q",J;) und RK,=(Q?,J)

an, wobei sie voraussetzte, daB QN Q> =0 (0 als 0-drer Operator aufgefaBt)
ist und {00...0w=0 fir alle @€ QP S QP}CJ; fiir i=1,2 gilt. Die primitive
Klasse K =(QVUQ?, J,UJ,) ist dann der Durchschnitt von &, und K&,, und
BARANOVIC bewies mit dem Lemma von § 3 in [1] den folgenden Satz.

Satz 1. 1: Existiert zu einer (QV U Q®)-partiellen Algebra B, sowohl die exakte
K -Hiille als auch die exakte R,-Hiille, so existiert zu B, auch die exakte R-Hiille.
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II. Definitionen und Eigenschaften des verallgemeinerten
freien Produktes eines Amalgams universeller Algebren

Im folgenden sollen Algebren einer vorgegebenen primitiven Klasse & =(Q, J)
betrachtet werden.

Aus der Theorie der universellen Algebren sind verschiedene Maoglichkeiten
bekannt, aus einer vorgegebenen Familie von Algebren einer primitiven Klasse
R eine neue Algebra von R so zu konstruieren, daB diese dann die Eigenschaft hat,
freie K-Algebra ihrer Art zu sein: die freie Komposition, das freie Produkt (oder
die freie Summe), das direkte Produkt (oder die direkte Summe) von Algebren.
(Man vergleiche dazu auch [4].) Es soll nun eine weitere ,,Konstruktion™ in dieser
Art angegeben werden, nimlich die Bildung des verallgemeinerten freien Produktes.

§ 1. Notwendige Bedingungen; Amalgam von R-Algebren

Wir wollen zunichst die Frage kliren unter welchen (notwendigen) Bedingungen
man eine RK-Algebra A aus einer gegebenen Familie von K-Algebren {A4;};c; mit
vorgegebenen Unteralgebren {U};}, (i, j)€IX 1, (die U; mit jeI seien die Unteral-
gebren von A;, insbesondere sei Uj; 4 A;), so konstruieren kann, dal3
(2) es fiir alle i€/ Monomorphismen #; von A; in A gibt
und

bei diesen Monomorphismen die Durchschnittsbeziehungen

(3) AN Aj’fj = Uij’?i = Ujiﬂj- (i, j)eIxI
in A erfiillt sind.

Analog zu den entsprechenden Uberlegungen in der Theorie des verallgemeiner-
ten freien Produktes fiir Gruppen kann man auch hier sofort gewisse notwendige
Bedingungen, die an die {A4,},c,; und die {U};}, (i, j) € I X I, zu stellen sind, formulieren.
Der Beweis des folgenden Hilfssatzes, der fir den Fall der Gruppen von H. Neumann
([15]) angegeben wurde. ist analog zu fiihren.

Hilfssatz 2. 1: Die Familie {A;};c; von WK-Algebren mit den Unteralgebren
{U,,} und der Familie der Abbildungen {p;}. (i, j)€IXI, erfiille folgende Voraus-
setzungen:

(i) @;; sei ein Isomorphismus von U; auf Uy,

(ii) @;; sei zu @y invers,
(iti) U;; N Uy werde durch o;; isomorph auf U; (" U, abgebildet,
(iv) die Abbildung @@ stimme auf U;; () Uy, mit @ iiberein.

Ist dann I' eine i und j enthaltende Teilmenge der Indexmenge I, so wird der Durchschnitt

D; =tDrUfk
durch ¢;; isomorph auf
D; = Up
ker

abgebildet, und die Abbildungen @;;p;...0., und ©,Q,,,...¢., fiir beliebige aber feste
Indizes i bzw. y stimmen fiir die Elemente, fiir die sie beide definiert sind, iiberein.
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Wir koénnen daher notwendige Bedingungen fiir das vorliegende Problem
formulieren.

Satz 2.2: Um eine Familie von K-Algebren {A;};c; mit den Unteralgebren
{Uij Y, yerxr in eine K-Algebra A so einbetten zu kionnen, daf der Durchschnitt der
Bilder von A; und A; mit dem Bild von U;; bzw. dem von Uj; iibereinstimmt, ist not-
wendig, da8 Isomorphismen @;; von U,; auf U, existieren derart, dap fiir alle i, j€I gilt:

(i) ES fo ¢I'J'(pjl= ]U“"'
(i) @y; bildet U;(\ Uy isomorph auf U; N Uy ab.
(i) Auf Uy N\ Uy ist @0, = -

Analog zu den Bezeichnungen in der Gruppentheorie werden wir eine Familie
von Unteralgebren {Uj;}; jerxi, die beziiglich einer Famiilie von Isomorphismen
{®i;}. iyer 1 den Bedingungen des Satzes 2. 2 geniigt, eine Familie von amalgamierten
Unteralgebren nennen. Entsprechend definieren wir: Eine Familie von R-Algebren
{A;}ic; mit amalgamierten Unteralgebren {U;}q jycrxr heiBt ein Amalgam von
R-Algebren oder ein K-Amalgam.

Gibt es zu einem Amalgam 2 von K-Algebren

W:{A}icrs {Uij}‘ {0}, (i, j))eIxXI

eine K-Algebra A derart, daBl Monomorphismen ; von A, fiir jedes i € I in A existieren,
bei denen die Durchschnittsbeziehungen (3) erfiillt sind und dabei (n,|Uy;) (n,|U;) " =
=@;;, (i, J)EIXI, ist, so wollen wir sagen: Die Algebra A bettet das Amalgam
W ein, die n; sind die einbettenden Monomorphismen.

§ 2. Definition mit Hilfe von Priisentationen

Gegeben sei das Amalgam 2 der R-Algebren

Wildibicr, (Uphs {0y} GHEIXT
mit A; = K(E;|R;) und U;; = K(E;;|R;;), wobei E;; € A; giltund R;; geeignete Relationen

sind, die sich aus denen von R, herleiten lassen.JO:hnc Beschrinkung der Allgemeinheit
konnen die E; (ic]) als disjunkt angenommen werden, und da U;; vermoge ¢;;

isomorph zu U, ist, kann man die E;; bzw. E; sogar so wihlen, dal
def
Eji = {u;;, = Uijy @i | “urEEu}

ist, wobei u,;, alle Elemente von E;; durchlduft, wenn v eine geeignete Indexmenge
I';; durchlauft.
Dann betrachten wir die folgende R-Algebra

URb {“uv = Ujiys "’Eru}(i,nerxl] .

P=S(UE|
i€l

ier

P ist durch diese Prisentation als R-Algebra bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt
([4]). Diese K-Algebra besitzt nun folgende Eigenschaften:
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Satz 2. 3: Gibt es eine K-Algebra B, die das Amalgam von K-Algebren

{4 }iers {Uy)s {04} 5 (,j)eIXI

einbettet — 9, seien die einbettenden Monomorphismen —, so bettet auch die oben
angegebene K-Algebra P das Amalgam U ein — n; seien die einbettenden Monomor-
phismen —, und es existiert ein Homomorphismus ¢ von P in B derart, daf n,p =9,
fiir alle i€ 1 ist und dabei (Am; Ao = A0, A0, fiir alle i, jc I gilt.

Wir werden also zeigen, daB3 die Diagramme

Ai )J‘__)
B
fiir alle i€ 7 kommutativ sind und die genannten Durchschnittsbedingungen erfiillt

sind. Im Prinzip verlduft der Beweis dieses Satzes so_wie der des entsprechenden
Satzes in der Gruppentheorie ([13]).

Bewels. Zunichst erklidren wir Abbildungen n; von 4; in P fiir alle i€ I, dabei
bieten sich bei der speziellen Wahl des Erzeugendensystems von P die identischen Abbil-
dungen an: fiir ;€ E; sei e;y; = e, € P. Diese Abbildungen {;};c, lassen sich trivialer
Weise zu Homomorphismen von A; (i</) in die R-Algebra P fortsetzen — nach
dem Satz von Dyck ([4]) —, sie sollen wieder mit #; bezeichnet werden.

Wir definieren ferner eine Abbildung ¢ von |JE;SP in B durch die Fest-

ierI

setzung: e, = e;0, fiir alle i € I. ¢ denke man sich auf natiirliche Weise auf die Elemente
von P fortgesetzt. Dann kann man ziemlich einfach zeigen, die Voraussetzung,
dall B das Amalgam 2 mit den Monomorphismen {J;} einbettet, beniitzend, daB jede
der definierenden Relationen von P bei ¢ in eine in B giiltige Relation iiberfiihrt
wird. Daher kann man wieder nach dem Satz von Dyck schlieBen, daB ¢ ein Homo-
morphismus von P in B ist. Beschriankt man ¢ auf 4, fiir ein beliebiges aber fest-
gehaltenes i€ 7, so gilt nach Definition von ¢

p

ne = o,

woraus sofort folgt, daB »;, ein Monomorphismus von A4; in P und ¢ ein Monomor-
phismus von A; in B ist. DaBl dabei

U (U~ = @y

gilt, folgt unmittelbar aus der Konstruktion von P.
Es bleibt nun noch zu zeigen, daB die Durchschnittsbedingungen (3) in P erfiillt
sind. Auf Grund der identifizierenden Relationen gilt

: Uu’h — Uji'?j & Ai'?inAj'?j-
Sei u€Am;NAm;, so ist '
u(PEA‘(S‘nAJéj = U,'jél' = LIJ'I'(SJ"
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und daraus folgt, daB ue =u'6;=(u'n;)e fir ein u’ € Uj; ist. Da @|4;; ein Mono-
morphismus ist, gilt also u=uy;, d.h., es ist

ucUyn; = Uyny,
womit (3) gilt. DaB schlieBlich die im Satz genannte Beziehung

(AimNAm) e = A4;0,(1 4;0;
gilt, ist offensichtlich.

Mit Hilfe dieses Satzes 2. 3 kann man nun in der iiblichen Weise zeigen, daB,
falls es eine K-Algebra gibt, die das Amalgam 2 einbettet, die K-Algebra P unab-
hingig von der Wahl der Prisentationen der A;, i€/, ist, P also bis auf Isomorphie
durch ein vorgegebenes Amalgam eindeutig bestimmt ist. Wir konnen daher de-
finieren:

Definition: W: {A;=R(E|R)}ier, {Uy}, {0y}, (i.j)EIXT sei ein Amalgam
der primitiven Klasse . Bettet die K-Algebra

P= R(UE,- UR;, {u;j, = uijy@i;; "Eru}(i.,nuxf]

i€l i€l

dieses Amalgam ein, so heille sie das verallgemeinerte freie Produkt von 2 in K.

DaB nicht zu jedem Amalgam von R-Algebren ein verallgemeinertes freies
Produkt zu existieren braucht, ist schon von der primitiven Klasse der Gruppen
her bekannt ([13], [15]). Zwar kann man die Algebra P durch ein vorgegebenes
Amalgam stets bilden, das Problem ist aber zu zeigen, daB dieses P das Amalgam
auch einbettet. Allgemeine Aussagen hinsichtlich der Existenz des verallgemeinerten
freien Produktes diirfte man bei so allgemeiner Betrachtungsweise (beliebige
primitive Klasse, beliebiges Amalgam) kaum erwarten konnen. Das verallgemeinerte
freie Produkt eines Amalgams kann man andererseits auch mit Hilfe des Hiillen-
begriffes ..konstruieren™, was sich hinsichtlich der Existenzuntersuchungen mit-
unter als glinstig erweisen wird.

§ 3. Definition mit Hilfe der exakten K-Hiille

Vorgegeben sei das Amalgam von K-Algebren

Q[:{AE}EED {Uij}a {(pij}s (LJ)EI)( !9
und ohne Beschrinkung der Allgemeinheit wollen wir annehmen, daf} die {-Algebren

A;, i€ I, elementefremd seien. Wir bilden die mengentheoretische Vereinigung dieser
K-Algebren
By = UAi
i€l

und werden auf dieser Menge ein Aquivalenzrelation einfithren: Fiir a, b€ B, gelte
a~ b dann und nur dann, wenn ein @;; aus {@;; };, jyerxr existiert derart, daB agp;; =5
ist.

Man bemerkt sofort. daB danach aus a~b und a, b€ A; S B, die Gleichheit
a=>b folgt und daB aus a~ b mit a€ 4;, b€ A; (i #j) geschlossen werden kann, daB
acU;; und beUj; ist.

Diese bindre Relation ist offenbar reflexiv und symmetrisch, sie ist auch tran-



314 Renate Lanckau

sitiv, beriicksichtigt man, daB mit 2 ein Amalgam vorliegt, Hilfssatz 2. 1 also gilt.
B, sei die durch diese Aquivalenzrelation auf B, bestimmte Quotientenmenge.
Mit @€ B, werden wir die Klasse von B, bezeichnen, in der a< B, liegt. Auf B,
werden die Operatoren w€Q,SQ (n=1) jetzt nur fiir solche Tupel a,¢ B,
(k=1,2, ..., n) erklirt, in denen jedes a, mindestens ein Element a4, aus ein und
demselben A4; enthdlt, und zwar sei
aya,... ﬁnwd—cral a, ...a,n

mit a,, a,, ...,a,€ A; und a,a,...a,w€c A;. DaB es sich dabei tatsichlich um eine
n-are Operation handelt, d.h. daB diese Definition eindeutig ist, unabhingig von
der Wahl der Vertreter der Klassen, 1dBt sich schnell nachpriifen. Die 0-dren Operato-
ren konnen auch auf B, definiert werden. Sei @, € Q,, so entspricht diesem 0-iren
Operator ein Element in jedem A; (i€7), und dieses liegt in jedem U;; (j€17). In B,
bilden diese dem O-dren Operator w, entsprechenden Elemente daher eine Klasse,
und dieses Element von B, werde dem 0-iren Operator @, zugeordnet.

Mit dieser Q-partiellen Struktur ist die Menge B, eine Q-partielle Algebra.
Die eineindeutigen Abbildungen von 4; in B,

sind auf Grund dieser Q-partiellen Struktur sogar Monomorphismen von 4, in B,
fur jedes i€/. DaB dabei (3;|U;)(9;|U;)"" =g;; gilt, folgt aus der Definition der
{0;}ic; und der in B, erklirten Aquivalenzrelation. Weiter ist
A[(SIQAJ(SJ = Uijai s U_uéj-

Gibt es nun zu dieser Q-partiellen Algebra B, eine exakte K-Hiille B=(B,)g, so ist
B eine K-Algebra, die das Amalgam ¥ einbettet. Der Einfachheit halber werden wir
den kanonischen Monomorphismus von B, in B — falls es ein solches B gibt — mit
I, angeben. Wir konnen jetzt den folgenden Satz beweisen, der die Isomorphie

der beiden aus einem vorgegebenen Amalgam A | konstruierten” $R-Algebren
B=(By)q und P (man vergleiche §2) sichert.

Satz 2. 4: Existiert zu der Q-partiellen Algebra B, die exakte K-Hiille B, so
existiert in & auch das verallgemeinerte freie Produkt P des Amalgams U, und es gilt
P=B.

Beweis. Der erste Teil der Behauptung folgt unmittelbar aus obigen Bemer-
kungen und aus Satz 2. 3. Wir zeigen noch, daB die Isomorphie P= B gilt. Dazu
benutzen wir die in Satz 2. 3 gegebenen Bezeichnungen. Es gibt einen Homomor-
phismus ¢ von P in B derart, daB ;¢ =4, ist, und es gilt fiir i, j€/

Da B=(B,), ist, ist ¢ sogar ein Homomorphismus von P auf B. Fiir jedes i€/
1aBt sich also das folgende kommutative Diagramm angeben:
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Andererseits 1Bt sich ein Homomorphismus ¢ von B, in P wie folgt definieren:
‘b-(A'é!) cl:l'w def‘S ]

Dieses ¢ ist eine (eindeutige) Abbildung von B, in P_. da ¥ auch auf den nicht-
leeren Durchschnitten A6, A4;0;,=U;6,=U;9;, (i,j)eIxX], eindeutig definiert
ist, wie man durch ,,Ausrechnen” sofort bestatigen kann. i ist sogar ein Homo-
morphismus von B0 in P, denn die Operatoren von Q wurden (partiell) in B, dadurch
erklirt, daB man sie auf die entsprechenden Operationen in den A; zuriickfiihrte
und ~' und n; sind Homomorphismen. Nun 1Bt sich i zu einem Homomorphtsmus
¥’ von B in P fortsetzen, wobei y’|B, =1 gilt. Y ist sogar ein Homomorphismus
von B auf P, denn jedes Wort aus P ist ein Wort in Elementen von |J 4;n;. Das
oben angegebene Diagramm ldBt sich vervollstindigen: il

i 2
A; > > P
&I /:,T ]
B, > - B
o
@y’ ist ein Homomorphismus von P auf sich, dabei gilt fiir alle i € 7 und jedes a; € 4;

die Bezichung
(@)oY’ = (ad )" = (ad)y; = am;,

oy |(Am) = ]Am
Da die {An;};c, die K-Algebra P erzeugen, ist @y’ =1,. Daraus folgt, daB ¢ ein-
eindeutig ist und somit ein Isomorphismus von P auf B ist.

Aus diesem Satz werden wir in Abschnitt IV. Existenzaussagen fiir das verall-
gemeinerte freie Produkt in gewissen primitiven Klassen gewinnen kdnnen.

Existiert das verallgemeinerte freie Produkt eines Amalgams 2l von K-Algebren,
so hat man jetzt zwei Moglichkeiten, diese R-Algebra zu bilden. Welche von beiden
,.Konstruktionen” die geeignetere und aussagekriftigere ist, sei dahingestellt. Das
Existenzproblem wird im Falle der Konstruktion iiber die Q-partielle Algebra
B, auf die Frage zuriickgefiihrt, ob zu B, die exakte K-Hiille existiert. Dieses Problem
diirfte in dieser Allgemeinheit nicht weniger schwierig sein als die Suche nach einer
R-Algebra, die ein Amalgam 2 von R-Algebren einbettet. Wie schon erwihnt,
wird eine umfassende Antwort auf diese allgemeinen Existenzfragen nicht gegeben.
Wir werden uns vielmehr auf die Untersuchung beliebiger Amalgame spezieller
primitiver Klassen bzw. spezieller Amalgame (solche mit nur einer amalgamierten
Unteralgebra) in bestimmten primitiven Klassen beschrinken.

Es soll vorher noch bemerkt werden, daB die Existenz des verallgemeinerten
freien Produktes eines Amalgams von R-Algebren eine Eigenschaft endlichen
Charakters dieses Amalgams ist. D.h., man kann zeigen, daB das verallgemeinerte
freie Produkt P des Amalgams [ genau dann existiert, wenn es fiir jedes endliche
Unteramalgam von 2 das verallgemeinerte freie Produkt gibt.?)

d.h., es ist

?) Man vergleiche dazu die gleichnamige Dissertation.
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IIl. Existenzuntersuchungen des verallgemeinerten
freien Produktes in primitiven Klassen

§ 4. Amalgame mit mehreren amalgamierten Unteralgebren

Es soll jetzt ein beliebiges Amalgam 2 einer primitiven Klasse betrachtet und
untersucht werden, inwiefern man Existenzaussagen iiber das verallgemeinerte
freie Produkt des Amalgams 2 von der jeweiligen primitiven Klasse auf sie um-
fassende oder in ihr enthaltene primitive Klassen iibertragen kann.

Mégen R =(Q",J’) und K =(Q, J) zwei primitive Klassen mit Q'€ Q und
J' S J sein, es ist also K S K", Insbesondere ist jedes K-Amalgam U zugleich auch
ein K’-Amalgam.

Folgerung 3. 1 aus Satz 2. 3: Existiert zu einem K-Amalgam N in K das verall-
gemeinerte freie Produkt P, so existiert auch in K das verallgemeinerte freie Produkt
P’ des K'-Amalgams .

Interessanter und auch schwieriger ist die Frage, ob und unter welchen Voraus-
setzungen man etwas iiber die Existenz des verallgemeinerten freien Produktes
eines R-Amalgams in & aussagen kann, wenn bekannt ist, daB das verallgemeinerte
freie Produkt dieses R-Amalgams (als R’-Amalgam aufgefaBt) in K existiert. In
gewisser Weise, allerdings unter ziemlich einschrinkenden Voraussetzungen, gibt
der folgende Satz darauf eine Antwort.

Wir setzen dabei voraus, daB Q,(< Q) nur aus einem einzigen O-dren Operator
0 besteht, Q" die 0 und mindestens alle die Operatoren enthélt, die in den identischen

Relationen
IN{00...00=0, falls 00..0w=0€J mit wecQ}

auftreten, und Q'S Q ist, und dal
IN{00...00=0, falls 00..0w=0¢cJ mit weQ}SJ,
aber J' £ J gilt. Damit 1Bt sich der folgende Satz formulieren.
Satz 3.2: Ist R =(Q', J') eine primitive Klasse mit 0 und existiert zu dem Amalgam
W:{A}icr (U} {05} (i, j)eIxXI

von Algebren der primitiven Klasse { =(Q,J) mit Q2 Q" und J=2J’, wobei Q" und J’
den oben genannten Bedingungen geniigen méogen, in der primitiven Klasse K’ das verall-
gemeinerte freie Produkt P’, so existiert auch in ] das verallgemeinerte freie Produkt
von A.

BEWEIS. P’€R’ bettet 2 ein, bezeichnen also die {;};c; die einbettenden
’-Monomorphismen, so gilt

4) i UD lUD " = @y
und
3) Ay nAj’i';‘ = Ufj”; = Ujiﬂ}-

Wir werden jetzt durch geeignete Festsetzungen die Q-Struktur von A4; (i€l) auf
Ami (i€l) in P’ iibertragen und somit der Q’-Algebra P’ eine Q-partielle Struktur
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-geben. Dazu erkliren wir w€ Q,E Q\ Q' (n=1) genau fiir solche Tupel p,, p,, ...,
Pp.EP’, fiir die ein i€/ existiert, so daB p,, p,, ..., p,€ Am; ist, gilt dann p, =a.n;,
k=1,2,....,n(a.€A,), so sei

PiP2 - P = (aya, ... a,0)n] .

DalB diese Zuordnungsvorschrift fiir alle diese w € Q eindeutig ist — auch fiir die
Elemente des Durchschnitts A;n; (1 4;n; — zeigt man leicht, man muB nur beachten,
daB die amalgamierenden Abbildungen ¢;; Q-Isomorphismen sind und P’ das
Amalgam 9 einbettet. Die K’-Algebra P’ liBt sich daher als Q-partielle Algebra
auffassen, die einbettenden Q’-Monomorphismen {i;} sind vermdge dieser Vor-
schrift sogar Q-Monomorphismen, die den Beziehungen (4) und (5) geniigen. Die
Q-partielle Algebra P’ bettet daher das Amalgam 2 sogar Q-monomorph ein.

Aus dieser Q-partiellen Algebra P’ wird nun eine S-Algebra konstruiert, die
A einbettet. Dazu bilden wir eine aufsteigende Folge von Q-partiellen R’-Algebren:

a=r,
H, = P’:fﬂ}ﬂ’(mpz ces Pp®)

mit P]spzy "'QP“EP’Q
aber PP P,@E P, weQR,SQ.

H, sei also das freie Produkt in &” von P’ und den freien K"-Algebren, die durch
die Elemente der Form p,p,...p,® erzeugt werden. Da K nicht nur eine primitive
Klasse ist, sondern sogar eine solche mit 0, existieren nicht nur die freien '-Algebren,
sondern auch die angegebenen freien Produkte. H, ist somit eine K’-Algebra mit
einer Q-partiellen Struktur. So fahre man fort; sei

H, = H,_ % TS (hy hy ... h,o)
*

mit hy,hy, ..., h,€H,_,,
hyhy,.. howiH, ,, ©weQ,SQ,

H, ist wieder eine K’-Algebra mit Q-partieller Struktur. Von dieser aufsteigenden
Folge
H,CH, S H,S .S H,C..

bilde man die (mengentheoretische) Vereinigung
H = U Hk.
k=0

Dann ist H eine Q-Algebra mit den identischen Relationen J’. H ist aber sogar eine
Algebra der primitiven Klasse & =(€Q, J), denn sollte es in J Relationen der Form
00...00 =0, m€ Q\ Q" geben, so sind diese in der Q-partiellen Algebra P’ bereits
erfiillt, da 0€ 4, und A4;€ 8 und Oy; =0 fiir alle /€[ ist. Diese K-Algebra H bettet
dann aber auch das Amalgam A ein und die Anwendung von Satz 2. 3 vollendet
den Beweis.
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Folgerung 3.3 aus Satz 3,2 und Satz 2. 3: Die oben konstruierte RK-Algebra
H ist isomorph zu dem verallgemeinerten freien Produkt P des S-Amalgams .

Bewels. Mit obigen Bezeichnungen und nach Satz 2 3 ergibt sich fiir jedes
i€l folgendes kommutative Diagramm:

A;‘)——'Z‘:—-—bp

'25/

H

wobei also n,¢ =n; (i€I) ist. Ferner ist @|4;; ein Isomorphismus von A;; auf
Ami, und da die Elemente der {4;n; };c; die Algebra H erzeugen, ist die Abbildung
¢@ ein Homomorphismus von P auf H. Wir zeigen noch, daB ¢ eineindeutig ist.
Dazu definieren wir eine Abbildung

o amn; —~ a;
fiir alle ;€ 4; und alle i€ . Fassen wir |J Ay, als Erzeugendenmenge von H auf,
lEI

so ist o eine Abbildung von dieser Menge in P. Diese Abbildung 1iBt sich zu einem
Homomorphismus von H in P fortsetzen, denn die Relationen von P’ gehen bei
o in solche von P iiber. H besitzt nach Konstruktion auBBer diesen und den iden-
tischen Relationen, die offenbar auch in P gelten. keine weiteren Relationen.
Ferner ist ¢ ein Homomorphismus von H auf P, und somit ergibt sich fiir jedes i€ /:

7

Al >—/—— P
A
H

Dabei ist i LR
Daraus folgt wieder, daB ¢o =1, ist, und es ergibt sich, daB ¢ ein Isomorphismus
von P auf H ist.

Schriankt man die Untersuchungen auf primitive Klassen mit 0 ein, so kann
man auf eine andere Frage, nimlich auf die, ob das verallgemeinerte freie Produkt
im Durchschnitt zweier primitivcr Klassen existiert, wenn es in jeder der beiden
Klassen vorhanden ist, eine positive Antwort geben.

], =(QW, J,) und ], =(Q?, J,) seien zwei primitive Klassen mit 0, Q1) 1 Q»
bestehe nur aus dem O—aren Operator 0. Der Durchschnitt von &, und R, ist dann
die primitive Klasse

| = ] NK, = Q@VUAD, J,UL,).
Beachtet, man, daB sowohl K< &, als auch K C &, gilt, so kann man folgenden
Satz beweisen.

Satz 3. 4 Existiert zu dem K-Amalgam
W:{A}ier. (U} {04} (i, j)eIX1
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sowohl in &, als auch in ], das verallgemeinerte freie Produkt, so existiert es auch
im Durchschnitt R =R, NK,.

BewEls. Man beniitze die Konstruktion des verallgemeinerten freien Produktes

iiber die exakte K-Hiille. GemiB § 3 bilde man |J 4, und dann die Quotientenmenge
icr

By, auf der eine (QWU Q®)-partielle Struktur erklirt werden kann. Nach der
Voraussetzung und Satz 1. 1 folgt dann unmittelbar die Behauptung.

Bleiben wir in unseren Betrachtungen bei den primitiven Klassen mit 0, so
kann man eine, wenn auch ziemlich spezielle, hinreichende Bedingung fiir die Existenz
des verallgemeinerten freien Produktes eines Amalgams 2 angeben.

Satz 3. 5. K sei eine primitive Klasse mit 0;
g[:{AI'}I'EI’ {Ul'j}, {(pij}: (ls.f)éle

sei ein Amalgem von K. Existiert zu jedem i€l eine Familie von Endomorphismen
{eij}jcr von A; auf Uy; derart, daf

g; fir j=k,
&8y = o : . o b
0 fr JAk 12k 1]
gilt, so existiert in \ das verallgemeinerte freie Produkt dieses Amalgams .

Bewels. Wir bemerken zunichst, daB auf Grund der Voraussetzungen nur
solche Amalgame in Betracht kommen, bei denen fiir alle i, j, k€1 (i #j, i k. j Zk)

U*lﬂUkj = 0

ist. Jede K-Algebra A4; (i€ ) und jede ihrer Unteralgebren U;; denke man sich durch
eine Prisentation gegeben und die K-Algebra P gebildet (wie es in Satz 2. 3 aus-
gefiihrt wurde). Wir werden mit Hilfe der gegebenen Voraussetzungen zeigen, dal3
die Homomorphismen 7; von A4; in P fiir alle i€ / Monomorphismen sind und daB
dabei die gewiinschten Durchschnittsbeziehungen (3) mit

iU milU) " = @y
in P gelten.

Sei k ein beliebiger, aber festgehaltener Index aus 1. Wir zeigen, daB »n, ein
Monomorphismus von A4, in P ist. Dazu definieren wir Abbildungen ¥, von A4; (i€ 1)
in A, durch folgende Festsetzung:

Vi & eq@u  (insbesondere ist also =1 A

Yy ist offenbar ein Homomorphismus von 4; in A4, fiir jedes i€ 1. Ferner geben wir
cine Abbildung ¢™® von P in A, durch folgende Vorschrift an: Fiir jedes ¢,€ E;, i€ [,
sei

(‘-’i’h)‘!’mget'abu-

@™ ist mit dieser Definition eine Abbildung des Erzeugendensystems von P in A,.
Man kann sich @™ auf natiirliche Weise auf die Worter von P fortgesetzt denken.
Um zu zeigen, daB @™ ein Homomorphismus von P auf A4, ist, muB man wieder
nachweisen, daB die definierenden Relationen aus P bei ¢® in giiltige Relationen
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in A; iibergehen. DaB die Relationen aus U R; in Relationen iibergehen, die in

A, gelten, folgt sofort aus der Tatsache, daB d1e Yy fuir alle i€/ Homomorphismen
sind. Wir haben noch die identifizierenden Relationen in P zu betrachten:

; Uijy = Uijy M = UjiuNj = Ujiy-
Nun ist
HU‘., i=k,
“uwth’m = U Wa = Uy, 7k, Jj=Kk,
| 0, ik, jJuk,
und

U o™ = upVp = Uy, ik, j=k,

Vergleicht man entsprechende Fille, so findet man

(wjm) @™ = (u;,m) 0™ .

Also liBt sich @™ zu einem Homomorphismus von P auf A, fortsetzen, ist insbe-
sondere i =k, so ergibt sich
me® = Y, = | P

Daraus folgt nun aber sofort, daB », ein Monomorphismus von A, in P ist. Da k
beliebig aus / gewihlt war, folgt, daB fiir alle i€/ die Homomorphismen »; Mono-
morphismen von A; in P sind und dabei auf Grund der Konstruktion von P auch

) mlUy) m\U;)~ = o@;; fir (i,j)eIx]I
ist.

Es bleibt noch die Giiltigkeit der Durchschnittsbeziechungen (3) nachzuweisen.
Dabei geniigt es, diese Durchschnittsbeziechungen fiir den Fall j=k (dies soll das
oben beniitzte k sein) zu betrachten. Nach Konstruktion von P gilt sicher

Unny = Ugme © Ain, O Ay

Sei a€ An; N A, dann gibt es ein b€ A; und ein c€ A, derart, daB a=»bn; und
a=cn, ist. Bildet man a bei ¢™® ab, so erhiilt man einerseits

ap™ = (en) o™ = ey = ¢
ap™ = (bn) o™ = byry€ Uy.
Daher ist c€ Uy;, und folglich ist

und andererseits

a = e € Ui,

womit (3) erfiillt ist. P ist somit das verallgemeinerte freie Produkt von 20 in K.

DaB diese in Satz 3.5 formulierte hinreichende Bedingung fiir die Existenz
des verallgemeinerten freien Produktes eines Amalgams nicht notwendig ist, ist
offensichtlich.
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Aus Satz 3. 5 lassen sich unmittelbar zwei Folgerungen herleiten:

Folgerung 3. 6 aus Satz 3.5: Ist | eine primitive Klasse mit 0, so existiert
zu jedem K-Amalgam A der Form
A JA; = T3 U\ AUk o) (i, j)eIXI
| vel  Jielsr

in K das verallgemeinerte freie Produkt.

( g_iU,, bezeichne dabei das freie Produkt der U, in &, d.h., die {U};};¢, treten
als ,freie Faktoren™ in 4; auf.)

Folgerung 3.7 aus Satz 3.5: Ist K& eine primitive Klasse mit 0, so existiert
zu jedem K-Amalgam U der Form
QII-{A: = éﬂ Un} ok {Us}: {04} @,j)elxI

iel=r

in & das verallgemeinerte freie Produkt.
( 2'qU;, bezeichne die direkte Summe der U, in &) In beiden Fiillen sind die
vel

Voraussetzungen von Satz 3. 5 erfiillbar.

Nach JONnssoN [10] wollen wir definieren: Eine primitive Klasse K besitzt
die Amalgamationseigenschaft genau dann, wenn in & zu jedem Amalgam mit nur
einer amalgamierten Unteralgebra stets das verallgemeinerte freie Produkt existiert.

Primitive Klassen mit Amalgamationseigenschaft sind zum Beispiel die primitive
Klasse der Gruppen, die der abelschen Gruppen und die der Booleschen Algebren;
weitere Beispiele finden sich in Abschnitt 1V.

Fiir solche primitive Klassen ldft sich eine notwendige und hinreichende
Bedingung fiir die Existenz des verallgemeinerten freien Produktes angeben. Es
handelt sich dabei um eine Verallgemeinerung des entsprechenden Satzes fiir Gruppen,
namlich des Reduktionssatzes von H. NEUMANN.

Satz 3. 8: K sei eine primitive Klasse mit Amalgamationseigenschaft. Das ver-
allgemeinerte freie Produkt P des K-Amalgams

W {A}icr. Uy} {0} (i, j)eIxI
existiert genau dann, wenn das verallgemeinerte freie Produkt U des K-Amalgams
WU iers (U} {0i) (i, j)eIxXI

in K existiert. Dabei sei die R-Algebra U; (icl) die von den Algebren {U;;};c, in A,
erzeugte Unteralgebra.

Zum Beweis nehme man an, daB die zu bildenden verallgemeinerten freien Pro-
dukte die Ausgangsalgebren identisch enthalten. Dann verliuft der Beweis genau so
einfach wie im Falle der Gruppen, man vergleiche dazu [14] und beniitze Satz 2. 3.

Aus diesem Satz folgt dann unmittelbar der bekannte entsprechende Satz fiir
die primitive Klasse der abelschen Gruppen ([14], [16]). Auch die entsprechende
Folgerung fiir die primitive Klasse der Booleschen Algebren diirfte interessant sein.

Wir wollen die Untersuchungen hinsichtlich der Existenz des verallgemeinerten
freien Produktes eines beliebigen Amalgams mit einer notwendigen Bedingung
abschlieBen, die es gestatten wird, in gewissen primitiven Klassen Amalgame anzu-
geben. fiir diec das verallgemeinerte freie Produkt in diesen Klassen nicht existiert.

21 D
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Dazu fithren wir den Begriff des durchschnittstreuen Enthaltenseins einer
primitiven Klasse 8 =(€, J) in einer anderen primitiven. Klasse K" =(Q’, J’) ein.

Definition: K ist durchschnittstreu in K enthalten genau dann, wenn K S K’
und jeder nichtleere Durchschnitt je zweier in einer {’-Algebra enthaltener K-Al-
gebren (in dieser R’-Algebra) stets wieder eine R-Algebra ist.

Es sollen einige Beispiele fiir durchschnittstreues Enthaltensein — ohne Beweise —
angegeben werden:

1. Die primitive Klasse R=(Q,J) ist durchschnittstreu in der primitiven
Klasse 8 =(2,J’) mit J'SJ enthalten.

2. Die primitive Klasse ! = (£, J) ist dann durchschnittstreu in der primitiven
Klasse & =(Q’, J’) enthalten, wenn J°SJ und Q'€ Q ist und ™\ Q" nur aus be-
ziiglich Q" hauptderivierten Operatoren besteht.

3. Die primitive Klasse der Gruppen ist durchschnittstreu in der primitiven
Klasse der Halbgruppen enthalten.

4, Die primitive Klasse der Ringe ist durchschnittstreu in der primitiven Klasse
der Semiringe enthalten.

5. Die primitive Klasse der Loops ist durchschnittstreu in der primitiven
Klasse der Quasigruppen enthalten.

6. Die primitive Klasse der Booleschen Algebren ist durchschnittstreu in der
primitiven Klasse der distributiven Verbinde mit 0 und 1 (beide als 0-dre Operatoren
aufgefaBt) enthalten.

DaB die beiden Begriffe ,,Enthaltensein einer primitiven Klasse 8 in einer anderen
primitiven Klasse " und ,,durchschnittstreues Enthaltensein von R in & " nicht
identisch sind, ist offensichtlich. Es soll nun die angekiindigte notwendige Bedingung
angegeben werden.

Satz 3.9. Die primitive Klasse & =(, J) sei durchschnittstreu in der primitiven
Klasse K" =(Q’, J’) enthalten. Ist

Wi{A}icrs (Ui} {04) (i,j)eI X1

ein Amalgam von K’, und sind alle A; (i€ 1) sogar KR-Algebren, so existiert das ver-
allgemeinerte freie Produkt P von U in K’ nur dann, wenn U ein K-Amalgam ist,
d.h., wenn samtliche U;;(j€I)in A; (i € I) K-Unteralgebren und die @;; Q-Isomorphismen
sind.

BEwEls. Angenommen das verallgemeinerte freie Produkt P von 2 existiere
in K" die {n;};c; seien die einbettenden Q’-Monomorphismen. Dann besitzen die
St’-Algebren A;n; und An; in P den Durchschnitt

Ay (VA = Uymy = Upny;, (i, j)eIX I
Die A; ( €17) sind nach Voraussetzung S-Algebren: ihre Q-Struktur ldBt sich vermoge
folgender Festsetzung auf die Bilder A4, libertragen: Fiir € Q,SQ\ Q" (n=1)
und py, Pas ooy Pa€ A mit po=au;, k=1,2, ..., n, gelte
P1Pz - Puwgir(fh aj ... a,W) ;.

Ist w,€ Q, S O\ ', soist durch w, in A4; (i€]) genau ein Element ausgezeichnet,
und dessen Bild bei ; sei das dem w, in Ay, zugeordnete Element. Mit dieser
Festsetzung sind die w € Q\ Q" so auf A4;n; erklirt, daB die A4;n; K-Algebren in
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der K’-Algebra P und die Q’-Monomorphismen #; sogar 2-Monomorphismen
von A; auf A4;n;, also Q-Isomorphismen von A4; auf A;5; sind. Nach Voraussetzung
miissen dann die Durchschnitte

Ai'hnA;"b =Ujn = jilly

in P auch K-Algebren sein. Da ferner ;! ein Q-Monomorphismus von A4,4; auf

A; ist, folgt, daB die Uj; (jeI) R-Unteralgebren von A; sein miissen und die

Abbildungen
@i = (:|Uyy) (’?j'U;:)_l

Q-Isomorphismen fiir alle (i, j) €7 %1 sind.

Folgerungen aus diesem Satz und den vorausgegangenen Bemerkungen ins-
besondere fiir Amalgame mit nur einer amalgamierten Unteralgebra werden im
Teil 11 dieser Arbeit angegeben werden. 3)

Bei der Abfassung dieser Arbeit erhielt ich von Herrn Prof. Dr. A. KERTESZ
wertvolle Hinweise, fiir die ich ihm hiermit herzlich danke.
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