Die Verallgemeinerung des zentralen
Einschneideverfahrens auf den n-dimensionalen Fall

Von J. SZABO (Debrecen)

Einleitung

Im Jahre 1937 hat L. ECKHART in seiner Arbeit: ,,Affine Abbildung und Axono-
metrie”” ([1]) ein praktisches und schnelles Verfahren gegeben, um ein axonometrisches
Bild des Gegenstands zu konstruieren. Aus zwei, in der Bildebene liegenden axono-
metrischen Bildern des Objekts kann man mit zwei parallelen Projektionen sein
drittes axonometrisches Bild herstellen. Die axonometrischen Bilder darf man
beliebig auf eine Bildebene legen und dafiir je ein paralleles Strahlenbiischel wahlen.
Bezeichnen wir mit P einen beliebigen Punkt des Gegenstands und seine axono-
metrischen Bilder mit P* und P”; es seien dic zum Punkt P’ und P” gehérenden
Strahlenbiischelelemente p’, bzw. p”-(p"#p”). Die Abbildung P - P°, wo P* der
Schnittpunkt der Geraden p” und p” ist, fiihrt zum axonometrischen Bild des Gegen-
stands. Wenn p” und p” speziellerweise gewihlt sind, kann das neue axonometrische
Bild affin zu einem Mongeschen Bild des Objekts sein, welches sich durch einc
perspektive Affinitit mit einem Mongeschen Bild ersetzen ldBt. (z. B. [3], [5]). Das
Einschneideverfahren Eckharts wird in der Praktik dann angewandt, wenn die
Mongeschen Bilder als Ausgangsbilder beniitzt werden.

Das Einschneideverfahren von Eckhart ldBit sich nach mehreren Richtungen
verallgemeinern. Eine Vefallgemeinerung bildet das zentrale Einschneideverfahren,
wobei die Perspektiven ([3]. S. 124—125.) des Gegenstands (statt seiner axonomet-
rischen Bilder) stehen, und nicht paralelle, sondern zentrale Strahlenbiischel beniitzt
werden. Bei diesem Verfahren kann man die Perspektiven und die zentralen Strah-
lenbiischel nicht beliebig aufnehmen. In der Arbeit [4] befinden sich notwendige
und hinreichende Bedingungen fiir die Aufnahme der perspektivischen Bilder und
der zentralen Strahlenbiischel. Das Einschneideverfahren von Eckhart gibt eine
degenerierte affine Abbildung des dreidimensionalen Euklidischen Raumes, die
wegen des Satzes von Pohlke zu einer Parallelprojektion des Raumes dhnlich ist.
Das zentrale Einschneideverfahren fiihrt zu einer degenerierten projektiven Abbil-
dung des Gegenstands. Diese Perspektive ist keine Zentralprojektion, sondern
eine kollineare Umformung eines Zentralrisses des Raumes. Es ist unméglich durch
das zentrale Einschneideverfahren das Zentralbild des Gegenstands aus den Mon-
geschen Bildern herzustellen ([6]).

Eine andere Verallgemeinerung des Eckhartschen Einschneideverfahrens ist
seine Verallgemeinerung auf den n-dimensionalen Fall. In diesem Fall kann man
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das axonometrische Bild des n-dimensionalen Raumes als irgendeine degenerierte
affine Abbildung des Raumes einfiihren ([5]). Es ist gebrauchlich das axonometrische
Bild in dem dreidimensionalen Fall soleherweise zu definieren ([2], [3]). In dieser
Verallgemeinerung lauten die Sétze ganz dhnlich, wie die originalen, von L. Eckhart
in seiner Arbeit gegebenen Sazte.

Bevor wir auf die Verallgemeinerung des zentralen Einschneideverfahrens
kommen, missen wir eineige Begriffe und Sétze erdrtern.

1. Die Perspektive des n-dimensionalen Raumes

Eine Definition der Perspektive des dreidimensionalen Raumes wurde von
E. StiereL im Lehrbuch der darstellenden Geometrie [3] gegeben, die eigentlich
eine degenerierte projektive Abbildung des dreidimensionalen projektiven Raumes
auf eine projektive Ebene ist. Diese Perspektive enthilt als spezielle Fille, die Zen-
tralprojektion, und — wenn die Fluchtpunkte unendlichferne Punkte sind — die
Axonometrie. Wir geben eine dhnliche Abbildung des n-dimensionalen projektiven
Raumes R, auf die zweidimensionale Ebene. Diese Abbildung ist eine Verallgemein-
erung des Verfahrens von Stiefel ([3]). Wir charakterisieren den mit den unendlich-
fernen Elementen erweiterten n-dimensionalen Euklidischen Raum R, durch ein
Koordinatensystem O(X,, X,, ..., X,, U,., U,., ..., U,..), wo O der Nullpunkt
bedeutet, und X,, X,, ..., X, die Einheitspunkte, U,., U,.., ..., U,. unendlichferne
Punkte der paarweise senkrechten Koordinatenachsen OX,, OX,, ..., OX, sind.
Die Linge der Strecke OX; sind gelich. Zuerst bilden wir das Koordinatensystem
des Raumes R, auf die Zeichenebene (Bildebene) ab. Es seien O, X7, X3, ..., X,
Ui, U;, ..., U, die Bildpunkte der Punkte der Raumkonfiguration, wo die ver-
schiedenen Punkte O°, X{, U kollinear sind. Wir nennen die Konfiguration
o'(X1, X3, ... X,,, Uy, U3, ..., U,) das perspektivische Koordinatensystem des
Raumes R,. Der Punkt P im Raum hat die inhomogenen Koordinaten x,. x,,..., X,
und es seien Xxj.X3,..., X, die perspektivischen Koordinaten des Bildpunktes.

Definition 1. Den Punkt P’ nennen wir das perspeknusrhe Bild des Punktes
P, falls fiir seine perspeklmschen Koordinaten xi, x3, ..., X,

= (U; 0’ X; P;) = (U;.OX,P) fe=1.05:.8

gelten, wo OP;=x; und P; auf der Achse O’X; ein sogennanter Koordinatenpunkt
ist. Aus den perspektivischen Koordinatenpunkten erhalten wir den Bildpunkt
P’ auf den Wegen

» ’ r ’ ’, ’ , r
O’ Py, Pi P13, P13 Pra3s s Pia a1 Pra.n = P
wo P;, ; die Koordinaten x, =X, X3 =X, ceoy X3 =X Xp4+1=0, ..., =0 hat
und Pj, , sein Bild ist.

Eine perspektivische Abbildung siecht man in Figur 1, wo das perspektivische
Bild des Punktes P(2, 1,3, 1)€ R, konstruiert ist.

Definition 2. Der Punkt P(x,,....,X;_ ;. X;4»---» X,) ist ein Bildpunkt des
Punktes P(x,, ..., x,) im Unterraum

OXy,s s Xic i Xiggs s X, Upes s Ui 20U s o U) = HG,
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Fig. 1.

d.h. in der Hyperebene H;. Wir nennen sein perspektivisches Bild P’ perspektivischer
Hyperseitenri3 des Punktes PER,.

Satz 1. Die Perspektive des n-dimensionalen Raumes R, ist geradentreu und
doppelverhdltnistreu.

Bewels. Im Falle n=3 ist der Satz giiltig [3]. Es sei die Behauptung fiir n =4k
richtig. H, ist eine Hyperebene im Raum R, ,. Es sei eine Gerade g€ R, ,, dann
ist das orthogonale Bild von g in Richtung OX; auf H; wieder eine Gerade, g. (z. B.
[5]S. 182.) Wir bezeichnen das orthogonale Bild von g in Richtung OX; auf H; € R, . ,,
welche wieder eine Gerade ist, mit g. Die Parallelprojektion ist eine Zentarlprojektion,
deren Zentrum der unendlichferne Punkt ist, deswegen ist fiir die Punkte
A.B.C.Dcg (ABCD)=(ABCD)=(ABCD) giiltig. Die Punktreihe (g). (g), (2)
sind also zueinander projektiv. Die Figur 2. zeigt die Perspektive des Koordina-
tensystems des Raumes R,., und die perspektivischen Hyperseitenrisse der Ge-
rade g, d. h. £" und g’. ¢ und g je eine Gerade in den n=k-dimensionalen
Raumen, so, dal ihre Bilder — nach der Induktionsvoraussetzung — wieder
Geraden sind. Wenn wir den Seitenril der Gerade g in den Raum

O(Xl., wesy Xi—l* Xi"’ Lo soes X_;- 1+ XJ+ 15 soes Xk+ 1s Ulw! caee qu. lw)

betrachten, ist es wieder eine Gerade, die wir mit ¢ und ihre Perspektive mit g*’
bezeivhnen. Ist ein Punkt 4 £ g, so gilt A*"£g*’". Die Hyperseitenrisse des Punktes A4
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Fig. 2.

muB auf ¢ und g liegen, d. h. fiir die Bilder bestehen A€g und A<g’. Der
punkt A" muB noch auf der Gerade 4*'U; und A" muB auf A+’U] liegen. Der Bild-

Punkt A’ fdllt also mit dem Schnittpunkt der Geraden j’U} und A'U; zusam-
men. So enthdlt man auf die Strahlenbiischel

Ui @Y1 /=&Y 7R Ui @Y | = 1U; (8Y 7~ 1U; @)

DiesE Projektivitit ist aber eine Perspektivitit, weil die entsprechenden Punkte
P’, P’ auf der Gerade U U; liegen [2]. Also existiert eine Perspektivitdtachse, und-
sic wird die Perspektive der Gerade g€ R, ., sein. Die Abbildung ist auch doppel-
verhiltnistreu, weil es fiir die Punktreihe (g) /< (2) ~ (8)" ~ (g") giiltig ist.

2. Die Verallgemeinerung des zentralen Einschneideverfahrens auf den
n-dimensionalen Fall

Betrachten wir ein Objekt KR, und das zugehorige Koordinatensystem
OXy, X35 0008 Xy Uyeas Uss o0y U,). Es seien K’ und K” seine Perspektiven und
die entsprechenden Zentren S, §,. Ist ein Punkt P<K, so gilt es in Bildern P'€K’
und P”¢K” Die Abbildung P~ P*, wo P* der Schnittpunkt der Geraden P’S, und
P"S, ist, werden wir zentrales Einschneidevderfahren nennen. Wir untersuchen,
wann diese Abbildung zur Perspektive des Objekts K fiihrt.
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Satz 2. Das zentrale Einschneideverfahren fithrt dann und nur dann zu einem
perspektivischen Bild K*, wenn an den Achsen OX; solche von O verschiedene Punkte
L, existieren, fiir welche L. und L[ auf die Verbindungsgerade S,S, fallen. und
S, 0’k S,0" (i=1,2,...,n).

Bewels. Die Bedingungen sind notwendig. Im Falle n=3 ist der Satz giiltig
([4]). Wenn nicht jeder Punkt L ;existiert, so bilden die Punktmengen {OX,}* keine
Gerade, sondern Kegelschnitte. Dies bedeutet, daB3 S,, L;, S, kollinear sein miissen.
Gilt weiterhin §,0’| 5,07, so wird O° im Unendliche liegen, und wir kénnen kein
perspektives Bild erhalten. Wenn O” und O” auf die Gerade S,S, fallen wiirden,
bekdmen wir ein perspektivisches Bild des rdumlichen Koordinatensystems. In
diesem Fall wire aber das Bild des zum rdumlichen Koordinatensystem gebunde-
nen Gegenstands kein perspektivisches Bild. Nehmen wir eine Perspektive K’ des
Raumes R;, so liBt sich der Punkt O’, das perspektivische Bild des Nullpunktes,
auch ein perspektivisches Bild irgendeiner raumlichen Gerade g betrachten. In dem
anderen perspektivischen Bild K” wird diese Gerade g im allgemeinen eine Gerade
g” sein. Konstruieren wir aus diesen K’, K” mit dem zentralen Einschneideverfahren
das Bild K*, dann bekommen wir, daB S, = O ist. Ahnlicherweise betrachten wir
die Gerade /, fir welche O”=/" gilt. In diesem Fall ist /" eine der an O’ liegenden
Gerade. Aus diesem folgt, daB3 S, =/°*= 0" gilt. Dies ist unmdglich, wenn wir eine
Perspektive des Objekts mit dem zentralen Einschneideverfahren bekommen wol-
len, also miissen die Punkte L; von O notwendigerweise verschieden sein.

Die Bedingungen sind auch hinreichend. Es sei der Satz fiir den Fall n=4k
giiltig, also bekommen wir durch das den Bedingungen entsprechende zentrale
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Einschneideverfahren aus den zwei Perspektiven K, K” des Raumes R, ein neues
perspektivisches Bild K* von R,. Die Geraden P’'S, und P”S, haben den Schnitt-
punkt P*, der das perspektivisches Bild des Punktes P¢ R, ist. (Fig. 3.) Der Raum
R, ist eigentlich eine Hyperebene des Raumes R, ., also sind K’, K” je eine Pers-
pektive des Objekts vom k-dimensionalen Raum R,. Betrachten wir noch die Achse
0X,,, wodurch wir den k + l-dimensionalen Raum R,,, charakterisieren kénnen.
Weil die Punkte S,, L;.,, L;,,. S, kollinear sind, liegen die Strahlenbiischel
1$,,(0' X4 )y 1S5.(07Xy +y)| zueinander perspektiv, also ist ihr Schnittgebilde
eine Gerade. Es seien x,, x,, ..., X, ., die Koordinaten des Punktes P, dann besteht

(Uk+1==OXt+lpk+l) — (Uk‘HO!stHp;H) T UI:+1O'X!:+I }_)I:irl) =
= (Uk”+IO”Xk”+1PI:;I)

Die Achse OX,,, und der Punkt P bestimmen eine Ebene a in welcher auch der
Punkt P auf der Gerade U, ., ,.P liegt. Die Ebenen ', «”, »* sind zur Ebene « und
zueinander kollinear. Diese Kollineation bestehen wegen der Definition der Pers-
pektive. Zwischen den Ebenen 2" und o® hat diese Kollineation ein Zentrum S,
also ist die Kollineation eine perspektive Kollineation, und dadurch liegen die
Punkte S,, P’, P* kollinear. Ahnlicherweise kollinear sind auch die Punkte S,,
P”, P*, wo P* die Perspektive des Punktes P ¢ R, ., bedeutet. Wir kdnnen also den
Punkt P* auch als Schnittpunkt der Geraden S,P” und S,P” bekommen.

Ein weiteres Problem: wie man die Perspektive des n-dimensuionalen Raumes
aus den Perspektiven seiner Hyperebenen bekommt. Betrachten wir die Perspektiven
K; und K] der Hyperseitenrisse K; und K;, woraus wir die Perspektive mit den
zentralen Einschneideverfahren herstellen wollen. Wir suchen die Bedingungen,
wann wir aus den Perspektiven K; und K7 die Perspektive des Objekts K konstruieren
konnen.

Satz 3. Das zentrale Einschneideverfahren der Perspektiven der Hyperseitenrisse
K; und K7 fiihrt dann und nur dann zu einem Perspektive von K. wenn

a) die Punkte S,.U;. U], S, kollinear sind.

b) auf den Achsen OX, (k =i, k+j) je ein solcher von O verschiedener Punkit

L, existiert, daf S,, L;, L;. S, kollinear sind,

o) S'OrSQ.

Beweis: Im Falle n =3 ist der Satz giiltig ([4]). Die Bedingungen sind notwendig.
Wenn das zentrale Einschneideverfahren zu einem perspektivischen Bild fiihrt,
so existieren an den Achsen OX, nach dem Satz 2 solche Punkte L, daB S,. L,
L¢, S, kollinear sind. Wire L, = U,.. so wiirde in Bildern L{=0", L] \|0 X7 |
bestehen. Ahnlicherweise bekame man L}=0".

Es konnen aber die Punkte O’, 0", §,. S, nicht kollinear sein. Also die Punkte
L;, L; missen unendlichferne Punkte der Achsen 0X;, OX; sein. Die Bedingungen
b) ¢) folgen aus dem Satz 2. Die Bedingungen sind auch hinreichend.

Es geniigt das Erfiilltsein der Bedingungen des Satzes 2. d. h. die Kollinearitit
von S,, Ly, L, S, (f=1,....n)und L;0 zu zeigen. Die Kollinearitit von S,, L;.
Ly, S, (ki kj)ist durch die Bedingungen des letzten Satzes gesichert. Ist L;=U,,
so kann sein Bild in einem beliebigen Punkt der Bildebene fallen, weil die Hyper-
ebene H; des Raumes R, 1dBt sich fiir eine Zentralprojektion aus dem Punkt U

foe
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Fig. 4

betrachten. Ebenso konnen wir den Punkt L} = U7 fiir einen beliebigen Punkt der
Bildebene betrachten, also besteht die Kollinearitit von S,,L;, Ly, S,. L;#0
ist teils wegen L] = U] und L] = U7, teils wegen der Bedingung b) erfiillt.

Eine solche Anordnung zeigt die Fig. 4. fiir den Fall n=4.
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