Uber das Spektrum einer Klasse
von Vektordifferentialoperatoren

Von BERND STOCKERT (Jena)

Betrachtet man die von GrLASMAN ([5]) fiir die spektraltheoretische Behandlung
des Diracoperators angegebenen Methoden, so zeigt sich, daB diese auch zur Unter-
suchung des Spektrums allgemeinerer Operatoren benutzt werden konnen. Im
ersten Abschnitt werden auf der Grundlage eines Satzes iiber antikommutative
Matrizen die Vektordifferentialoperatoren vom D-Typ definiert und ihr enger
Zusammenhang mit skalaren elliptischen Operatoren dargestellt. Im zweiten Ab-
schnitt wird das Spektrum') ihrer selbstadjungierten Erweiterungen untersucht,
insbesondere der Einflul des Gebietes G auf das Spektrum. AbschlieBend wird
im dritten Abschnitt noch eine vollstetige Stérung der Operatoren vom D-Typ
angegeben, die deren stetiges Spektrum unverdndert laBt.

1. Die Definition der in dieser Arbeit betrachteten Operatoren basiert auf
dem folgenden Lemma iiber antikommutative Matrizen.

Lemma 1. Es sei yy ein endliches System quadratischer, N-reihiger, komplexer
Matrizen, dessen Elemente X, folgende Bedingungen erfiillen magen:

(1L.) @ XX;=-XX, (#k
(b) X2 = E™; E™ seidie N-reihige Einheitsmatrix.
() Xi= X.: X sei die zu X, hermitesch konjugierte Matrix.
Dann enthdlt yy maximal S(N) Matrizen, wobei
(1.2 S(N)=2k+1, N=2.r, r=1(Q), ist.
Bewels. Der Beweis unterteilt sich in zwei Schritte. Im ersten Schritt zeigen wir,
daB aus den Bedingungen (1.1) notwendig eine bestimmte Gestalt der X, € yy folgt.

Im zweiten Schritt wird gezeigt, daB3 die abgeleiteten Bedingungen auch hinreichend
sind und eine Bestimmung der maximalen Anzahl der X, in y, gestatten.

1) Dne l-!egriﬂ'e »Spektrum™ und ,,stetiges Spektrum™ werden in dieser Arbeit im Sinne der
Definitionen von GrasmaN ([5]) gebraucht,
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1. Schritt. O. B.d. A. habe X, €y, folgende Gestalt

+1 0
0
0 +1
TRt W i L R e N.
0 A
0"
Py F;z
Nach (1.1) (a) gilt fir alle X, cyy (K=1)
(1.3) X Xy = Xu(—X)).

Zerlegt man die X, in Ubereinstimmung mit den Diagonalmatrizen X, (—X,)
in Blocke, d.h. X, =(X{*) (x f=1.2), so daB X*; eine rechteckige Matrix
vom Typ (p,, pp) ist. dann zerféllt (1.3) in vier Gleichungen

(1.4) (;‘1_ﬂﬂ)X:(f.'ﬂ =0 ('1’ ﬁ: 1,2),

wobei A, =p, =1, 2,=p, = —1 ist.

Daraus folgt, daB X{¥ und X% Nullmatrizen sein miissen. wihrend X{¥ und
X3 innerhalb der Bedingungen (1.1) frei gewdhlt werden kdnnen. Nach (1.1) (b)
ist fiir X, €yy det X, #0. das bedeutet aber nach dem vorhergehenden Ergebnis,

: : N, : 4 .
daB fiir die Elemente aus y, notwendig p, =p, = 5 sein muB. D. h., im Matrizenring

der N’-reihigen (N’ ungerade) Matrizen tiber dem Korper der komplexen Zahlen
gibt es keine zwei nichtsingulire, antikommutative Matrizen. Wir setzen

(1.5) S(N)=1 fir N =1(2).
Aus den Eigenschaften (1.1) (¢) und (b) folgt nun weiter
N
X =ty und Xy = G,

Setzen wir (X)) = Y,. so geniigen die Matrizen X, aus y, notwendig den Bedingungen

L6 v E[Z] 0 [o yk]

e Lo A W ok
N

(1.7) nny = E[Z],

(1.8) nY; ==Y (j#k).

Die letzte Bedingung folgt aus der Tatsache, daB3 die Matrizen X (k = 1) der Gestalt
(1.6) nach (1.1) (a) auch untereinander antikommutieren. Diese Charakterisierung
der Matrizen X, € yy (k= 1) ist jedoch fiir eine Bestimmung der Anzahl der Matrizen
in yy noch nicht ausreichend.
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Es gibt nun eine unitdre Transformation, die die Matrix
XIE}‘“ in ‘?ZZTXZT*‘
N N
o £(3) (3)
E = [E 0
0

% /?‘): I
@5 =) 0 7,

L]

iberfihrt, aber die Matrix X, unverdndert 1aBt (X, =7X,7*) und die restlichen
Matrizen X, €yy (k+1,2) in Matrizen

t?k=TXkT*=[ 0 YkYz]

LY 0

uberfiihrt, die ebenfalls den Bedingungen (1.6)—(1.8) geniigen. Betrachtet man
nun die Bedingung (1.8) fiir die Matrizen X, und X, (k =1, 2) aus yy niiher, so
erhiilt man eine weitere notwendige Bedingung fiir die ¥, =Y, ¥,*:

(1.10) Vo= (k#1,2).

Setzt man nun ¥, = —iY;, (=) —1), so lauten die Bedingungen (1.7). (1.8). (1.10)
fiir die Matrizen Y}

(1.11) Y{ € -
2. Schritt. Geht man umgékchrt von Matrizen

LI X E[;] " A L EG) X, [0 "”'*']
(- - 1/ = 2 _E[z] » et E[%] 3 . 1+2 — i}';' 0

4 N
Y/ € 7w [(: I 5[2]]

2

aus, so laBt sich leicht verifizieren, daB diese Matrizen zusammen ein antikommuta-
tives System im Sinne von (1.1) bilden. D. h. die Bedingungen (1.12) sind nicht
nur notwendig, sondern auch hinreichend dafiir, daB die Matrizen X,.JX,,.

N : - y :
{X,T.z 1= 0% o S[E)} ein antikommutatives System bilden. Daraus konnen

wir flir die maximale Anzahl S(N) der X, €y, folgern, daB S(N)=2 -i—S[g] ist.
Verwenden wir (1.5), so ergibt sich rekursiv
S(N) = 2k +1, N = 2%.p, r=1(2).

(1.2) folgt dann fiir alle natiirlichen Zahlen N durch Induktion. Damit ist das Lemma |
bewiesen.

Ein Beispiel. Fiir k=2 und r=1. dem entsprechen vierreihige quadratische
Matrizen, gibt es somit fiinf antikommutative Matrizen. Die Existenz von vier
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derartigen Matrizen ist bekanntlich die Grundlage fir die Diracgleichung der
Quantenphysik.

Es sei G ein beliebiges Gebiet des n-dimensionalen, reellen, euklidischen Raumes
R,. L, x(G) der Hilbertraum der mefbaren, komplexwertigen, quadratisch integrier-
baren Vektorfunktionen mit N Komponenten?). Fiir u(x) ¢ W5 {°°(G)?) definieren?)
wir eine Differentialoperation

(1.13) dlul = 2 Z/,,‘Xk]D*u(x)

a = m

In dieser Symbolik bedeuten z = (x,, ..., %,), z; nicht negative ganze Zahlen,

n ot ¢ n . _! d
J;'zjz;aq, D _jg’DJ.J, D, = - 9%,

2.« sind reelle Konstanten; X, (k=1. ..., S(N)—1) sind voneinander verschiedene
Matrizen aus {yy\ Xy}, dabei ist X, eine belicbige feste Matrix aus yy.

Wir setzen voraus, dal N=0(2) ist. Daraus folgt S= S(N)=3. Ferner sei
fir jeden reellen Vektor ¢ = (¢, ...,¢,)€R,

(1.14) [Z’ ﬂ,kz“]:: = ckps, c=0, &= JT &
=|— J=

Einen Operator T vom D-Typ in L, ,(G) definieren wir durch
Tu = du], ucD(T)CWy(G)\L, x(G), TucL, y(G),

D(T) sei dicht in L, (G).

Spezialisieren wir G = R3, m =1, N =4 und wihlen die Konstanten /, , geeignet,
so erhalten wir fiir 77 den Dirac-operator der Quantenmechanik.

Diese Operatoren vom D-Typ besitzen folgende Eigenschaft.

Satz 1. Jedem Operator vom D-Typ mit D(T?)= W3im'"(G) kdnnen iiber die
Beziehung

Au,
T2u=d[du]]=E™| : |, ueD(T?,
Auy

2) Es lst u(x) € Ly 5 (G) bzw. W{  (G), W} ~G), G, ~(G), Ci x(G), wenn u(x)=(u,(x), ...,

ux(x)) und u,(x) € L,(G) bzw. W' (G), u"[G), Ca(G), C3(G) fur j=1, ..., N ist,
2 . 2 2
Wi, v@)= 2 Wil Wy 6= 2 '"I"w G)"
“ 4 ;

Es ist u(x) ¢ W3 $°(G), wenn es fiir jeden Punkt x,¢ G eine Umgebung U «,© G gibt, so daB
u(x)e W;',‘\(U,o) ist. Eine Definition der Riume L,(G), W/(G), WXG), CYG), CHG), C3(G)
findet man z. B. in [2].
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skalare, stark elliptische Operatoren A; in L,(G),

5—1

Au; = %’ ;Z; 2.,,‘/1‘,',‘] D*DPu;(x), u; € D(A))
al,|Bl =m k=

zugeordnet werden.

Bewers. Diese Eigenschaft 1aBt sich leicht verifizieren, indem man 7T2u=d[d[u]]
bildet und die Eigenschaften der Matrizen X, € yy ausnutzt. Die starke Elliptizitat
von A folgt unmittelbar aus (1.14).

Bezeichnen wir durch 7, einen Operator vom D-Typ mit dem Definitions-
gebiet D(T,) = Cg x(G)?), dann besitzt T, die folgenden Eigenschaften.

Satz 2. (a) T, ist symmetrisch und besitzt gleiche Defektindizes, d. h. Def T,=
=(k, k), wobei auch k= sein kann.
(b) Der adjungierte Operator T§ zu T, ist ebenfalls vom D-Typ.

BEwEgis. Die Symmetrie von T,, d. h. (Touw, v)p, (=, Tov)L, \ () fir
u, v€ D(T,), folgt unmittelbar durch partielle Integration. Fir Def T, =(k, k)
ist zu zeigen, daB die Dimensionen der Rdume def R(T, +iE) und def R(T, —iE)
gleich?) sind. Dazu bilden wir R(7, +iE) eineindeutig auf R(7,—iE) mit Hilfe
der Matrix X,€yy ab (diese Beweisidee wurde von L. MAURIN ([6]) angegeben).
Da X, nicht in den Koeffizienten von T, auftritt, gilt X7, = — ToX,. AuBerdem
ist fir ue D(T,) auch — X, ueD(T,). Daraus folgt: Jedem f¢ R(T, +iE) kann
wegen

Xof = Xo(To+iE)u = (To—iE)(—Xou) = g

immer eineindeutig ein g€ R(T, —iE) zugeordnet werden. Um die Aussage (b)
des Satzes zu beweisen, geniigt es zu zeigen, daB ein v € D(7T) stets auch zu W7 y(G")
gehort, wobei G’ ein echt in G enthaltenes Gebiet ist. Denn unter dieser Voraus-
setzung verifiziert man die Behauptung leicht mittels partieller Integration.

Nach der Neumannschen Formel ([1])

D(T§) = D(To)+N(Tg —iE)+ N(Tg +iE)

(T, bezeichnet den AbschluB des Operators 7,, N(Tg§ +iE) den Nullraum des
Operators (T, +iE)), geniigt es zu zeigen, daB D(T,)< W7 x(G) und
N(T§ +iE)c W% 5 (G”) gilt. Da D(T,) der AbschluB von D(T,)=Cg y(G) in der
Metrik |u|2=| T“||f.m-(c)+”“|lfmm ist, und aus der Elliptizititsbedingung (1.14)
fiir ue C(?, N(G}

’ 2
c llullm ath

2

g 2l
W (G) ?

= {I1Tul}, v + I 4lE, wo} = € lul
folgt (der ausfiihrliche Beweis dieser Ungleichung ldBt sich analog dem Beweis
von Lemma 2 (a) und Satz 4 (a) fithren), ergibt sich D(T,) = W y(G) = W2 x(G).
Betrachtet man den Operator Bu = Tou +iu, D(B)=Cg y(G), so ist sein adjun-
gierter Operator B*u = Tgu —iu. Flirve N(Tg —iE), uc Cg, y(G) ist daher (Bu, v),,, =
=(u, B*v);, ,=0. Woraus nach dem Theorem iiber die innere Regularitat fiir

}) R(Ty £ Ei) = (T, £iE) D(T,). def R(Ty+iE) = L, O R(T, +1E)
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elliptische Systeme ([4]) folgt, daB v Cy(G"), d. h. N(Ty +iE)c Cy(G") gilt. Ins-
gesamt gehort also w € D(T§) stets auch zu W3\ (G')+ Cy (G') < W3 x(G'). Damit
ist Satz 2 bewiesen.

Wir bemerken hier, daB nach dem selben Verfahren fiir den Oparetor T,
D(T3)=Ci x(G), folgt,daB uc D((T3)") stets zu W3™ (G’) gehért. Aus Satz 2 folgt
nun unmittelbar die Existenz sebstadjungierter Erweiterungen 7 des Operators
Ty, die wegen T, T’ Ty ebenfalls vom D-Typ sind. Nach der vorangehenden
Bemerkung erfiillen diese Operatoren 7”7 auch alle die Voraussetzung des Satzes
1 D((T")*)c W3 (G), so daB man diesen Operatoren skalare Operatoren
A} im Sinne von Satz 1 zuordnen kann. Bezeichnen wir durch p und r die Defekt-
zahlen einer symmetrischen Erweiterung 7" des Operators Ty, d. h. Def T=(p. r),
und durch /; die gleichen Defektzahlen, der zum Operator 7" nach Satz 1 gehorigen
skalaren, symmetrischen Operatoren A;=0, d. h. Def A;=(/, [;), so gilt

N
Satz3. (a) O0=p,r = 3/

=1
(b) Fiir 1;=0 ist der Abschlup T von T auf Hy: selbstadjungiert,wobei
Hy: den Abschluff von D(T?) in der Metrik (T?u + u, U)L, Gy bezeichnet.

BEWEIS. Aus der Beziehung
N
(T2 +£IE)D(T?) = 2 @(A;+iE)D(4;), D(A4)>Cq (G),
i=1

N
folgt Def T2 = 3 Def 4;, und zusammen mit der Beziechung

J

(T2 + E)D(T?) © (T+iE)D(T)

die Behauptung (a) des Satzes.
DaB T selbstadjungiert ist fiir Def 4;=(0,0), ist nach (a) klar. Es ist noch
D(T)= Hy: zu zeigen. Nach dem Spektralsatz ist:

oo

(1.15) T= [idE, |T|= fu.mga,

uc D(T) = D(|T|) genau dann, wenn f |A2d(E u, u) < == ist.

Offensichtlich ist aber auch T?=T? selbstadjungiert und
T = VT2 = V72,
Nach [8] ist aber Hy:=D([T?]*)=D(|T|), woraus mit (1.15) die Behauptung folgt.

Folgerung. Ist G=R,, so ist der Abschiu T, von Ty auf W3 x(R,) selbstad-
Jjungiert. '

Bewels. Der dem Operator 7, nach Satz |1 zugeordnete Operator A, erfiillt
in diesem Fall die Voraussetzungen des Satzes 3 (b) (man vergleiche z. B. BERE-
SANSKI [2]), Hy:= W5 (R,
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Im restlichen Teil des 1. Abschnittes betrachten wir noch spezielle Operatoren
vom D-Typ. Wir untersuchen Operatoren gerader Ordnung. Es sei

s—1
(1.16) T,u= 2, [Z’ kx,\]z) u,
al=2r \k=1
ue D(T,) = {uluc W#%(G), D’ul;c = 0 fir |f| < r).

Beim Nachweis der Eigenschaften des Operators 7,, die wir im Satz 4 zusammen-
fassen, spielt die Aussage des folgenden Lemmas eine groBe Rolle.

Lemma 2. Es sei Bo—{x[xER.. (] =<1}, Po=B,N {x|xcR,,x,=0),
=1
By =B,N {x|x€R,, x, =0}, T= g [ e ,‘Xk]D‘ ein Operator vom D-Typ, fiir
|l&]| =2r‘k=1
den nach Voraussetzung (1. 14) fiir alle € R, gilt

(1.17) = [Z A,k)aa]gx R £
a|=[p|=2r
Dann gibt es eine Konstante K =0, so daf
(a) fir weWsy(Bo)
letllwzey 8oy = K I TullLy yigo) St

(b) fir ucWiy(Bg), DPulp,=0 fir |f|<r, sptu(x)cBgsUP,
”ullwi'v(so) = K| Tu"Lz ~(Bo) ist.

Bewels. Fiir ve Cg y(By) bezeichnen wir durch (<) die Fouriertransformierte

ir(;-)-—u( ) = (2n) 3 fu(x)e ix$ dx,

N
fiir die die Beziechungen D*u(x) = £*iu($), lelle,, v = I|ﬁ|h,,,g gelten. Aus (1.17)

folgt fiir u€ Cq. v (By)

S 5—-1
Mul? = (Tu, Tu) = f[ Flanbe T Z Ay X, D ]dg_
Bo la|=2rk=1 gl=2rl=
51 <
= f. (i) la,t"ls,ki’ﬁfﬂfmz dg,
By ®|=|p|=Lr K=

)

¢ [IE a2 dE = |Tull, \ oo = ¢ [IE1*161 d&,
Bo Bo



a8 B. Stockert

and durch Ricktransformation
¢ f > |D¥ul*dx = | TulZ, 8 = € f > |D*"ul* dx.
Bo |y = Bo [y|=r

Verwenden wir nun die Aquivalenz der Normen

fZ!DZ"uzdx und f 2 |Dul? dx,

Bo |7=r Bo 8 =2r

sowie die Poincarésche Ungleichung

2 1
IL““W%.’N(BUJ = C f 2 |D"u‘2dx,

Bo 8|=2r
so folgt

(1.18) ¢ llullwirn o) = [ Tul|L, 8oy = € llullwin(Bo)

fiir ueCq y(B,). Wenn wir uc Wf_'_..,(Bn) durch Funktionen v€Cg, x(B;) approxi-
mieren, so gilt (1. 18) in derselben Form fiir u€ W3y (B,) Damit ist (a) gezeigt.
Um (b) nachzuweisen, verfahren wir folgendermaBen. Die Funktionen u ¢ W3y (Bg),
DPu|p, =0 fir [B|<r, sptu(x)cBg 'JP, approximieren wir durch Funktionen
veC¥(BF); sptuv(x)< Bg UP,. Danach setzen wir die Funktionen v nach dem
Fortsetzungsverfahren von FICHTENHOLZ durch ¢ auf ganz B, fort. Bei diesem Ver-
fahren bleiben die Differenzierbarkeitseigenschaften von v erhalten und es gilt
(1.19) 1Blwirn e = ¢ ltllwines)s 1T0lL, ooy = TV, 8¢ )

Nach Teil (a) gilt fiir #€C2"y (B,)

(1.20) B llwirn e = | ?;ff'r.,,‘v(su, = ¢|Tlwin o -
Kombinieren wir (1. 19) und (1. 20) mit der offensichtlichen Ungleichung

lelwirw sy = 18llwiy o) »
so folgt

lvlwits sy = cllTolle, wod)y-

Da die Funktionen v(x) die Funktion u(x) in W3'y(Bg) approximieren, gilt die
obige Ungleichung auch fiir u€ W3y (Bg). Damit ist (b) bewiesen.

Satz 4. Ist G ein Gebiet im R,, das gleichmdpPig regulir aus der Klasse C*#)
und lokal aus der Klasse C*" ist, dann gilt fiir den durch (1. 16) definierten Operator T, :

(@) Fiir uc D(T,) ist
lellwitw o) = K{IT2ulle, y6)+ 14lLs, 6} -

(b) Der Operator T, ist selbstadjungiert.

4) Eine genaue Definition dieser Ausdriicke ist in [3] gegeben.
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Bewess. Auf der Grundlage von Lemma 2 ergeben sich die Aussagen des Satzes
4 auf analoge Weise wie die entsprechenden Aussagen fiir gleichmiBig elliptische,
skalare Differentialoperatoren, die von BROWDER in [3] bewiesen wurden.

2. Im Folgenden wird das Spektrum der selbstadjungierten Erweiterungen
T' o T, untersucht. Dabei werden die Begriffe Spektrum S§;. und stetiges Spektrum
C,. des Operators 77 im Sinne von GLASMAN [5] verwendet. So ist A€ S, wenn
/4 nicht zur Resolventenmenge des Operators 7’ gehort, und A€ Cy., wenn eine
beschrinkte, nichtkompakte Folge {u'*'}< D(T”) existiert, fiir die

lim (77 = 2E)u®] 1, ) =0

ist. Zwischen dem Spektrum S, einer selbstadjungierten Erweiterung 7" > 7T, und
den Spektren S, der dem Operator 7 nach Satz 1 zugeordneten Operatoren A
besteht der folgende Zusammenhang.

Satz 5. Ist T’ eine selbstadjungierte Erweiterung des Operators T, so sind auch
die zugeordneten skalaren Operatoren A; selbstadjungierte Erweiterungen (des zum
Operator T, gehorigen skalaren) Operators A,, und es gilt

d. h., wenn i€ U Sa; 50 ist VA< Sy und —Y %€ Sy, und umgekehrt wenn pcSy.,
Jj=1

S0 ist p*€ U Sa;-
J=1

BEwEIS. Ist 77 selbstadjungiert, 7" > 7T, so ist auch T2 selbstadjungiert auf
D(T’?) und wegen

N
(T2 +iE)D(T?) = 2 @(A;+iE)D(4)),
=1

N
ist auch A selbstadjungiert auf D(A))> D(A4,). Aus T'2= 3 A4;, folgt fir die
=1
Spektren

N
Sp2= U Sy

j=1

Nach einem Satz iber die Spektren von selbstadjungierten Operatoren gilt somit

S = Sl’r-ﬂl o l/ U SA,,

d. h., wenn p€ S ;. ist, so gehort u oder (—u) zu Sy.. Fir die Begriindung des
Satzes 5 bleibt noch zu zeigen, daB mit u€ Sy stets auch —u € §;. ist. Der Beweis
hierfiir wird nach demselben Verfahren durchgefiihrt, wie es von Glasmann in [5]
fiir den Diracoperator angegeben wurde. Damit ist Satz 5 bewiesen.

Mit dem Satz 5 ist die Frage nach dem Spektrum des Vektordifferentialoperators
T’ auf die Frage nach dem Spektrum des skalaren, stark elliptischen Operators
A; zuriickgefihrt.

4 D
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Folgerung 1. Fiir beliebige selbstadjungierte Erweiterungen T DT, ist im
Fall quasikonischer und quasizylindrischer ) Grundgebiete G — R, das stetige Spektrun
Cy. niemals leer.

Bewels. Wiire das stetige Spektrum C,; des Operators A leer, so wire nach
dem Lemma von REeLLicH ([7]) die Einbettung von H,; o W§'(G) in L,(G) voll-
stetig. Wihlt man in den sich nicht schneidenden Kugeln K; < G vom Radius ¢ =0
die FunkuonféCo (K, | flwry=1, so kann man errelchnen daf} die Funktionen
{fi(x)} im Raum L,(G) keine Cauchyfolge enthalten. Das ist ein Widerspruch.

Folgerung 2. (a) Fiir beliebige selbstadjungierte Erweiterungen T > T, mit
D(T")c Wi'x(G) ist im Fall beschrinkter Grundgebiete (0G¢eC') das Spektrum
Sy ein reines Punktspektrum mit Eigenwerten endlicher Vielfachheit, die sich nicht
im Endlichen hdufen, d. h. Cy.= @. (b) In beschrinkten Gebieten mit geniigend
glattem Rand existieren im Fall m=2r selbstadjungierte Operatoren T vom D-Typ
mit D(T')yc W y(G). Ist G beschrdnkt, 0G € C*, so ist fiir den nach Satz 4 selb-
stadjungierten Operator T, 5Ty, D(T,)C W3'y(G) (m=2r) und Cr,= @.

BewEis. Der 77 nach Satz | zugeordnete Operator A ist wegen D(T') < W'y (G)
auf D(A))c W3(G) definiert. Da (T"2u+u, u),, ,, €ine zur Wz v(G)-Metrik
dquivalente Metrik liefert, ist Hp.» © W3 y(G) und HA; < W3(G). Fiir ein beschriinktes
Gebiet G (¢G Rand von G, dG<C?) ist aber die Einbettung von W$(G) in L*(G)
vollstetig. Nach dem Lemma von Rellich ([7]) folgt aber aus der Vollstetigkeit
der Einbettung von H,; in L,(G) C4;= @ und daraus iiber Satz 4 die Aussage
(a) der Folgerung. Die Aussage (b) folgt unmittelbar aus (a).

Folgerung 3. Fiir den nach der Folgerung aus Satz 3 selbstadjungierten Operator
Ty, D(Ty) = W2 y(R,) ist

S1, = (=, =Vpo JU[+Vpo, =),

5—1

wobei p, = Anf { Z Z “)“gagﬂ} =0 wund 7,, die Koeffizienten von T,

=mk=
sind.

BeEweis. Eine Untersuchung des skalaren, selbstadjungierten Operators A,
auf W3™(R,) zeigt, daB S; =[po., =) ist. Nach Satz 4 ergibt sich Folgerung 3.

3. Im Weiteren sei 7’ eine selbstadjungierte Erweiterung von T,, fiir die
D(T')c W5 x(G) und

lullwsy ) = f{” T“”Lz_m(;) + ||ul L:IN;(;;}, ue D(T’),

gilt. Wir setzen ferner voraus, daB das stetige Spektrum C;. Liicken besitzt, der
Punkt A=0 in einer dieser Liicken liegt und zur Resolventenmenge des Operators

5) Ein Gebiet G heiBt quasikonisch, wenn es Kugeln mit beliebig groBem Radius enthilt. Ein
Gebiet G heiBt quasizylindrisch, wenn es nicht quasikonisch ist und eine unendliche Menge sich
nicht schneidende Kugeln mit einem Radius =0 enthilt.
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T’gehort. In diesem Fall ist die Frage interessant, unter welchen Voraussetzungen

eine Stérung
S(N)

R(x) = & rk(x)Xk)

wobei r,(x) skalare, reelle Funktionen auf G und X, voneinander verschiedene
Matrizen aus yy sind, das stetige Spektrum von 7’ unverdndert 1aBt, d. h. di¢
stetigen Spektren von 77 und T+ R(x) zusammenfallen. ;

Setzen wir voraus, daB die r,(x) (k=1, 2, ..., S(N)) fast tiberall in G beschrinkt
sind, so ist R(x) ein beschrinkter, selbstadjungierter Operator auf L, y(G),

S(N)

| I — 2 ~-
IRull?, v = (Ru, Ru), ) = (R*u,u) = Z"k (x)u, “]L X clluli, @
2, N

und die Summe 7= T’ + R(x) ist selbstadjungiert auf D(T”). Antwort auf die Frage
wann C;. =Cj ist, gibt der folgende Satz.

Satz 6. Es sei: {0}~ eine Uberdeckung von G derart, daf
O,={x|x€R,, |x—y| <1}

ist, jede kompakte Untermenge von G mur mit endlich vielen O, einen nichtlieeren
oo S(N) 1/2

Durchschnitt besitzt und G< \J O, gilt; G,=GO,; .«'(x)=[:.§1 rf(x)] . Gilt fiir

K1 i

I=1
S(N)

eine Storung R( r): > r(x) X

‘
H

A%

(3. 1) r(x) ist fast iiberall beschrinkt in G,

3.2) (a) lim f r(x))dx =0, fallsm = = ist, |
i G 2
(b) lim  [[rG)]2" dx =0, falls m=< is,
yime J _ 2 hy
(©) lim  [[r0)]'*dx =0, falls m =" ist, &=0,
oo g 2

dann fallen die stetigen Spektren der selbstadjungierten Operatoren T 5T, und
T'+R(x) = T zusammen.

BewEls. Nach einer Verallgemeinerung des Satzes von WEYL ([10]) gllt Cr= CT !
wenn die Resolventendifferenz

- -

1

R(T)-R(T") = (I~ z2E)-'—(T" —zE)-?

fiir irgendeinen gemeinsamen reguliren Punkt z vollstetig ist. Der Rest des Beweises,
daB die Voraussetzungen (3. 1) und (3. 2) die Vollstetigkeit der genannten Resol-
ventendifferenz garantieren, wird in den beiden folgenden Hilfssidtzen gegeben.
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Lemma 3. Die Resolventendifferenz R.(T)—R.(T’) ist fiir einen beliebigen
gemeinsamen reguliren Punkt vollstetig, wenn jede in der W5(G)-Metrik beschrinkte
Menge V in der r-Halbmetrik { f r(x)lv(x)lzdx}* relativkompakt ist.

[

Bewess. Wir beweisen zuerst folgende Behauptung: R.(T)—R.(T”) ist voll-
stetig, wenn fiir jede Menge M = {uluc W% x(G), |ulfp~=c} die Menge {r(x)u|
lu€ M} in L, x(G) relativkompakt ist. Aus der Darstellung der Resolventen-
differenz

R(T)—R.(T)=—-R(T)(T-T)RAT') = —R(T)R(x)T'"'T'R(T")

fiir einen reguliren Punkt z folgt auf Grund der Beschriinktheit der Operatoren
R.(T) und T'R (T) daB R.(T)— R.(T’) vollstetig ist, wenn R(x)T’~! vollstetig
ist. Setzt man fiir ein beliebiges hELZ‘N(G) T'~Yh=u, h—- T’u, so ist fir die Voll-
stetigkeit von R(x)7T’~! folgende Aussage hinreichend: Fir M’ = {ulu=T"'h,

ue D(T)c W5 x(G), ||hl =||T u| =c} ist die Menge {r(x)ujuc M’} relativkompakt
in L, y(G). Denn auf Grund von ||R(x)ul., ) =Ir(x)ulL, .G ist dann auch
(RX)u=R(x)T"~h|ucM’, d. h. [h] =c} relatwkompakt in L, v(G), was die
Vollstetigkeit von R(x)T"~ 3 bedeutet. Beachten wir, daB auf Grund der Voraus-
setzungen iiber 7"

lullwrn@ = c{IT ulL, )+ ¥, v )} ueD(T),

ist, so folgt unsere erste Behauptung. Fiir den vollstindigen Beweis des Lemmas
bleibt noch zu zeigen: Fiir jede Menge von Vektorfunktionen M = {u|luc W7 y(G),
ﬂun,,,»-,(c) c} ist die Menge {r(x)ujuc M} relativkompakt in L, x(G), wenn jede

Menge V= {v]ve wr (G) |IU|IW, ~(Gy =c} skalarer Funktionen in der r-Halbmetrik
relativkompakt ist. Es sei eine belleblge Menge V skalarer Funktionen in der r-Halb-
metrik relativkompakt. Dann gibt es in der Menge {u;} der Komponenten der
Funktionen u€ M eine Teilfolge {u ), mit

lim fr(x) uf® —u)|2dx = 0.
» "°°G

Daraus folgt, daB fiir {«®}c M gilt

N
Jim () @® —u®E, g = tim_ 3 lr(x) @ —uf)E, 6 =
" 5! j: 1

p
- ®) 0N o
= ck.}‘gr_ﬂ” Z’ fr(x) i —ui*’|2dx = 0,

i=1G

weil fast iiberall r(x)=c ist. Das bedeutet aber, daB die Menge {r(x)uu< M} rela-
tivkompakt in L, y(G) ist, was zu zeigen war.

Lemma 4. Jede Menge V= {vlve W2(G), |vlys =c} ist in der (r,j)-Halb-

metrik
| Dz 4! _}
{&fr(x) .!2,_;'-0 L zdx}
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fiir j=s relativkompakt, wenn die Bedingungen
(3. 1) r(x) fast iiberall beschrankt in G,

(3.2) (a) fim  [r(x)dx =0, falls (s—j)= 5 ist,
|¥t|=>oo & &
(b) lim_ éf F(]26-h dx = 0, falls (s—j) < g ist,

(©) lim f[r(x)]‘”dx =0, falls (s—j)= % ist, =10
Y| == Gi

erfiillt sind (G, wie in Satz 6 definiert).

BEWwEIS. Aus jeder Teilmenge ¥’ von V ldBt sich nach folgendem Verfahren
eine Fundamentalfolge {r,} beziiglich der (r, j)-Halbmetrik auswihlen. Im Gebiet
GNK,, K ={xxcR,, |x <t} folgt aus den Einbettungssitzen, daB dic Menge
V’ in der W{(G K,)-Metrik (j—<s) relativkompakt ist. D. h. es gibt eine Funda-
mentalfolge {vM'}c V', so daB

lim_ e —o* |wienxg =0

*

ist. Da r(x) fast iiberall in G K, beschrankt ist, folgt
lim [ r(x) 3D —e®)dx = 0.

kk=e cAKe al=j
D. h. fiir beschrinkte Gebiete ist die Aussage von Lemma 4 allein unter der Vor-
aussetzung (3. 1) bewiesen. Im Weiteren sei G unbeschrinkt. Betrachtet man eine
Folge von Kugeln K, mit den Radien 7=1, 2, ... und wihlt in jedem Gebiet G K,
eine Fundamentalfolge {v{¥'}c V" wie oben, so daB {v{*}c {v®} -, dann besitzt
die Diagonalfolge vi,v3, ..., die wir zur Abkiirzung durch {v,} bezeichnen, die
Eigenschaft, daB fiir ecine beliebig ausgewihlte Kugel K, stets
1 B 1y — Uy )2 =
Jm .]]; 700, Z D= o) dx =0
gilt. Die so gewonnene Folge {v;} ist auch Fundamentalfolge in der (r,j)-Halb-
metrik, denn es ist
[rx) 3 D"y —uv) P dx =

G lx|=j
= [r@) ZI@-u)d+ [ re) S ID(-n)lde =
GK: 2 =j G (G NKy) el =j

fiir geniigend groBe k, k'
Das erste Integral iiber G K, wird nach dem Vorangehenden kleiner als

> fir geniigend groBe k. k” bei beliebigem 7. Das zweite Integral

f r(x) 3 Dt — 1) dx = ¥ f r(x) > |D*(v,—vp)|2dx = J
G Ky a|=]j 1=l (GC\K)Gi= al=J
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wird kleiner als ; fiir geniigend groBes ¢ bei beliebigen k, k. Beim Nachweis dieser
Behauptung unterscheiden wir drei Fille.
(a) Ist (s—j) = -:-, so folgt aus den Einbettungssitzen ([9]), daB die Funktionen
Uk U, € W3(Q)) zu C/(Q)) gehoren. Deshalb konnen wir abschitzen
J=c 2 [fr(x) dx) |vg—vie|2xay = Jy ©).
I=ly g,

Aus der Stetigkeit der Einbettung von W3(,) in C/(£,) und der Voraussetzung
(3. 2) (a) folgt schlieBlich

J = c‘,:z:; (Jred) 1o —thlnyan = e+ () = ;
fur geniigend groBes 7 (unabhingig von k und k).

(b) Ist (s —j) ::-;—_. so laBt sich J mit der Holderschen Ungleichung auf
folgende Weise abschitzen, (l <p, p'-:oo,%+}% = !],

J = “,S' [f,pdx]t’ (f Z_ID=(UJ.‘_'H'):2V)2W :'-=
=lp o o |==)

1
< 3.
=c 3 ([redx)’ loe—velwip@r = /2

I=lo "o

Verwenden wir wieder die Einbettungssitze, so gilt fiir v, v,. € W3(Q))

[log — v | Wi, @) = cllvg—- 1‘:‘-'||W§(nn,

n ; . ; o
wenn —- = j—-z-} =s5— ; ist. Um an die Funktion r(x) moglichst schwache
Forderungen zu stellen, wihlen wir p” innerhalb der Bedingungen 1 <p’ <<=,

2
j——i% = s—-;-mﬁgiichst groB, d. h.é = —-i(s —j)+1 = 0. Uber die Bedingung
N td o P n ; ,
'p +'-,- = 1 erhalten wir fir p = 26— Damit folgt unter Verwendung von
(3.2) (b)
oo at 2(s— ) 2 g &
(3.3) LseZ([free-Ddx) v lo—telwia = ce'(t) = 5

1=l 0,

fiir geniigend groBes 7 (unabhingig von k und k').

%) F:u' veCH(R2y) ist llvlciny) = sup{ : D'l':}.
I'{ﬂ; al=j
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n by T . 2
5 so konnen wir wie in (b) abschitzen, miissen aber (wegen

= 0 wibhlen, fiir irgendein £=0. Daraus folgt dann p = | +¢

(c) Ist (s—j) =

: | AR .
p <) T
und unter Verwendung von (3. 2°) (¢) wie in (3. 3)

oo l
i 1+ s g o= 124 ¢ =
J; = Z(f’ Elﬁ’r"]'-f"fm Ui llwi @y = &’ (1) = p)

I=l g,

fiir geniigend groBes 7 (unabhdngig von kA und £”). Damit ist der Beweis des Lemmas 4
beendet. Der Beweis des Satzes 6 ergibt sich vollstindig aus Lemma 3 und Lemma
4 fir j=0, s=m.

Folgerung. Die Aussage des Satzes 6 ist auch fiir die Storung
R(x) = R(x)+ro(x)E™

richtig, wenn ry(x) eine skalare, reelle Funktion, E'Y' die N-reihige Einheitsmatrix
ist, und zusdatzlich zu den Voraussetzungen des Satzes 6 beziiglich r(x) dieselben
beziiglich ry(x) erfiillt sind.

BewEels. Die Folgerung ergibt sich nach dem gleichen Beweisverfahren wie
Satz 6, wenn dort T = T’ + R(x) als Ausgangsoperator mit bekanntem stetigen

Spektrum und 7 = T +4ro(x) E™ als gestorter Operator betrachtet wird.
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