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Einleitung

Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper**), und x,, x,, ..., X, seien
n+ 1 Variable. In der vorliegenden Arbeit werden im Polynomring K[ x,, x,, ..., X,]
bzw. im dquivalenten H-Ring K[x,, x,, ..., X,] fir bestimmte Ideale — die Potenz-
produktideale — die idealtheoretischen Begriffsbildungen und Operationen durch
Angabe bzw. Berechnung von Basisdarstellungen illustriert. Sie entstand auf Grund
einer Anregung, die Hermann Ludwig ScuMiD dem Mitverfasser gab.

Grete HERMANN hatte in [4] (vgl. auch die Erginzungen und Berichtigungen
in [10]) Methoden zur Berechnung der zu einem Polynomideal gehorigen Grund-
ideale, Primideale und Primdrkomponenten entwickelt; jedoch sind bei deren
Anwendung so viele Schritte erforderlich, daB sie fast keine praktische Bedeutung
haben. An Hand des Lehrbuches [2] von Wolfgang GROBNER kann fiir Potenz-
produktideale eine Theorie gewonnen werden, die z.B. mit Hilfe des einfachen
fundamentalen Satzes 12 die Bestimmung der zu einem Potenzproduktideal geho-
renden Primideale und Primidrkomponenten auf schnellem Wege ermdglicht.

*) Diese Arbeit ist im wesentlichen ein Abdruck der Diplomarbeit von Renate LUDDECKE
{(Geburtsname der Mitverfasserin), Univ. Halle, 1962, Referent: Prof. Dr. O.-H. Keller. Vom Mit-
verfasser stammen neben Einzelhinweisen die angegebenen Teile der §§6 und 8.

**) Die Ergebnisse der §§1—6 sind zum grofBten Teil auch fiir beliebige Korper K oder Ringe K
mit Einselement richtig. Hiufig wird die Gultigkeit des Teilerkettensatzes in K[x,, ..., x,] bendtigt.
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Im folgenden soll der Inhalt der einzelnen Paragraphen dieser Arbeit auf-
gefiihrt werden.

Ein Potenzproduktideal ist ein Polynomideal mit einer endlichen Basis, deren
Elemente Produkte von Potenzen der x, sind.

§ 1: Satz 1 charakterisiert die Potenzproduktideale. Er liefert ein Kriterium,
mit dessen Hilfe man leicht entscheiden kann, ob ein Polynom F in einem gegebenen
Potenzproduktideal enthalten ist oder nicht. Jedes Potenzproduktideal besitzt eine
eindeutig bestimmte unverkiirzbare Potenzproduktbasis (Satz 2). Es werden Rechen-
regeln angegeben, mit deren Hilfe die Basiselemente des Durchschnitts und des
Quotienten zweier Potenzproduktideale aus den Elementen der Potenzprodukit-
basen der Ausgangsideale berechnet werden konnen; die erhaltenen Basiselemente
sind wieder Potenzprodukte der x,. Die Potenzproduktideale bilden einen dis-
tributiven Verband.

Ein Potenzprodukt-H-Ideal aus dem homogenen Polynomring K[x,, x,, .... x,]
ist genau dann zu einem inhomogenen Polynomideal aus R = K[x,, x,, ..., x,]
dquivalent, wenn seine unverkiirzbare Potenzproduktbasis in R liegt. Umgekehrt
ist das zu einem inhomogenen Potenzproduktideal a dquivalente H-ldeal a, natiirlich
ein Potenzproduktideal mit derselben unverkiirzbaren Potenzproduktbasis, wie sie
zu a gehort. :

§ 2: Durch Eigenschaften ihrer Potenzproduktbasiselemente kénnen prime
und primére Potenzproduktideale charakterisiert werden (Sitze 9 und 10). Jede
Potenz eines primdren Potenzproduktideals ist primdr.

§ 3: Ein Potenzproduktideal ist genau dann irreduzibel, wenn es ein priméres
Ideal der Hauptklasse ist (Satz 11).

Ist fiir das beliebige Potenzproduktideal a eine Potenzproduktbasis bekannt,
so kann leicht eine unverkiirzbare und damit reduzierte Darstellung Ri(a) von a als
Durchschnitt irreduzibler Potenzproduktideale angegeben werden, und diese ist
durch a eindeutig bestimmt (Satz 12/13). FaBt man in Ri(a) die zu demselben Prim-
ideal gehoérenden irreduziblen Bestandteile zu je einem Primérideal zusammen,
so erhiilt man eine reduzierte Darstellung Rg(a) von a als Durchschnitt primérer
Potenzproduktideale. Auch diese ist durch a eindeutig bestimmt. Durch kompo-
nentenweise Quotientenbildung geht aus Rg(a) die reduzierte Darstellung Rg(a:b)
fiir den Idealqoutienten a:b von a nach einem beliebigen Potenzproduktideal b
hervor. — Die zu einem Potenzproduktideal gehorigen Primideale und isolierten
Primidrkomponenten sind also ebenfalls Potenzproduktideale. Eine Potenzprodukt-
basis fiir das Radikal eines Potenzproduktideals erhiilt man auf einfache Weise
aus dessen Potenzproduktbasis.

§ 4: Hier wird eine Methode angegeben, die fiir jedes primédre Potenzprodukt-
ideal q eine Kompositionsreihe aus primidren Potenzproduktidealen nach dem
zugehorigen Primideal p liefert. Die Anzahl ihrer Glieder ist gleich der Ordnung
ho(q) von q.

§ 5: Die Dimension eines Potenzproduktideals kann bei bekannter Potenz-
produktbasis leicht bestimmt werden. — Mit Hilfe des Satzes 12 wird der Satz von
der Dimensionserniedrigung fiir Potenzproduktideale vollstdandig bewiesen (Satz 17).
— Potenzproduktideale der Hauptklasse lassen sich durch Eigenschaften ihrer
Potenzproduktbasiselemente charakterisieren (Satz 18). Jedes Potenzproduktideal
der Hauptklasse ist ungemischt.

Es wird eine Methode zur Losung des ,,Problems der langsamsten Dimensions-
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erniedrigung™ fiir Potenzproduktideale entwickelt. Sie liefert eine geeignete Nume-
rierung der s Elemente der unverkiirzbaren Potenzproduktbasis des Ideals a, so
daf} sich in der Teilerkette

@)<@1,92)C s (@) (G145 42) S S (91: 425 -1 ¢:) = @

die Dimension von Glied zu Glied mdglichst langsam erniedrigt.

Im § 6 werden Potenzproduktbasen fiir Erweiterungs-, Verengungs- und Grund-
ideale von Potenzproduktidealen angegeben. Dabei erweist sich die vom Mitver-
fasser gegebene Definition der Grundideale als sehr zweckmiBig, da sie ohne vor-
herigen %bergang zu transformierten Idealen und ohne Kenntnis der reduzierten
Darstellung anwendbar ist. Mit Hilfe der Grundideale und des Satzes 12 kann fiir
jedes Potenzproduktideal sukzessiv eine unverkiirzbare (reduzierte) Darstellung
durch groBte Primdrkomponenten, die Potenzproduktideale sind, konstruiert werden,
beginnend mit den Komponenten gréflter Dimension.

Im § 7 wird die Relation

H(t: a+b) = H(t: a)+ H(t: b)— H(t; aNb)

fir Potenzproduktideale verallgemeinert. Auf Grund des betr. Satzes 22 kann die
Berechnung der Hilbertfunktion eines beliebigen Potenzproduktideals nach einer
einfachen Formel erfolgen (Satz 23). Emanuel SPERNER hat in [9] implizit gezeigt,
daB die Hilbertfunktion H(r; a) eines beliebigen H-Ideals a fiir hinreichend grofe ¢
gleich derjenigen eines gewissen Potenzproduktideals ist; ist dieses Potenzprodukt-
ideal bekannt, so kann H(¢; a) mit Hilfe des Satzes 23 berechnet werden.

§ 8: Jedes primire Potenzproduktideal ist perfekt (Satz 24). Dem Mitverfasser
gelang es, fiir beliebige Potenzproduktideale eine Basis des zweiten Syzygienmoduls
anzugeben. lhre Elemente sind ebenfalls Potenzprodukte.

. Zum besseren Verstiandnis werden in jedem Paragraphen die benétigten Begriffe
kurz definiert und am SchiuB3 jeweils Beispiele zu den Ergebnissen angegeben.

In diesem ersten Teil der Arbeit befinden sich die §§ 1—4 und das Literatur-
verzeichnis. Der zweite Teil wird demnéchst in dieser Zeitschrift erscheinen.

]

§ 1. Vorbereitungen. Rechenregeln fiir Potenzproduktideale

Es sei K ein unendlicher Koérper, und x,. x,. ..., x, seien n+ 1 verschiedene
Variable. Wenn nicht ausdriicklich etwas anderes betont wird (so in § 6), sollen
samtliche in dieser Arbeit vorkommenden Groflen demselben Polynomring ange-
horen, entweder Kl[x,,...,x,] oder dem zugehdrigen H-Ring K[xq, X;, ..., X,]-
Unter einem Ideal in dem H-Ring ist stets ein homogenes Ideal zu verstehen ([2]).
Es gilt der Basissatz.

Frakturbuchstaben bezeichnen stets Polynomideale aus dem gerade bevorzugten
Polynomring, wihrend p und ¢ Potenzprodukte der x, und (p, g) bzw. [p, g] den
groBten gemeinsamen Teiler bzw. das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der
Potenzprodukte p und ¢ im zahlentheoretischen Sinne bezeichnen. iy

Definition 1. Ein Ideal a aus K[x,,...,x,] bzw. K[xy, Xy, ..., Xx,], das eine
Basis besitzt, deren Elemente Potenzprodulte der x, sind, heifit Potenzproduktideal.
Ist in dieser Basis kein Element iliberfliissig, so nennt man sie unverkiirzbar.
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Jede Potenzproduktbasis eines Potenzproduktideals 1aBt sich durch Streichen
der iiberfliissigen Elemente in eine unverkiirzbare Basis verwandeln.
Wie man leicht sieht, gelten fiir Potenzproduktideale die folgenden drei Sitze:

Satz 1. Das Ideal a ist genau dann ein Potenzproduktideal, wenn fiir jedes Polynom

F = E.'f,»p,» aus a (mit f;€ K, ;70 und p; #p, fiir j # k) stets p;€a gilt.
i=1

Satz 2. Die unverkiirzbare Potenzproduktbasis eines Potenzproduktideals ist
bis auf die Reihenfolge ihrer Elemente eindeutig bestimmt.

Summe, Produkt und Durchschnitt von Potenzproduktidealen sind wieder
Potenzproduktideale; fiir den Durchschnitt gilt

Satz 3. Es seien a,b, ¢ Potenzproduktideale, p und ¢ seien Potenzprodukte
der x,. Fiir den Durchschnitt von Potenzproduktidealen gilt

(n afl(b+¢) = (alib)+(alNe)

und
(»N(q) = ([p, 9).

Hierzu dquivalent ist die Aussage von

Satz 3'. Der Durchschnitt der Potenzproduktideale a = (p,, ..., p,) und
b=(q,, ..., q) ist das Potenzproduktideal
afb = ((py 41l [P1: G2, -5 [Pis G, -5 [Pss 44)).

Die so erhaltene Potenzproduktbasis fiir das Durchschnittsideal ist im allgemeinen
noch verkiirzbar.

Fiir beliebige Polynomideale a,b,¢ gilt nur afN(b+¢) 2 (aNb)+(aMNe).

Folgerung 1 aus Satz 3. Der Verband der Potenzproduktideale im Polynomring
bzw. H-Ring ist distributiv. Fiir Potenzproduktideale a, b, ¢ gilt

2) (a, ¢)((b,¢) = (aNnb,c).
Fiir beliebige Polynomideale a, b, ¢ gilt (2) nur mit <.

Folgerung 2 aus Satz 3. Sind a = (p,, ..., p,) und b = (¢,, ..., q,) zwei Potenz-
produktideale und ist der grofite gemeinsame Teiler der Basispotenzprodukte {p;, q;) = 1
fiir alle i und k, so gilt

allb =a-b.

Ist b=(g) ein Hauptideal, so gilt auch dic Umkehrung der Aussage von Fol-
gerung 2:

Satz 4. Besitzt das Potenzproduktideal a die unverkiirzbare Potenzproduktbasis
Pis - P, und ist das Potenzproduktideal b ein Hauptideal, b =(q). so gilt aNb=a-b
genau dann, wenn der grofite gemeinsame Teiler (p;, q)=1 ist fiir alle i.

Beweis. Es sei a b = a-b. Eine Potenzproduktbasis dieses Ideals kann einmal
nach Satz 3’ und zum andern nach der Definition des Produktes zweier Ideale
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angegeben werden. Wire [p;, ¢] = p,-q mit i =k, so wire wegen [p;, q]+(p;, q) =
= p,-q das Potenzprodukt p, ein Teiler von p;. Also gilt [p;, ¢g] = p;-q und folglich
(pi» g)=1 fir alle i.

Bevor wir mit der Untersuchung der Idealquatienten beginnen, notieren wir
die fiir beliebige Polynomideale a, b, ¢ giiltigen Regeln (vgl. [2], Seite 23):

(3) (aNb):c = (a:c)N(b:¢),
4) a:(b+¢) = (a:b)MN(a:c).
Eine Basis fiir den Idealquotienten zweier Potenzproduktideale liefert

Satz 5. Es seien a, b Potenzproduktideale, p und gq seien Potenzprodukte
der x,. Fiir den Idealquotienten von Potenzproduktidealen gilt

(3) (a+Db):(g) = (a:(¢))+(b:(q))

und insbesondere
VR B .
(p):(q) [<p’ w]-

Mit Hilfe von Regel (4) und Satz 3" erhélt man die zum Satz 5 dquivalente Aussage

Satz 5. Der Idealquotient der Potenzproduktideale a=(p,,...,p,) und
b=(q,, ..., q,) ist wiederum ein Potenzproduktideal. Es gilt

Py P
6 a: — [7 — ..
() @ (P1>9)" (P2:9) <ps,q>

e bﬁ[[(!’n‘?u) /Pn‘b/] [\PHQM <P1afh 1> ﬁpz, Qr>]

i o)
? (Ps’ QI>’ o (.p.w ql)
Bewgis. Ist das Polynom F aus a:(q), so g:lt Fgcall(g). Nach Satz 3’ existiert

eine Darstellung Fg = Z'g1 [P q] = [Zg‘ ] g, aus der F= Zﬁ
i=1 \Pn q) i=1 \PH‘I)
pl Ps

und weiter a:(q)g[————,..., —- ] folgt. Wegen [pi,ql€(p)Sa, also
(P1>q) (Poay) " el €t

————€a:(q) fir alle i, gilt auch die umgekehrte Relation =, womit (6) und folg-

i

lich nach Regel (4) und Satz 3" der Satz 5’ bewiesen ist.

In der obigen Regel (5) kann das Hauptideal (¢) nicht durch ein belicbiges
Potenzproduktideal i ersetzt werden, ohne die Richtigkeit zu verletzen. Beispiels-
weise st (x}, x,):(x3, x,x;) = (x, x,), andererseits ist ((x}):(x3, x,x3))+
+((x,):(x3, x,x3)) = (x%, x,). Es gilt nur der

Satz 6. Es seien a, b, ¢ beliebige Potenzproduktideale. Dann gilt
(a+Db):¢c = (aze)+(b:e).
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Bewers. Ist ndmlich ¢=(g,, ..., ¢,). so folgt aus den Regeln (4) und (5)

(a+0):c = ((a, b):(g,)) N ((a, 0):(g5)) N ... N1 ((a, b):(q)) =
= ((a:(gy)) +(6:(g)) N ((a:(g2)) +(6:(42))) N ... N((az(g0)) + (b:(g)) =2
2 ((a:(g0) N (a: (@) ... (1 (a:(g))) +((b:(q0) (1(b:(g2)) .. M1(b:(q))) =

= (a:¢)+(b:o).
Weiter ergibt sich der

Satz 7. Es sei p,....,p, die unverkiirzbare Basis des Potenzproduktideales a.
Fiir den Idealquotienten gilt a:(g) = a dann und nur dann, wenn der griofite gemein-
same Teiler (p;, q)=1 ist fiir jedes i.

Beweis. Nach Satz 5" ergibt sich aus a:(g) = a

pl_ 3 : {)S_J
P> @)’ 7 (Ps» @)

Da die unverkiirzbare Potenzproduktbasis von a eindeutig bestimmt ist, gilt

s Zp_pl‘_qf firi=1,...,s und jeweils ein k. Daraus folgt i =k und weiter {p;, ¢)= |
k=
fiir alle /. Aus der Giiltigkeit von (p;, ¢) =1 fir alle 7 folgt umgekehrt wegen Satz 5

a:(‘?) — (PI’ “'Hos) = a.

a=(pg;-sp) =

Folgerung 1 aus Satz 7. Es sei F = ag+--- ein Polynom mit a< K und a=0,
und sei a=(py, ..., p,) ein Potenzproduktideal. Wenn der grofite gemeinsame Teiler
(pi, q)=1 ist fiir alle i, so gilt a:(F) = a.

Zum Beweis dieser Folgerung wird neben dem Satz 7 auch der Satz 14 heran-
gezogen; dieser besagt, dal3 die zu einem Potenzproduktideal gehorigen Primideale
auch Potenzproduktideale sind. (Da der Beweis von Satz 14 ohne die obige Fol-
gerung gefiihrt wird, kann er hier herangezogen werden.) Zu zeigen ist (vgl. [11],
Seite 36), daB F in keinem der zu a gehdrigen Primideale p; liegt. Aus F<p, wiirde
q€p, folgen (nach Satz 1); 0.B.d. A. gilt p, c(x,) S p, sowie g<(x,), woraus sich
ein Widerspruch zu (p,, ¢)=1 ergibe.

Vermittels der Regel (4) erhalten wir nun die

Folgerung 2 aus Satz 7. Es sei a=(p,,...,p,) ein Potenzproduktideal,
b=(F,, ..., F,) sei ein Polynomideal, und fir F, = ag+--- mit acK und a=0
gelte (p;, q)=1 fiir jedes i. Dann gilt a:b = a.

Wir fragen nach dem Zusammenhang, der zwischen einem Potenzprodukt-
ideal a=(p,, ..., p,) aus K[x,, ..., x,] und dem zugehdrigen homogenen Polynom-

ideal a, aus K[x,, X, , ..., x,] besteht. Einem Polynom F= 3 a¢;<a (a,€ K. a,=0)
im]

vom Grade g — der Grad der Potenzprodukte g, sei g, — entsprechen alle Formen

m
F,=x§ 3 ap,x4% (k=0, 1,2, ...) aus K[x,, x;, .... x,]. und so erhalten wir aus
i=1
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den Polynomen F aus a samtliche Formen aus a,. Natiirlich ist mit a auch a, ein
Potenzproduktideal, a,=(p;, .... py) € K[Xy. X;, ..., X,]. Es gilt auch die Umkeh-
rung: ;

Satz 8. Ein homogenes Potenzproduktideal a, mit der unverkiirzbaren Potenz-
produktbasis p,, ..., p, aus K[x,. x,, ..., x,] ist genau dann das zu einem inhomogenen
Polynomideal a aus K|x,, ..., x,] gehdrige H-Ideal ([2], Seite 53: wenn ay:(xy)=a,),
wenn keines der Basispotenzprodukte p,. ..., p, durch x, teilbar ist. Das H-Ideal a,
ist dann zu dem Potenzproduktideal a=(p,, ..., p,) K[x,, ..., x,] dquivalent.

§ 2. Prime und primire Potenzproduktideale

Ein Polynomideal p heilst prim, wenn aus AB<p und A4 p stets Bep folgt.
Aus dieser Definition ergibt sich unmittelbar

Satz 9. Ein Potenzproduktideal p +# (1) ist genau dann prim, wenn es die unver-
kiirzbare Potenzproduktbasis x;, x;, ..., X, mit 1 =i<j<--<k=n bzw. 0=i<j <
<.« =k =n besitzt.

Folgerung aus Satz 9. Jedes prime Potenzproduktideal ist ein Ideal der Haupt-
klasse.

Ist p ein d-dimensionales primes Potenzproduktideal, etwa p=(X44 1, -..s Xa),
so besteht die Primidealkette

pC(p, x) (P X5 ooes X) SPo=(1) bzw. po=(xg, Xy, ..y X,)

aus d + 2 Gliedern und kann nicht durch Einschalten weiterer Primideale verldngert
werden ([2], Seite 143).

Ein Polynomideal q heiBt primér, wenn es ein Primideal p und eine natiirliche
Zahl p mit pSqS p gibt und aus ABcq und A4q stets Bep sowie aus ABEq
und B q stets A< p folgt; p heiBt das zu q gehdrige Primideal.

Satz 10. Es sei q ein primdres Potenzproduktideal. Das zugehorige Primideal
p ist ebenfalls ein Potenzproduktideal: es sei etwa p =(x,, x5, ..., x,). Dann besitzt die
unverkiirzbare Potenzproduktbasis von q die Bauart

q = (', x5, .... x5 oder

r r r
c1 2 Cr i €2 Csi
0 = Xy X iy Bey H-\i s ”-\’i 'y sens Hxi .
i=1 i i=1

i=1
wobei r=1, ¢, =1 und ¢;y + -+ +c¢;, = 1 fiir alle k und j gilt.

Bewess. Es sei F = a,p, + - +a,p, (a;€K) ein beliebiges Polynom aus dem
zu q gehorigen Primideal p. Wegen p?< q enthillt das Potenzproduktideal q die
Potenz F?¢ und nach Satz | auch jedes Glied p?, woraus p,€p fiir jedes i folgt. Also
ist p ein Potenzproduktideal. Sei also im folgenden p =(x,. x,. ..., X,) das zu dem
primdren Potenzproduktideal q gehdrige Primideal. Es bleibt zu zeigen, daB jedes
Basispotenzprodukt ¢ von q nur die Variablen x,.....x, nicht aber x,., oder
X,4+3, ... oder x, als Faktoren enthilt. Angenommen, es wire ¢=p,p,, wobei p,
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ein Potenzprodukt der x,, ..., x, und p, ein Potenzprodukt der x,.,, ..., x, ist,
ein Basispotenzprodukt von q. Dann miilite bei p,4¢q p,€p gelten, was offenbar
unmoglich ist. Folglich mull p, =¢ € q sein. — Hat umgekehrt ein Potenzprodukt-
ideal q eine Basis der angegebenen Bauart, und wire F=G-H¢q ein reduzibles
Polynom und G¢q sowie H¢p, so gibe es mindestens ein Glied ap (a€ K, a=0)
in H mit p¢p (Satz 1). Weiter stehen in G Glieder, die durch kein Basispotenz-
produkt des Ideals q teilbar sind; es sei bg (b€ K, b 0) ein solches Glied mit mini-
malem Grad in bezug auf x,,...,x,. Dann ist ab.-pg mit abc K und ab=0 ein
Glied von F, und es wire pg4 q im Widerspruch zu Satz 1. Mithin muB H<p gel-
ten; q ist also ein Primirideal.

Folgerung 1 aus Satz 10. Jede Potenz eines primdren Potenzproduktideals ist
wieder primdir.

Insbesondere ist jede Potenz eines primen Potenzproduktideals primir, was
fiir beliebige Primideale keineswegs gilt (vgl. [11], Seite 61, Aufgabe 3 und [2], Seite
137, FuBnote 3).

Nach [1] heit ein Polynomideal a quasiprimdr, wenn es ein Primideal p und
eine natiirliche Zahl ¢ gibt mit p¢S a< p. Jede Potenz eines primen Polynomideals
ist also quasiprimir, aber nicht notwendig primir. Es gibt auch quasiprimire Potenz-
produktideale, die nicht primar sind, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 1. Es sei a=(x7, x,x,), dann gilt zwar (x,)>cac(x,), aber nach
Satz 10 ist a nicht primir.

Folgerung 2 aus Satz 10. Es sei q ein primdres Potenzproduktideal und p =
=(xy, X5, ..., X,) das zugehirige Primideal, q sei ein Potenzprodukt der x,. Dann
ist q:(q) ebenfalls ein zu p gehdriges primdres Potenzproduktideal, oder es ist gleich
dem Einheitsideal.

dr a1

BEWER. Es 886 §= X' i Xy Xea't oo Xy = @ o200y vis Xe. Dann ist nach
Satz 5 q:(¢) = q:(g*), und bei g=(x7', ..., x;", ...) gilt
CH U T € o P ey SO
wobei (¢;, @) = ¢;—min{c;, a;} gesetzt ist. Der Idealquotient q:(g) ist genau dann
gleich dem Einheitsideal (1), wenn fiir mindestens ein i ¢;=a; gilt; sonst ist
(cx. @) =0 fir jedes k und q:(g) ein zu p gehoriges primires Potenzproduktideal.

Folgerung 3 aus Satz 10. Es sei o ein primdres Potenzproduktideal, und
p=(x;, X5, ..., X,) sei das zugehorige Primideal; b sei ein beliebiges Potenzproduki-
ideal. Dann ist ¢ = q:b wiederum ein zu p gehdriges primdres Potenzproduktideal,
oder es ist gleich dem Einheitsideal.

BEwEIS. Es sei b=(q,.¢,, ..., q,). Aus Regel (4) folgt
¢ = (a:(g)))N(a:(g2) N ... N(a:(gy).

Die einzelnen Komponenten sind zu p gehorige Primérideale oder gleich (1). Als
Durchschnitt von zu demselben Primideal p gehdrigen primidren Potenzprodukt-
idealen ist auch der Idealquotient ¢ ein zu p gehdrendes primdres Potenzprodukt-
ideal, q.e. d.
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§ 3. Darstellung der Potenzproduktideale durch irreduzible
Potenzproduktideale

Ein Ideal, das nicht der Durchschnitt zweier echter Teiler ist, heiBt irreduzibel.
Die Darstellung a=Db, b, (b, eines Ideals a durch die echten Teiler b; von
a heiBt unverkiirzbar, wenn kein b, den Durchschnitt a; der tibrigen Ideale b, teilt.
LaBt sich auBerdem kein b; durch einen echten Teiler ersetzen, so heifit die Dar-
stellung von a reduziert ([6]. Seite 31/32).

Jedes Ideal a kann als Durchschnitt endlich vieler irreduzibler Ideale darge-
stellt werden. Diese Darstellung ist durch Streichen der im obigen Sinne iiber-
fliissigen Ideale in eine unverkiirzbare Darstellung zu verwandeln. Sie ist sodann
schon reduziert ([6], Seite 35).

Ein irreduzibles Ideal ist stets primir. Der Durchschnitt endlich vieler Primér-
ideale mit demselben zugehorigen Primideal p ist auch ein zu p gehdrendes Primir-
ideal. Der Durchschnitt endlich vieler nicht zu demselben Primideal gehéorigen
Primidrideale ist, wenn kein Primirideal gestrichen werden kann, nicht primir
({11], Seite 31/32).

Fassen wir, von einer unverkiirzbaren Darstellung des Ideals a durch irredu-
zible ldeale ausgehend, sdmtliche zu demselben Primideal gehérigen irreduziblen
Ideale zu einem Primirideal zusammen, so erhalten wir eine reduzierte Darstellung
des Ideals a durch groBte Primdrkomponenten ([6], Seite 36). Die zugehorigen
Primideale und die isolierten Primdrkomponenten sind durch a eindeutig bestimmt
([11], Seite 35—38).

Wir beginnen diesen Paragraphen mit einer Charakterisierung der irreduziblen
Potenzproduktideale.

Definition 2. Wir nennen ein Potenzprodukt q rein, wenn q=xi gilt (1=i=n
bzw. 0=i=n und c ist natiirliche Zahl). Besitzt ein Potenzproduktideal a eine Basis,
die nur aus reinen Potenzprodukten besteht, so heifit a ein reines Potenzproduktideal.

Nach Satz 10 ist jedes reine Potenzproduktideal primir und zugleich ein Ideal
der Hauptklasse. Umgekehrt ist nach Satz 10 jedes primére Potenzproduktideal
der Hauptklasse rein.

Satz 11. Ein Potenzproduktideal o = (1) ist genau dann irreduzibel, wenn es rein
ist, also ein primdres Ideal der Hauptklasse ist.

Beweis. 1. Es sei qs(1) ein irreduzibles Potenzproduktideal mit der unver-
kiirzbaren Potenzproduktbasis (¢,, ¢a, ..., ¢,). Wire q kein reines Potenzprodukt-
ideal, so wire etwa ¢,=x{'x§?p mit ¢;=1 und (p,x)=1 fir i=1,2. Fir
a,=(px{', 42, ... g) und q,=(px5%, ¢,, ..., ¢, gilte dann qCgq; und nach
Satz 3 q=4q,()q,: q wiére also reduzibel, q. ¢. a.

2. Wire q=(x{!, ..., x{) ein reduzibles Potenzproduktideal, so wire es der
Durchschnitt zweier zu dem Primideal p=(x,,...,x,) gehdrigen Primirideale
q, und g, ([11], Seite 31/32). Jedes Primirideal q; enthilt ein maximales Potenz-
produktideal q;f, das durch die Potenzprodukte der x,.....x,, die in q; liegen,
erzeugt wird. Wegen q=gq, N q, wiirde x{x¢q;* fiir i=1, 2 und fiir jedes k folgen,
also qSqf MNay, woraus g=q; MNq3 folgte. Der Durchschnitt zweier primérer
Potenzproduktideale, die selbst nicht rein sind, kann nach den Sitzen 3" und 10
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nicht rein sein. Also wire 0. B.d.A. q; =q, und das Primiérideal q, enthielte ein
Polynom F, dessen sdamtliche Glieder nicht in q liegen. Da das Potenzprodukt-
ideal p zu q, gehort, wire aber jedes Glied von F durch ein x; € p teilbar. Es moge
x4 (mindestens) ein Glied von F teilen, ein anderes Glied jedoch nicht. Dann wire
x{'7°F die Summe eines Polynoms aus q und eines Polynoms F, £q, mit weniger
Gliedern, als F sie besaB, und die Glieder von F, gehérten sdmitlich nicht zu q,
ligen jedoch in p. Es moge x! mit 1=i=r ein Glied von F, teilen, ein anderes
Glied jedoch nicht. Dann wire x{~*F, dic Summe eines Polynoms aus ¢ und
eines Polynoms F, aus gq, mit weniger Gliedern, als F, sie besaB, und die Glieder
von F, gehorten simtlich nicht zu q, jedoch zu p. ... Das Verfahren bricht bei einem
Polynom F; ab, das die Gestalt F;=/fp mit fc K, f#0 hitte, und dabei wire p ein
Potenzprodukt der x,, das in q,, aber nicht in dem maximalen Potenzprodukt-
ideal q von q, lige, q.e. a.¥)

Satz 12. Jedes Potenzproduktideal a=(q,.q,, ..., q,) laft sich als Durchschnitt
irreduzibler Potenzproduktideale darstellen. Die Potenzprodukte

r r r
g = H«‘-’FH, q> = foh’ ey s = fo“

i=1 i=1 i=1

mit nichtnegativen ganzzahligen Exponenten c¢,; (i=1,....r; k=1,...,5) moigen
eine Potenzprodukibasis fiir das Ideal a bilden. Dann ist

r

r
n o r] (xf|”le -\‘Fzzu' ey xf:i') =

™ a= N

o A e B I o R R e TR N s ais s XET)

eine Darstellung von a durch irreduzible Potenzproduktideale.

Der Beweis erfolgt durch vollstindige Induktion nach s mit Hilfe von Satz 3
bzw. 3" und dessen Folgerung 1.

Satz 13. (a) Jedes Potenzproduktideal a besitzt eine Darstellung als Durch-
schnitt irreduzibler Potenzproduktideale.

(b) Fiir jedes Potenzproduktideal a gibt es eine und (bis auf die Reilhenfolge
der Komponenten) nur eine unverkiirzbare Darstellung als Durchschniit irreduzibler
Potenzproduktideale

Ri(a) =i, MNi,N ... NJ,.

(¢) Eine unverkiirzbare Darstellung cines Potenzproduktideals als Durchschnitt
irreduzibler Potenzproduktideale ist reduziert (im Sinne von Emmy Noether).

BEWwEIS. (a): Es sei a ein beliebiges Potenzproduktideal. Streicht man in der
Darstellung (7) fiir a samtliche irreduziblen Ideale, die eine andere Komponente

#) Ist z. B. q = (x}, 3. x3) und F = xIx3+x,x3+xixd+x,xdx3, so ergibt sich

F, = x,F—x1(x} ~x3) = xix3+ xixix3¢q und weiter F, = x,F, —x3x} = xixiridq.
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der Darstellung umfassen. so erhidlt man eine unverkiirzbare Darstellung
Rf(a) — i]. ﬂizm won ﬂir

fir a als Durchschnitt irreduzibler Potenzproduktideale.

(b)*): Es sei a=j,MNj, -}, eine weitere unverkiirzbare Darstellung von a
als Durchschnitt irreduzibler Potenzproduktideale. Fiir eine beliebige irreduzible
Komponente i, gilt

i = (i, @) = (s [y (1 D) = (s 1) 0700 Oy )

nach Folgerung 1 aus Satz 3. Da i, irreduzibel ist, gilt fiir ein geeignetes / (i, {,) =iy,
also {;<i,. Entsprechend gibt es zu {, eine Komponente i, mit (j,.1i,)=i;. also
i< Aus i,S1,<1i, folgt k=m und j,=i,. Das ergibt t=w und i, =j, bei geeig-
neter Numerierung der Komponenten, q. e. d.

(c)**): Es sei a=i1I eine unverkiirzbare Darstellung des Polynomideals a,
und i sei irreduzibel; es gilt a=i und I. Angenommen, es gibe ein Polynomideal
q mit icq und a=qMN{. Dann lieBe sich jedes Element f des Ideals

qf=qNG. 1

als f=¢q = i+k mit gcq, ici, kel darstellen. Aus k = g—ict1q = a folgt
g =i+ke(i,f) =i, also gilt q* £i. Nach Definition von q* umfaBt q* das irre-
duzible Ideal i, woraus sich q* =i ergibe. q* ist jedoch reduzibel, q. ¢. a.

Satz 14. (A) Fiir jedes Potenzproduktideal a gibt es eine und (bis auf die Reihen-
folge der Komponenten) nur eine reduzierte Darstellung als Durchschnitt primdrer
Potenzproduktideale, die zu verschiedenen Primidealen gehiren,

Rq(a) = q,Mq,MN...Nq,.

(B) Die zu einem Potenzproduktideal gehérigen Primideale und isolierten Pri-
mdrkomponenten sind ebenfalls Potenzproduktideale.

Bewers. Es sei a ein beliebiges Potenzproduktideal. FaBt man in der redu-
zierten Darstellung Ri(a) fiir a als Durchschnitt irreduzibler Potenzproduktideale
die zu demselben Primideal gehorenden irreduziblen Komponenten zu einem Primir-
ideal zusammen, so entsteht bereits eine reduzierte Darstellung (nach [6]) fiir a

Rq(a) = q,MNq,MN...MNq,

als Durchschnitt primirer Potenzproduktideale mit den zugehdrigen Primidealen
Pis Pas oees Py, flr die p;=p; fiir i) gilt.

Da in der Darstellung Rg(a) simtliche Primidrkomponenten und die zuge-
horigen Primideale Potenzproduktideale sind und in jeder unverkiirzbaren Dar-
stellung von a durch primédre Polynomideale die zu den Primérkomponenten geho-
rigen Primideale und die isolierten Primidrkomponenten stets dieselben sind, gilt
die Behauptung (B).

;) Siche G. BIRkHOFF, Rings of sets, Duke Math. J. 3 (1937), 442 454,
**) Siche in [6] in §3 Hilfssatz 11,
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Aus der Darstellung Ri(a) erhdlt man die eindeutig bestimmten reduzierten
Darstellungen Ri(q,), indem man jeweils die zu dem Primideal p, gehdrigen irre-
duziblen Komponenten von Ri(a) auswihlt; es gilt

Ri(a) = Ri(q,)Ri(q,) ... N Ri(q,).

Es sei umgekehrt a=q; MNq3 MN...MNqgS eine reduzierte Darstellung von a
als Durchschnitt primirer Potenzproduktideale. Wegen (B) gilt u=v, und o. B. d. A.
ist p, das zu q; gehorige Primideal. Jedes Primdrideal q;f besitzt nach Satz 13 eine
eindeutig bestimmte unverkiirzbare Darstellung Ri(q;") als Durchschnitt irreduzibler
Potenzproduktideale. Wir zeigen, daB

Ri(ai)NRia)N ... N Ria})

eine unverkiirzbare Darstellung von a durch irreduzible Potenzproduktideale
ist. — Ist i eine irreduzible Komponente von Ri(q;") und j eine solche von Ri(q})

qf =illi* und qf = iNj* mit q/ #i* und qf =j*,

so wiirde aus iSj die Gleichheit q; Mj* =q;" Mq; folgen, so daB in der obigen
Darstellung von a das Primirideal q; durch das groBere Potenzproduktideal
j* ersetzt werden konnte — im Widerspruch zur Reduziertheit der Darstellung.
Folglich gilt

Ri(a) = Ri(q)NRi(q3)N ... NRi(q)).

Die Darstellung Ri(gf) enthdlt simtliche zu dem Primideal p, gehorenden irre-
duziblen Komponenten dieser Darstellung fiir a und nur diese. Da die Darstellung
Ri(a) eindeutig bestimmt ist, folgt Ri(q)=Ri(q,) und weiter qf =q, fir k=1,
. Tl 1 1Y) < A

Zur Herstellung der reduzierten Darstellung eines Potenzproduktideals a ist
also im Gegensatz zu beliebigen Polynomidealen die Theorie der Grundideale
nicht erforderlich (vgl. [4]); iiberdies liefern die Grundideale nicht immer redu-
zierte Darstellungen, so im Beispiel 3.

Beispiel 2. Es ist

a = (xf,x,x,x3,x3) = (xf, x;, ¥ N (0, x5, ¥) N (xF, x5, x3) =

ok (xl * x%)n ("'--ll L] -‘72) ﬂ(xf L] X%, XS) — ("f L] x%, Xy xz)n-(-\'f L] -x.% L] x3)°
Eine andere unverkiirzbare Darstellung dieses Ideals ist

as (xt. 22, 22 )N 0ef, 2%, 22, X %2 %3)s

Aber die eingebettete Komponente der ersten Darstellung umfaBt die der zweiten;
im Sinne von Emmy Noether ist daher nur die erste Darstellung reduziert. Auch
in diesem strengen Sinne ist die reduzierte Darstellung der Potenzproduktideale

durch groBte primidre Polynomideale i. a. nicht eindeutig bestimmt, wie das be-
kannte Beispiel a = (x7, x,x,) = (x,)N(x}, ax, +x,) fiir alle ac K zeigt.
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Beispiel 3. Es ist
a=(x},x3 x;, %, %53, x%,x3x3) =

=y, 2%, %, %3 2DV, s 2. 3. 2D
IR X5ty X8 DN 2% 2 38, DN (a3, 22 . 28 0 ) N
(xS %1 xR X5 XE) VO, 22y X1 X3, )V (6 5 X35 X1 03 XD )
YOS %5 %5, 25, XD IO s x4 0% T DN 0% 5 28, 03 25100
N(x3, %, x5, x3,23) =

= (x,, x%)ﬂ(xl , X3, x)N(x3, x;)ﬂ(xf, X2, x3)N
N3, x3, xHD N, x5, xD N0y, x2) N (xy, x5, XD O, x) N (x, x5, x3) N
N, x2, ¥ N>, X2, x3) =

= (x;, x3) N(x1, x) N (xi, x3, x3)  [Ri(a)]

= (x1, %3, x,x) N(x1, x3,x3).  [Re(@)].

Eine andere unverkiirzbare Darstellung von a, die sich nach der Methode von
Grete HERMANN ([4]) ergibt, ist

el 22 8. 08 2 P 2 - G B | 3
a=(x{, x3. x,x,) N(x}, x3, x3, x{x,. X103, X,0,x3, x,x3, X33, X,X3).

Sie ist aber nicht reduziert, da die eingebettete Komponente in derjenigen der
Darstellung Rg(a) enthalten ist.
Speziell fir Idealquotienten gilt

Folgerung aus Satz 14. Es seien a und b Potenzproduktideale. Es sei Rq(a)=
=q,qy - Maq, die reduzierte Darstellung fiir a als Durchschnitt primdrer Potenz-
produktideale. Dann ist

Rg(a):b = (q.:b)N(g,:6) N ---N(q,:b)= Rg(a:b),

nachdem die Komponenten q,:b mit q.:b = (1) gestrichen sind, die reduzierte Dar-
stellung fiir den Idealquotienten a:b als Durchschnitt primdrer Potenzproduktideale.

BeEweEls. Wir betrachten zunéchst ein beliebiges priméres Potenzproduktideal q.
Es sei Ri(q)=i,M---Ni, die reduzierte Darstellung von q durch irreduzible
Potenzproduktideale. Dann ist

Ri(q):b = (i:b)--N(i,:b)

eine im allgemeinen noch verkiirzbare Darstellung fiir q:b. Streicht man hier die
Komponenten mit i,.:b = (1), so bleibt nach Folgerung 3 aus Satz 10 und Satz 13
die reduzierte Darstellung Ri(q:b) stehen. — Setzen wir die entsprechenden
Darstellungen in Rg(a):b ein, so ergibt sich

Ri(q,:b)NRi(q,:0) N --- N Ri(q,:b) = Ri(a:b);

denn zu verschiedenen q,:b gehoren nach Folgerung 3 aus Satz 10 auch verschiedene
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Primideale. Folglich ergibt die Darstellung Rg(a):b eine reduzierte Darstellung
fiir den Idealquotienten a:b als Durchschnitt primdrer Potenzproduktideale, die
nach Satz 14 cindeutig bestimmt ist.

Das Radikal Rada eines Potenzproduktideals a ist als Durchschnitt der zu a
gehorigen Primideale nach Satz 13 ebenfalls ein Potenzproduktideal. Es gilt

Satz 15. Es sei

iy mz My
o = | =, Jst, . f]
i=1 i=1 i=1

ein Potenzproduktideal aus K(x,, ..., x,] bzw. K[xq, x,, ..., x,] und x;; € {x,, ..., x,}
bzw. €{xg, Xqs ovey X} it Xp; # Xy flir i £j, =130, j=1,2, ... ,m; k=1,2, ..., 5.
Dann hat das Radikal von a die Basisdarstellung

my

mz me
Rada = H.r”, Xy veiy H.‘cﬂ-};
i=1

i=1 i=1
sie ist im allgemeinen noch verkiirzbar.

Nicht jedes Radikal eines Potenzproduktideals aus K[x,, ..., x,] besitzt eine
Basis aus hochstens n+1 Elementen; dies zeigt das Beispiel 4. Nach einem Ver-
fahren von PErrON¥) erhilt man zu jedem Polynomideal a ein Polynomideal b mit
hochstens 7+ 1 Basiselementen, so daB3 gilt Rad a= Rad b.

Beispiel 4. Fiir das Potenzproduktideal
a=(XyXy, X1 X3, X Xy, XaX3, XpX4, X3X4)
=(Xy, X3, X3) N(Xy, X5, X3) N (xy, X3, %) (x5, X3, X4)
aus K[x,.x,, x5, x;] gilt a=Rada. Fiir das Polynomideal
D = (X:X5=X3X4; Xy X3 —X3X4; X1X4: X2X3)

gilt z. B. Rada=Radb=a.

§ 4. Konstruktion von Kompositionsreihen fiir primiire
Potenzproduktideale

Jedes Primiirideal q besitzt mindestens eine Kompositionsrethe nach dem
zugehorigen Primideal p; das ist eine echte Teilerkette q=a,Cq,C--Cq,=p,
die aus zu p gehdrigen Primiridealen besteht und durch Einschalten weiterer Glieder
nicht mehr verlingert werden kann. Die Lange p der Kompositionsreihe heifit die
Multiplizitit des Ideals q ([2], Seite 88/89). Durch jedes zu p gehorige Primirideal
qcq fiihrt mindestens eine Kompositionsreihe des Ideals q; denn entweder ist
zwischen q und q kein Glied mehr einzuschalten, oder es existiert ein q dazwischen,
— im ersten Fall bilden q und eine Kompositionsreihe von q eine Kompositions-

*) Siehe O. PerrON, Beweis und Verschirfung eines Satzes von Kronecker, Math. Ann. 118
(1941/43), 441—448.
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reihe fiir das Ideal q, im zweiten Fall ist zu untersuchen, ob zwischen q und § noch
ein Primirideal liegt, usw.

Wir wollen hier ein Verfahren angeben, das fiir jedes primdre Potenzprodukt-
ideal eine Kompositionsreihe aus primidren Potenzproduktidealen liefert.

Satz 16. Es sei q ein primdres Potenzproduktideal, p=(x,, X,. ..., X,) bezeichne
das zugehdrige Primideal. Das folgende Verfahren liefert eine Kompositionsreihe
von q nach p mit der Linge = hy(q), wo hy(q) den Hilbertkoeffizienten des Ideals
q bezeichnet

q=0,CqC...Cq, = P.

Wir setzen q, =q und qx=(0x-1, ) =(Qs ¢+ .., qi) fiir | <k =p. Dabei bezeichnen

qs,..+1 E] q$m+2, ee gy qsmn

samtliche Potenzprodukte der x,,x,,...,x, vom Grade g, = ¢,+:-+c,—m,
die nicht in q enthalten sind (c,, ..., ¢, sind die Exponenten der reinen Potenzprodukie
der in Satz 10 gebenen unverkiirzbaren Potenzproduktbasis fiir o), ihre Anzahl sei t,,;
es ist 5,=0,8,41 = 1+t,+-+1,, und m lauft vonr bis G—1 = ¢, +--+c¢,— 1.

Bewels. Wir  konstruieren zundchst fiir das reine Potenzproduktideal
q = (x{, x%% ..., x{~) eine echte Teilerkette der Linge Z, in der simtliche Glieder
zu p gehdrige primidre Potenzproduktideale sind, und zeigen alsdann, daB diese
Teilerkette eine Kompositionsreihe ist.

Es sei q, =q. Ist q=p, so ist 2=1, und wir sind fertig. Wenn q kein Primideal
ist, so wiithlen wir das Potenzprodukt ¢, zu ¢, =x§""'...x5~! und das Primirideal
q,=1(q,.¢,). Es gilt ¢, ¢ q,, aber g, € p. g, ist das einzige Potenzprodukt der x,. ....x,
das den Grad g, = G —r (wir setzen G = ¢, +--- +¢,) besitzt und nicht in g liegt.
Bei q,=p bricht die Kette mit A=2 ab. Andernfalls suchen wir simtliche Potenz-
produkte der x,.....x, vom Grade g,., = G—(r+1), die nicht in q enthalten
sind. Dies seien die #,,, Potenzprodukte ¢;,q,,....q, ., (5,42 = 2+41,4,), mit
denen wir die Primérideale

3 = (92, 93)Cq, = (93,94)C ... Cq,,. ., = Q1 5-1>F5,42)

bilden. Falls q, ., =p gilt, also G = r+2 ist, bestimmen wir die #,., nicht in q
enthaltenen Potenzprodukte der x,,....,x, vom Grade g,., = G—(r+2) und
bilden analog

QS,-42+1C “'CQ_‘:,.39

Es sei t,, diec Anzahl der verschiedenen Potenzprodukte der x,, ..., x, vom Grade
g2, = G —m, die nicht in dem Potenzproduktideal q liegen. Es seien dies die Potenz-
produkte ¢, ., ..., ¢, ,,- Eine Potenzproduktbasis fiir das Ideal q_ ,; ergibt
sich aus einer solchen fiir das Potenzproduktideal q, ;;-,, indem zu dieser das
Potenzprodukt ¢, .; hinzugefiigt wird. Dann ist q .; = (q,, 4+i-1+ @5, +i) €N
zu p gehoriges primdres Potenzproduktideal (1=i=1,: r=m= G-1). Fir
m = G—1 gilt 7, =r, es gibt nur die Potenzprodukte x,, ..., x, vom Grad g, in p:
folglich ist dann q, =p=(x,, ..., X,).
Nach ihrer Konstruktion ist

09 =4CqC...Cq, =P
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cine Teilerkette der Linge A=s5;=141,4+1,,,+ - +15-,. Um zu zeigen, daB es
eine  Kompositionsreihe ist, nehmen wir an, es existiere ein Primérideal q mit
QG-1CqCq, und 2=k=4A. Dann wire q = (qx—y, F1qxs ---» F;qx)- Aus ¢, 4q
folgte F;cp fiir j=1, ..., s. Mithin besile F;q,, wenn F; von 0 verschieden wire,
in jedem Glied in x,, ..., x, einen groBeren Grad als das Potenzprodukt ¢,, so
daB F,q, € q,-, und weiter q = g, _, folgte. Die obige echte Teilerkette ist also bereits
eine Kompositionsreihe. Sie besitzt ebensoviel Glieder, wie es Potenzprodukte
qc(#1) der x,, ..., x, gibt, die nicht in q enthalten sind. Jedes g, hat die Gestalt
Ge=x9x% ... x% mit 0=d,=c¢,—1 und d,+:+d,=0. Andererseits ist jedes
Potenzprodukt dieser Bauart gleich einem der konstruierten ¢,. Es gibt also genau
€;...¢,—1 verschiedene Potenzprodukte ¢,; folglich ist

A=C1C3 ... C;.

Aus der obigen Kompositionsreithe fiir q = (x{', x5% .... x;) erhalten wir
fiir ein beliebiges Primiérideal

r r r
q' — [xﬁls .T?. LALE ] x:'a H’xf”’ foui vy H.T:“
i=1 i=1 i=1
eine Teilerkette
’ » ’ ’
9 =q1Cq3C...Cq, =P

auf folgende Weise: Aus der Kompositionsreihe fiir q ergibt sich, wenn wir zunéachst
% =1(a’, 45, ..., q;) bilden, eine Teilerkette q" = q,£q,E---Sq; = p; aus der so
erhaltenen Teilerkette fiir q” streichen wir sodann simtliche q,, fiir die g, €q" gilt;
die {ibriggebliebenen q, und die zugehdrigen ¢, werden neu durchnumeriert und zur
Unterscheidung mit einem Apostroph versehen, also q;=(q", ¢3, ..., gx). DaB die
so gewonnene echte Teilerkette eine Kompositionsreihe ist, folgt analog dem vorigen
Beweis.

Die Linge der konstruierten Kompositionsreihe fiir q” ist gleich der Grdbner-
schen Multiplizitit u des Ideals q" und geniigt bei algebraisch abgeschlossenem
Grundkorper K der Relation

ho(q") = pho(p)

([2], Seite 166), wobei hy(a) den hichsten zu dem Polynomideal a gehorigen Hilbert-
schen Koeffizienten, die Ordnung, bezeichnet. Da in unserem Fall p ein Ideal der
Hauptklasse ist, erhalten wir nach [2] (Seite 166) /4,(p)=1 und damit u=hy(q’);
durch das obige Verfahren wird auch /,(q") bestimmt.

Beispiel 5. Wir wollen eine Kompositionsreihe fiir das reine Potenzprodukt-
ideal
a=(xt,x3,x3) (@=3)

konstruieren. Es ist p = (x,, x,, x;) das zugehorige Primideal, und

@;=X1X3X3:  q3=XiX3,  Qu=XiX;X3,  gs=X{XiX3}  ge=XiX,,
g, =X1x3, gs =X1x3, go=X1x;X3, g10 =X X3X3; qy1=X1,

q12=Xi X, q13 =X} X3, q1a =X X3, dis=X,X3X3, 16 =X3X3;
qy7=x7, Gis=X1 X2, Jr9=X1 X3, qr0=X3, g1 =X3X3.

qr2=Xy, q23= X3, gra=X3
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ist eine geeignete Numerierung der bendtigten Potenzprodukte. Also bilden die
Ideale

q=q, = (xi, %3, x)caq, = (x1, x3, x3, xixix;)Cq3 = (x1, x3, x3, xixdHc
cay = (7, X3, x3, x1x3, xix, x3)Cas = (x4, x3, x3, x{x3, x}x, x5, xixix;)c
cqe = (xt, x3, x3, xix,, xixixs)ca; = (xt, x3, x3, x}x,, X3 %3, x}x3 x3)
Gy = 61,28, 8, xtxs xi s 2 e iy =
— (x‘:'s x%:xg’x?xZ?x%x39xfx§&x¥x2x3)C
Caio = (x1, x3, x3, x7x,, x{ x5, xx3, x{x, %3, X, X3 x3) C
Cayy = (¥7, x3, 23, XTx3, X{ X, X3, X x303)Cay, = (67, x3, X3, XXy, X X3x3)C
O3 = (xi‘,x%.x§,xfxz,x%x_;,xlx%xs)cq..; — (xf,xgsxg»xfxzsxfxs: xlxg)c
Cays = (x3, x3, x3, x{x,, ¥{x3, X, X3, X, X, %3)C
cq6 = (x1,x3, x3, «\'E-‘Qo X1x3, X, X3, XXy X3, X3x3)C
C a7 = (X7, X3, X3, X, X3, X X, X3, X3x3)Cays = (xf, X3, X3, X, X5, ¥3x;3)C
Cq19 = (X7, X3, X3, X1 X2, X X3, X3X3) S qz0 = (X7, X3, X3, X1 X3, X, X3)C
cqyy = (x}, x3, x3, XXz, X X3, X3 X3) S 022 = (X, X3, X3, X, X3)C
Cq23 = (xl9x29x.§)cqz4 = (X1, X3,X3) = p
eine Kompositionsreihe der Linge u = 4.3.2 = 24,

Jetzt soll fiir dasselbe Ideal q eine Kompositionsreihe angegeben werden, die
die ldeale

a=(x},x3,x3), b=0x3,x3, x;3), e=(x},x3,x,), dD=(x1,x3,x;3), e=(x%,x;,x;)

als Glieder enthillt. Man erhilt nach einer Umnumerierung der Potenzprodukte
s+ ... 424 €twa die Reihe

9 = q,Cq; =(q, X x3x3)Cq3=(q, X1 x3) Cas=(q3, X1 X, X3) = q5 =(q, X{ x;) =
Cqs = (95, X1 X3) S q7 = (96, X1) = aCqg = (a, X{x3x3)Sqo = (@, X7 X, x;3)C
Ca10 = (G0, X1 X¥3%3)Sq1; = (910, X1 X3) S 12 = (G115 ¥, X2 X3)C
913 = (912, ¥3X3) S Qs = (913, X1 X3) S G5 = (G145 X2¥3) S q6 = (a, x3) = bC
Cay7 = (b, x{x3) < qys = (947, X, ¥3)CSq10 = (b, x3) = cCq0 = (¢, ¥T X))
Cqy = (6, x]) = dcq,y, = 0, X, X;)Cq23 = (0, X;) = eCqz = (e, X)) =P.

7 D
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