Schiefverbinde mit Zusatzaxiomen

Von MAX DIETER GERHARDTS (Bremen)

In der Theorie der nichtkommutativen Verbdnde wird ein Schiefverband (Ver-
flechtung ) definiert als eine Algebra (M: A. v) mit zwei bindren, eindeutigen, voll-
standigen und assoziativen Operationen A und vV, in der fiir je zwei Elemente a, b¢ M
die Axiome

an(bva) = a (anb)va = a

aiN(avb)=a (bra)va = a

erfullt sind [1], [2]. Das Axiomensystem ist dualsymmetrisch in folgendem Sinne:
Es ist invariant gegeniiber Umkehr der Reihenfolge der Elemente bei gleichzeitiger
Permutation von A und V.

In einem Schiefverband (M: A, V) sind die Aussagen aAb = a und avb = b
aquivalent. Wird durch a<=b < aprb = a in (M; ), v) eine Relation <= erklért,
so ist das Relativ (M; <) eine Quasiordnung, in der je zwei Elemente eine untere
und eine obere Grenze besitzen [1]. Hierbei heilt (M; <) quasigeordnet, wenn -=
reflexiv und transitiv ist.

Schiefverbiande sind idempotent und glatt, d. h. fiir je zwei Elemente a, be M
gelten die ldentititen

aha =a ava=a

(anb)ha=arb av(bva) = bva.

Dennesistara = a)[(anb)val = aund (arnb)ra = (arb)A[(anb)v al=anb.
Die iibrigen Gleichungen ergeben sich aus der Dualsymmetrie.

Wichtige Klassen von Schiefverbinden werden nun bestimmt durch Zusatz-
axiome der folgenden Form: Fiir jedes (m +n)-tupel von Elementen a,, ..., a,,
by,...,b, €M gilt die AV — Termgleichung T*V(a,, ...,a,) = S*V(b,, ..., b,) [3].
Bei der Adjunktion solcher Zusatzaxiome entsteht jedesmal die Frage. ob diese
sinnvoll sind, d. h. ob aus ihnen und den Schiefverbandsaxiomen nicht bereits die
beiden Kommutativgesetze fiir A und v folgen, womit der Schiefverband (M; A, V)
ein Verband wire, die Quasiordnung (M; <) eine Ordnung ergibe und die gewon-
nenen Ergebnisse moglicherweise trivial sein wiirden.

So sind z. B. die einen reguldren Quasiverband (MATSUSHITA) charakterisierenden
Axiome

av(arnb) = a (bva)ha = a

sinnvoll [4], wihrend, worauf P. JorRpDAN hinweist ([3]), jede der beiden éhnlichen
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Forderungen
avV(brna) =a (avb)ha =a

bereits Kommutativitit bedingt.

Um eine Antwort auf die obige Frage geben zu konnen, definieren wir den
Begriff der Spur eines schiefverbandstheoretischen Terms 7 Y. Hierzu ordnen
wir jedem AVv-Term 77V seinen beziiglich v kommutierten Term 747 zu, d. h.
denjenigen A -Term, der aus 7"V entsteht, wenn man jeden A v-Teilterm der
Form T'v T” durch T"7 T’ ersetzt. Unter der Spur sp T eines Terms 7"V verstehen
wir sodann die erste Variable des beziiglich v kommutierten Terms 7/7,

Nun lautet die Antwort auf die obige Frage folgendermalen:

Dann und nur dann ist ein Schiefverband (M ; A,V ) ein Verband, wenn in (M; ).V)
mindestens ein Zusatzaxiom Y @y, ...,Qp,by, ....,b,€M: T*V(a,,...,a,) =
= SAv(b,, ..., b,) mit sp T#sp S gilt.

BEWEIS. Zunidchst seien in allen Zusatzaxiomen die Spuren der beiden Terme
gleich. Da dies auch in den einen Schiefverband charakterisierenden Axiomen der
Fall ist, folgt die Spurgleichheit fiir alle Termgleichungen der Theorie. Denn die
Relation der Spurgleichheit in der Menge aller Av-Terme ist eine Kongruenz-
relation. Es kann also weder anb = bra noch avb = bva fir je zwei a, be M
gefolgert werden, weil hier die Spuren der Terme links und rechts des Gleichheits-
zeichens vevschieden sind.

Es gelte nun ein Zusatzaxiom Vva,,...,a,,b,.... 0,6 M: T"V(a,, ..., a,) =
= S*V(b,, ..., b,) mit sp T=spS. a und b seien beliebige Elemente von M. Man
ersetze in 7"V = S*V die Spur sp T und alle zu sp T gleichen Elemente durch aa b,
alle iibrigen Elemente dagegen durch b Aa. Die neue Termgleichung sei 75V = S§ V.
Dann besteht der Term 7§ ¥ entweder nur aus a A b, oder das durch die Abbildung
TV —=THV erzeugte Bild anb von sp T ist folgendermaBen mit aAb oder bra
verkniipft: (@Ab)A (anb), (anb)A(bnra), (@rb)v (anb) oder (bra)v(anb). Wegen
der sich aus Assoziativitdt, Idempotenz und Glattheit ergebenden Identitdten
(xAPA(yAX) =xAy und (xXAY)V(PAX) = [(XAPD)A(PAX))V(YAX) = yAX
haben alle vier Terme den Wert a/b. Jede weitere Verkniipfung dieses Resultates
mit a A b oder bAa liefert ebenso a A b, so daBl nach hochstens endlich vielen Schritten
der Nachweis T3 ¥ = aAb gelingt. Entsprechend ist S§ ¥ = bAa: also ergibt sich
insgesamt aAb = bAa. Dual erhilt man avb = bva, wenn man sp 7 und alle
hierzu gleichen Elemente durch av b, die zu sp T verschiedenen Elemente der Term-
gleichung T4V =S*V jedoch durch bva ersetzt. Damit ist die Kommutativitit von
(M A, v)nachgewiesen. Insbesondere ist eine Verflechtung schon dann ein Verband,
wenn sie beziiglich nur einer der beiden Operationen kommutativ ist.
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