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Forderungen
avV(brna) =a (avb)ha =a

bereits Kommutativitit bedingt.

Um eine Antwort auf die obige Frage geben zu konnen, definieren wir den
Begriff der Spur eines schiefverbandstheoretischen Terms 7 Y. Hierzu ordnen
wir jedem AVv-Term 77V seinen beziiglich v kommutierten Term 747 zu, d. h.
denjenigen A -Term, der aus 7"V entsteht, wenn man jeden A v-Teilterm der
Form T'v T” durch T"7 T’ ersetzt. Unter der Spur sp T eines Terms 7"V verstehen
wir sodann die erste Variable des beziiglich v kommutierten Terms 7/7,

Nun lautet die Antwort auf die obige Frage folgendermalen:

Dann und nur dann ist ein Schiefverband (M ; A,V ) ein Verband, wenn in (M; ).V)
mindestens ein Zusatzaxiom Y @y, ...,Qp,by, ....,b,€M: T*V(a,,...,a,) =
= SAv(b,, ..., b,) mit sp T#sp S gilt.

BEWEIS. Zunidchst seien in allen Zusatzaxiomen die Spuren der beiden Terme
gleich. Da dies auch in den einen Schiefverband charakterisierenden Axiomen der
Fall ist, folgt die Spurgleichheit fiir alle Termgleichungen der Theorie. Denn die
Relation der Spurgleichheit in der Menge aller Av-Terme ist eine Kongruenz-
relation. Es kann also weder anb = bra noch avb = bva fir je zwei a, be M
gefolgert werden, weil hier die Spuren der Terme links und rechts des Gleichheits-
zeichens vevschieden sind.

Es gelte nun ein Zusatzaxiom Vva,,...,a,,b,.... 0,6 M: T"V(a,, ..., a,) =
= S*V(b,, ..., b,) mit sp T=spS. a und b seien beliebige Elemente von M. Man
ersetze in 7"V = S*V die Spur sp T und alle zu sp T gleichen Elemente durch aa b,
alle iibrigen Elemente dagegen durch b Aa. Die neue Termgleichung sei 75V = S§ V.
Dann besteht der Term 7§ ¥ entweder nur aus a A b, oder das durch die Abbildung
TV —=THV erzeugte Bild anb von sp T ist folgendermaBen mit aAb oder bra
verkniipft: (@Ab)A (anb), (anb)A(bnra), (@rb)v (anb) oder (bra)v(anb). Wegen
der sich aus Assoziativitdt, Idempotenz und Glattheit ergebenden Identitdten
(xAPA(yAX) =xAy und (xXAY)V(PAX) = [(XAPD)A(PAX))V(YAX) = yAX
haben alle vier Terme den Wert a/b. Jede weitere Verkniipfung dieses Resultates
mit a A b oder bAa liefert ebenso a A b, so daBl nach hochstens endlich vielen Schritten
der Nachweis T3 ¥ = aAb gelingt. Entsprechend ist S§ ¥ = bAa: also ergibt sich
insgesamt aAb = bAa. Dual erhilt man avb = bva, wenn man sp 7 und alle
hierzu gleichen Elemente durch av b, die zu sp T verschiedenen Elemente der Term-
gleichung T4V =S*V jedoch durch bva ersetzt. Damit ist die Kommutativitit von
(M A, v)nachgewiesen. Insbesondere ist eine Verflechtung schon dann ein Verband,
wenn sie beziiglich nur einer der beiden Operationen kommutativ ist.
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Bemerkung iiber das Maximum der Partialsummen
von trigonometrischen Polynomen

Von KAROLY TANDORI (Szeged)

1. Es sei N eine natiirliche Zahl. Fiir eine Folge {a,}Y bilden wir

1@y, ... s ay) = supf (,TQ?”‘.\.‘IGI cos(x— ;) + ... +a;cos i(x —)|)dx,
P =i=! N

wobei das Supremum fiir alle Folgen {, }{ gebildet ist. Fiir die Funktion /(a,. ..., ay)
werden wir die folgende Behauptung beweisen.

Satz. Es gibr eine positive absolute Konstante K(=6) derart, daff im Falle
le;|=\d| (=1, ..., N)

(1 I(cyy ..., cn)=KId,, ...,dy)
besteht,

goli

2. BeEwels DES Satzes. Wir betrachten die nach 2n periodischen Funktionen

O=x<mn), 0 O=x<n),

V2 (r=x<2n).

V2
l';h(.\'):! 0 (pz(\‘)z{

(t=x<2n),
Durch einfacher Rechnung erhalten wir die Fourierentwicklungen

4 3 sin@k+Dx

|
ﬁol(x)"“ﬁ"l'l;.zn'k#n 2;\._{_1

oL 4 $ sin@k+Dx
@20 V2 VaniS %+
Die Funktion ¢, (x) ist mit Ausnahme der Punkte x=0, n, 2n im Intervall [0, 2]
liberall stetig und hat beschrinkte Schwankung. Nach bekannten Sitzen') konver-
gieren also die Partialsummen der Fourierreihe von ¢,(x) in der Menge
(0, m—3) U (m+0, 2 —9) fiir jedes d =0 gleichmiBig gegen ¢,(x) und sind diese
Partialsummen gleichmidBig beschrinkt.

1) Siche z. B. A. ZYGMUND, Trigonometric Series (Cambridge, 1959), Vol. I, S. 57 und 90.
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Die v-te Partialsumme der Fourierreihe von ¢, (x), bzw. ¢,(x) bezeichnen wir
mit 5,(¢, ; x), bzw. mit 5,(¢,; x). Es sei e¢(=0) eine beliebige Zahl. Nach obigen
gelten also fiir jede angegebenen Folgen {[c,}}, {,}Y. bzw. {d,}}, (8. }}

(2) f(.v..(q:i1 £ ) | max e, cos 2(x—2,)+ ... +¢; €08 2i(x— a,)|)2dx =

=2 f (lrp_axN ley cos 2(x ——oty) 4 ... +¢;cos 2i(x — )| ) dx —e,
o ==
2n
3) f (s.(o,: x))z(lgaxﬁid, cos 2(x—f,) + ... +d;cos 2i(x— ) dx =
o ==

2n
= f (lt;l‘a;,,ldl cos 2(x — fB,) + ... +d;cos 2i(x — B)|)* dx +e,
J imis

wenn nun v geniigend grol ist.
Offensichtlich gilt fiir jede Folge {a,}Y

2n

I(a,, ...,ay) = sup [ ( max a, cos 2(x—u,)+ ... +a; cos 2i(x — ;) )*dx.
{"'}0 1=i=N

Daraus, auf Grund der Definition von I(c,, ..., cy) gibt es eine Folge {x,}} mit

2n
@ f (,'L‘g“ﬁxyk'l o8 2(x — &) + ... +¢;cos 2i(x —a)|)*dx = I(cy, ..., cy)—¢.
6

Es sei

Ci o ,"F C‘z
hi(x) = 008 2ix )5, (@13 )+ | 1
i

e 0 DH = o) 5,(95: X)
d"

(i=1,...,N). (Im Falle d,=0 soll man anstatt ¢;/d; | nehmen.) Aus (2) und (4)
erhalten wir

2n
S (max |dyhy (0 + .. +dh(x))?dx =
o si=N
= f(irgax ldyhy (x)+ ... +d;hi(x)) dx =
o i=N
)

= 2,[(1'2?"", ley cos 2(x —ay) + ... +¢;c08 2i(x — ;) )2 dx—e =
o =is

2n
= f (13%\‘["1005 2(x—ay)+ ... +¢;cos 2i(x—a;))2dx—-¢ = I(cy, ..., cy)— 2
J “isi=
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Durch einfache Rechnung folgt
¢; [_l 4 sin (2k +_I),_x_]

L cos 2i(x— o)

hi(x) = d

V2 V2ri=dti=ry 2k+1

4 sin(2k+l)x] >
V2n 1=dkr1=v  2k+1 -

‘—
&3 ]( f ;2 sin 2i(x —a;) [v:'lz &

= V{z cos zf(x+gl.)+[_ 4 sin(2k +1)x

& T Boagpes Saiks s
l.12n1-=’2k+l'=’\ 2k+1 ]sm (x—p)

= cos 2i(x— ) s, (p,; x)+ l—r,l?- (cos 2i(x + ;) —cos 2i(x — ;)
mit gewissen f,. Aus (3) bekommen wir also

2x
f (max_dy hy (x)+ .. +dihy(x))*dx =
g Ysis
1 2
=3 [-—2—f (]rgjaﬁx“r dy cos2(x+ f,) + ... +d;cos 2i(x+ B;)|) dx +
0 =1 i

2
(6) ; J (max |d; cos2(x— )+ ... +d; cos 2i(x— )] dx +

+ [ (502 9P (max d, cos 26— .. +4 coszi(x-ﬁ.-)1)=dx] =
3 si=N

= 6/(d,, ..., dy) + 3.
Da &(=>0) beliebig ist, ergibt sich aus (5) und (6) die Behaptung mit K=6.

( Eingegangen am 14. Juni 1968.)
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