Uber irregulire Iterationsfolgen

Von LOTHAR BERG (Rostock)

Es sei f(x) eine stetige Funktion, die das Grundintervall [a, 5] in sich abbildet.
Dann kann man dort fiir beliebige natiirliche Zahlen » die durch

fo¥)=x,  LX)=/x), fis (xX)=/(f2(x)

erklarten Iterierten von f(x) bilden. Ist x, ein fester Punkt aus [a, b], so sind zwei
Fille moglich (vgl. B. BARNA [1]):

I. Die Folge f,(x,) hat endlich viele Haufungspunkte (die notwendig Fix-
punkte von f(x) sind, wenn man die Fixpunkte héherer Ordnung, d. h., die gewohn-
lichen Fixpunkte der Iterierten f,(x), mitrechnet).

11. Die Folge f,(x,) hat unendlich viele Haufungspunkte (in diesem Fall heift
sowohl der Punkt x, als auch die Folge f,(x,) irreguldr).

Es wire fiir verschiedene Anwendungen sehr angenechm, wenn es unter den
Héufungspunkten einer irreguldren Folge stets mindestens einen Fixpunkt geben
wirde. Wie wir jedoch durch ein Gegenbeispiel zeigen werden, braucht dies nicht
der Fall zu sein. Zuvor wollen wir untersuchen, welche Struktur eine Menge F,
hat, die sich aus den Punkten der Folge f,(x,) und deren Hiufungspunkte zusammen-
setzt und nur aus irreguliren Punkten besteht. Wir behaupten: Jede solche Menge
F, enhdlt eine nirgends dichte perfekte Teilmenge F,, von der jeder Punkt Hdufungs-
punkt der Iterationsfolge eines beliebigen Punktes von F; ist.

Ist F, nicht schon vom Typ F,, so konstruieren wir uns gewisse Mengen F,,
wobei u eine Ordnungszahl der ersten oder zweiten Zahlklasse ist. Es mogen bereits
alle F, mit v =y erklédrt sein. Hat u keinen unmittelbaren Vorgéinger, so definieren,
wir F, als Durchschnitt aller F, mit v-=pu. Anderfalls wihlen wir einen solchen
Punkt x,¢ F,_, (sofern es ihn gibt), daB die Menge F, aller Hiufungspunkte der
Folge f,(x,) eine echte Teilmenge von F,_, ist. Da alle F, abgeschlossen sind und
F,o F, fir alle v=pu gilt, muB das Verfahren auf Grund des Stationdritits-
prinzips von Cantor und Baire (vgl. etwa I. P. NATANSON [3]) nach endlich oder
abzahlbar unendlich vielen Schritten abbrechnen. Die letzte dabei entstehende
Menge ist die gesuchte Menge F;.

Um zu zeigen, daB F, perfekt ist, bendtigen wir folgenden

Hilfssatz. Ist F, irgendeine der vorhergehenden Mengen und ¢ ein beliebiger
Punkt von F,, so ist die Menge der Haufungspunkte von f, (%) eine Teilmenge von F,.

Ist némlich 5 ein Haufungspunkt von £, (<), so gibt es eine Teilfolge mit £, (S) —+n.
Wegen ¢ < F, fiir jedes v = pu gibt es, falls v— 1 existiert, weiterhin eine Teilfolge mit
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JSom(x,) =& und wegen der Stetigkeit der f, (x) folglich auch eine Teilfolge mit
j},kmrk(x,.} - 1. Dies bedeutet aber gerade n € F, und somit y € F,, da wir entweder
v=pu wihlen oder den Durchschnitt iiber alle v=pu bilden kénnen.

Aus dem soeben bewiesenen Hilfssatz folgt sofort, daB F, in sich dicht und
somit als abgeschlossene Menge perfekt ist. Hiatte ndmlich F; einen isolierten Punkt
X;+1. 50 wire die zugehorige Menge F; ., eine echte Teilmenge von F, und wir
hitten einen Widerspruch zur Definition von 4. Analog sieht man, dall die Iteri-
erten eines beliecbigen Punktes von F; in F; dicht liegen.

Es mul} jetzt nur noch bewiesen werden, dal F; kein Teilintervall J enthilt.
Wire dies doch der Fall, so kdnnten wir es maximal wdhlen und mit Hilfe der
Funktion f(x) die Folge der zugehorigen iterierten Intervalle J, betrachten. Wiren
alle J, zu J punktfremd, so wiirde ein beliebiger Punkt x;,, aus dem Innern von
J nach unserem Hilfssatz wieder zu einer echten Teilmenge F,,, von F; fiihren,
was nicht moglich ist. Eine teilweise Uberlappung eines Intervalls J,, mit J ist eben-
falls nicht moglich, da wir J maximal gewihlt haben. SchlieBlich kann auch kein
J,, vollstindig in J liegen, da andernfalls nach dem Fixpunktsatz von Brouwer (vgl.
etwa L. CoLLATZ [3]) in J ein Fixpunkt von f, (x) liegen wiirde. Weitere Fille gibt
es nicht, so daB unsere Behauptung vollstindig bewiesen ist.

Zur Konstruktion des oben angekiindigten Gegenbeispiels fithren wir die Abkiir-
zung a,=f,(x,) ein und definieren

0, = inflay,,—ay.

Offenbar verschwindet p,, genau dann, wenn ein (gewdhnlicher) Fixpunkt von
fu(x) Héufungspunkt der Folge a, ist. Unser Gegenbeispiel ist daher gefunden,
wenn alle g,=0 sind.

Im folgenden sei unser Grundintervall das Intervall [0. 1]. Geben wir uns eine
beliebige Folge g, mit

(1) . 2 > o<l

v=1

fiir alle n vor, so gibt es in [0, 1] stets eine Folge a, mit |a, ., —a, = g¢,. Wir brauchen
ndmlich nur a, irgendwie festzulegen und, falls a,.a,, ..., a,_, bereits bestimmt
sind, a, auBerhalb der Intervalle |x—a,| = g,., fir v=1.....,n—1 zu wihlen,
die das Intervall [0, 1] wegen (1) niemals vollstindig tiberdecken konnen. Es bleibt
dann noch zu zeigen, daB die a, gleichzeitig so gewidhlt werden konnen. daB die
durch f(a,)=a,., zundchst nur in den Punkten a, erklirte Funktion f(x) auf das
ganze Intervall [0, 1] stetig fortsetzbar ist.

Wir kénnen uns davon iiberzeugen, dal3 dies moglich ist, wenn wir g, =2"""1
und die @, im Intervall [0. 1] minimal wiihlen. Fiir die ersten zehn a, berechnet
man leicht
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Durch vollstindige Induktion kann man folgende GesetzmiBigkeiten feststellen:

Aips2 = 4+asu+1~ Aig43 = 2+a3n+l

und a,=2"" falls n = 3*41 ist und k eine nichtnegative ganze Zahl, d. h.

a = -1 - - -244
0122 2, a‘_=2 4, a|0=2 0. azszz 28, 032=2 82' a244=‘) 44, sss
Fiir die dazwischen liegenden Werte findet man die Darstellung
aﬂ;‘-l-v =aﬂk +a\' +1
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fir v=1,2, ..., M4, —m—1 mit n, = 3*4+1 (vgl. Abb. 1, die der Deutlichkeit
halber nicht maBstabsgetreu ist) und hieraus durch vollstindige Induktion

k—1
(2) am;—l — 22“1“'
v=0

Bezeichnen wir die Werte (2) mit ¢, und den Grenzwert der ¢, mit ¢, so kann man
sich weiterhin davon iiberzeugen, daB die a, durch Iteration einer Funktion f(x)
entstehen, die folgendermaBen erkldrt ist:

fx) =x-0oy+a, fir o=x=0-a,, k=0,1,2,..
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und o,=0. Setzt man im Haufungspunkt ¢ der Definitionsintervalle f(¢)=0 und
setzt man f(x) in den iibrigen Intervallen [ —a,,, 6, ,] und [o, 1] stetig fort (etwa
linear), so ist f(x) tiberall stetig (vgl. Abb. 2, die ebenfalls nicht maBstabsgetreu
ist).
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