Zur Theorie der Lagrange-Funktionen

Von 1. MAKAI (Debrecen)

Einleitung

In der mathematischen Behandlung der allgemeinen Naturgesetze spielt eine
wichtige Rolle die Theorie der Lagrangeschen (s. z. B. A. NuenHuss [17], S. 151,
J. A. ScHouTeN [24], S. 112.), oder Hamiltonschen (s. z. B. A. S. EDDINGTON [6],
S. 206.) Ableitung der Lagrange-Funktionen, die iiber einem Gebiet G der n-dimen-
sionalen Mannigfaltigkeit X, (in Terminologie der Theorie der geometrischen
Objekten, s. z. B. J. AczEL—ST. GoLaB [1]) solche Differentialkomitanten endlicher
Ordnung gewisser Grundobjektenfelder (z. B. cines affinen Zusammenhangs I,
oder eines metrischen Fundamentaltensors g;;, oder der Vereinigungsobjekten
gewisser differentialgeometrischen Objekten) sind, wie die Weylschen Dichten vom
Gewichte + 1 (oder, in Terminologie von J. A. SCHOUTEN [24] ,,scalar A-densities of
weight +17) sein sollen. In der heutigen mathematischen Literatur konnen wir
neue Ergebnisse finden, die sich auch auf die funktionale Gestalt der Lagrange-
Funktionen beziehen (s. z. B. H. Runp [21], [22], [23], J. C. Du PLessis [19], [20]).

Das Hauptziel dieser Arbeit ist die Charakterisierung, moglichst die Bestimmung
der funktionalen Gestalt der Lagrange-Funktion mit wenigstens Regularitdtsan-
nahmen in gewissen Spezialfdllen. Wir werden z. B. ein neuer Beweis eines bekannten
Satzes von E. NOETHER geben, der die Abhdngigkeit der Lagrange-Funktion vom
metrischen Fundamentaltensor ausdriickt (s. E. NOETHER [18], R. WEITZENBOCK [27],
A. S. EppinGTON [6], H. RUND [22]). In den Bezeichnungen werden wir moglichst
die Arbeiten von H. Runp ([21], [22], [23]) und J. C. Du Puessis ([19], [20]) folgen.

Es sei ein differentialgeometrisches Objektenfeld r-ter Klasse (r=0, s. [1], S.

15—16.)
Y=y, (x)) (x=1,...N)

in einem Gebiet G der Mannigfaltigkeit X, gegeben, wo x/ die lokalen Koordinaten
der Punkten des Gebietes G bezeichnet. Nehmen wir an, daB3 die Funktionen y,
(x=1, ... N) in G stetige partielle Ableitungen ecinschlieBend bis K-ter Ordnung
besitzen, wo K eine natiirliche Zahl ist. Wir bezeichnen diese Ableitungen mit

*y,

m (k:l,...K)

df
w:,il..‘ik =

Aus unseren Voraussetzungen folgt, daB das Objekt i, beziiglich der zulissigen
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Koordinatentransformationen wenigstens r + K-ter Regularititsklasse
) %= ¥(x))

ox! 1 i df 3’x’
[det[axf] %0 Buese= gz .. 0w
0P X!

B, ., < p=12,..r+K

dxit ... dxiv’
eine (bestimmte) Transformationsformel von der Gestalt

J« = %a(fl) = !pr:(lx[’ly see '!’Ns ‘B}’ B}]j:’ B}l---jr) (2213 b N)

hat. Wenn ¥, (x=1, ... N) in allen ihren Verdnderlichen stetige partielle Ablei-
tungen bis K-ter Ordnung besitzt, so bietet das Funktionensystem

(2 Wai Vaii - Vo) (1=k=K)

wieder ein differentialgeometrisches Objekt (hochstens r + k-ter Klasse). Die Trans-
formationsformel dieses Objektes kann allein mit Hilfe des Funktionensystems
¥, bestimmt werden.

Es sei noch ein differentialgeometrisches Objekt erster Klasse &; (A=1, ... L)
in G erklirt, so daB %, eine (algebraische) Komitante (s. [1], S. 16.) des Objektes
(2), d. h. eine Differentialkomitante k-ter Ordnung von y, (s. [1], S. 17.).

(3) yj: ‘pi{(ba; %.:1; %..‘1 ...fk)

ist. Die Funktionen @; sollen gegeniiber den Koordinatentransformationen invariant
sein, die Gleichung (3) soll also in jedem Koordinatensystem (X/) bestehen

gi = ¢A('Im; &2,1’1; “ee w.:_h ...fk):

wo die Koordinaten X/ mit der Koordinaten x' nach (1) verkniipft sind. Schreibt
man die Transformationsformel von %, in der Form

yA=A,:(-?1» g{.- B}).‘

L

so folgen die Identititen

(4) ¢l($a; 'Iz.il; bt J:.il...ik)=ﬂi(¢u(wz; 'J’a,h; LA 'l’:.{'l...ik;)s B})o

die man als weitere Voraussetzung beziiglich der Transformationsformel von %
auffassen kann.
Ist L=1 und hat die Funktion A = A, die Gestalt

A(Z, Bl) = |det(B)| £

so werden wir das Objekt . Lagrange- Funktion k-ter Ordnung beziiglich des Objektes
¥, nennen. (Eine Lagrange-Funktion soll daher eine Weylsche Dichte vom Ge-
wichte + 1 sein.) Die Identitdt (4) lautet in diesem Fall

(S) ¢(J:: '}fx.l; ok Wﬂ.il..‘ l'k) s ]del(ﬂm‘p('}’: e w:.h...ik)-

Wir bemerken, daB sich die soeben gegebene Definition der Lagrange-Funktion
von der von H. RunD ([22], S. 243—245.) herriihrenden Definition der Lagrange-
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Funktion in gewissen Einzelheiten unterscheidet. Wir setzen keine Regularitits-
annahme beziiglich der funktionalen Gestalt der Lagrange-Funktion voraus, dage-
gen ist die Unabhingigkeit der Lagrange-Funktion von den Koordinaten x' als
getrennten Variablen erfordert (s. die Bemerkungen z. B. am Ende der Paragraphen
1. und 2. dieser Arbeit).

Mit Riicksicht darauf, daBl die Identitit (5) in einem beliebigen fixen Punkt
xp von G in eine Identitit von der Form

(6) ¢(J’-:; wa.h; . s Wa.h...l‘g) = |det(B;)| ¢(¢'a; ans 'l’a,h...fg) (x‘:x:))

iibergeht, die als Funktionalgleichung beziiglich der Lagrange-Funktion ¥=@
mit freien Parametern Bj (det (B!)=0), B} ;. ...,Bj ; . aufgefaBt werden kann,
konnen wir die Methoden der Theorie der Funktionalgleichungen zur Untersuchung
der Lagrange-Funktion jeweils verwenden.

§ 1. Lagrange-Funktionen iiber X

Es seien u=u(x), u,=u,(x) kovariante, v=v(x), v,=v,(x) kontravariante
Vektorfelder (=1, ..., N), so daB die Funktionen u(x), u,(x), v(x), v,(x) iiber
X, k-mal differenzierbar sind. Wir bezeichnen die Ableitungen von u(x), u,(x),
v(x), v,(x) mit

TR T A L
U o P
Wir werden in diesem Paragraphen solche Lagrange-Funktionen untersuchen,
die die Gestalt
LeL(n, . ),
L=L.(p, v, ... ™),
L=l .. '™, 0,0, ... 1),
5 TR R T T AT )
L=Lsv, v, ... ™,0,,05,:s 0P)
haben. Die Nachstehenden bieten die Verallgemeinerungen der Ergebnisse von

G. KnaPecz ([8]) und des Verfassers ([13]).
Mit Anwendung der Bezeichnungen

dix dif
ﬂlfi_rB|||= =T B.EEB=1= ’
—_—— ({x T——— dx‘
i-mal i-mal
i i i
Gt 4t 51?" _ G & &, y
dxi = dx/
s ot 40 7 £ £5
= fj 5 2 - dfj ’

(i=12,..5k4+1,j=0,1,2, ... k)

beweisen wir vor allem zwei Hilfssitze.
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Hilfssatz 1. Es gelten die Relationen

U= ﬂlu9
a = pou+tpiv,
(7 @’ = fyu+3p,pru’ +piu

u” = Biu-+4p, B +(332" + 63 Bou")+ piu”,
und fiir jedes i (2=i=k)

(8) 09 = B u+(i+1)p, piu +ZP (Bys Bas oo Bpay)ut=P 4+ Byt 1ud,

wo P}, homogene Polynome von PB,, ..., B, sind.

Bewess. (7) kann man durch Differenzieren verifizieren. Wir durchfithren den
Beweis durch Induktion. Nach (7) ist (8) fiir i=2 giiltig. Vorausgesetzt, dal} die
Gleichung (8) fiir ein i schon giiltig ist, derivieren wir (8) beziiglich x:

A0 = B Ui+ 2By fiayt + i+ 1) By i’ + G+ 1) i piu” +
© 5 op, i ‘ -
) Z[ 3; q+1“(i"’+ﬁ1P;H(thp)]-l_(i‘f' l)ﬂ'lﬁz““""ﬁ‘l"zuﬁﬂ)’
9

und wir sehen, daBl (9) mit den Bezeichnungen

P LG+ 1)pi B, + B, PL,

P} _ 3
(10) : Ppit! dffﬁPl-FZ" 5 ﬁq+1 (1<=r=<i),
q

q=1

oP;_,
P 4 0, pt > 20t

ein Formel von der Gestalt (8) ist, womit der Induktionsbeweis beendet ist.

ﬁq+1

Hilfssatz 2. Es gelten die Relationen:
v =ﬂlﬁ,
= B, B,o+7,
"= BByt By fav+ BB+ BT
"= ﬂ1ﬁ4l’+(3ﬂlBzﬁs‘*‘ﬁzﬁs)”‘*’ﬁﬂuﬁzﬁz‘+‘zﬂi"ﬂs)f'+(ﬂz+ﬂ?ﬂz)ﬁ”+ﬂif’
und fiir jedes i 2=i=k) gilt

(ll)

(}2) l'”) = ﬂilﬁl+lﬁ+p§Qip(Blsﬁ2’BZ) Brn ﬁp+l)ﬁp+ I)Eli—p)+Bl'l—IE(i)’

wo Qj homogene Polynome von By, B, ..., Pysys Bpsy sind.
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Bewels. Dies ist dem Beweis des Hilfssatzes 1 analog, wenn wir (8) beziiglich
x derivieren. (Der Formel (9), bzw. (10) entspricht die Formel

D = BB BB By B D+ BY i U
i p+1
- Z[f”“"’B;QL%—f“")Z [)QP ﬂ1ﬁq+1 BQPBHI] o¢- p)f)Q Bz]
p=1 q=2 aﬁq

= DB B, 00+ o+
bzw.

0\ < B, 0 + (= VBB,

i1 O 41 i (’Qr 1 f’Qi—l
Q rIB ﬁ[*l+ﬁIQ +Z )ﬁq B ;Bq*l+ aﬁq Bq+l aﬁi ﬂZ

(Il=r<i+1),

J ) J
::}E"B lnB ﬁi+l+2[)l?‘ﬁlﬁq+1+(g ﬁq+1] JIE)‘-)‘

Wir beweisen nachher den folgenden
Satz 1. Die allgemeinste Form der Lagrange-Funktion
L L (0, .co ™) (u+0)

bzw.
L=L,(v,? ... ™) (r#0)
ist
Li=c,u
bzw.

Ly=c,lv|[™",
wo ¢, und c, beliebige konstante Skalarenfaktoren sind.

Beweis. Die Gleichheit (6) geht in diesen Fillen in

(13.1) LG, @, .. @) = |B,|Ly @, &, u”, .. U™
bzw.
(13.2) L,(0,7,8", .. ™) = [B,|L,(0, 7, ¢, ... ™)

tiber. Es seien hier die Parameter f8,, f,. .... fi, i+ nach

Bi=1, By=..=p=0
gewdhlt. somit gelten
31':1: Bz=---=ﬁt=oo ﬁk+l=_ﬁk+l

(vgl. [1], S. 26., Korollar 3), und wir erhalten wegen (7) und (8), bzw. (11) und (12)
die Gleichungen

(14.1) Liudu,.. u*Vuy®+p . u)=L,(uu,..u")
bzw.
(14.2) Ly(v, 0, ... 0= oW _g  .0) = L,(v, 7, ... ™).
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Setzen wir jetzt in (14. 1)

u”ﬁ)

Pave ==1n

bzw. in (14. 2)
e

ﬂk+l e _i: ]
so folgt
(14.3) Luy...u*=,0) = L, ... u*=1, u®)
bzw.
(14.4) L,(v,v, ... 0% 0,0) = L,(0, 0, ... &=V, s®),

d. h. die Funktion L, bzw. L, ist von ihren Veridnderlichen u*’ bzw. v'*’ unabhingig
(k=1). Nach k-maliger Wiederholung des Verfahrens, das aus (14. 1) bzw. (14. 2)
zu (14. 3) bzw. zu (14. 4) gefiihrt hat, konnen wir feststellen, daB L, bzw. L, allein
von u bzw. v abhingt:

Ly=L,(u)
bzw.

Lz = Lz (v).

Setzen wir diese Gestalt der Lagrange-Funktionen in (13. 1) bzw. (13. 2) ein,

so bekommem wir
LI(BI“) = |By| L, (u)

L,(Biv) = |B,|L,(v),

und es folgt hieraus mit f, =u~! bzw. f,=v

bzw.

(15.1) Li@=c,lu, (c;LL, (1))
bzw.
(15.2) ‘Ly@)=cylv]", (2 =L, (1)).

Mann kann sich leicht iiberzeugen, daBl die Lagrange-Funktion (15. 1) bzw.
(15. 2) mit beliebigem Skalarenfaktor ¢, bzw. ¢, der Forderung (13. 1) bzw. (13. 2)

genugt.
Fiir die Struktur der Funktion L; gilt der folgende
Satz 2. Die allgemeinste Form der Lagrange-Funktion
L=L;(w, 4, ...t8", 0,7, ...00") (r#0)
ist
Ly=LS(u,uy,uy, ... 4, v),
wo

WL, wa L) (=12 k=)
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kovariante Vektorfelder sind, und die Funktion LS soll in ihren Veriinderlichen im
folgenden Sinne homogen sein:

(16) LS(tu, tuy, 85 ooo iy, 22 0) = |E| LS (00, 8y, 855 -oc U, D)
(wo t =0, sonst aber t ein beliebiger Skalar ist )I.

Beweis. Die Funktion Lj soll nach (6) der Funktionalgleichung
(17) Ly(@a, i@, ... a™, 8,7, ... 1) = |B,| Ly (4, ... u®, v, ... ™)
geniigen, woraus man durch die Substitution

ﬂ1 =1,pB3=... =ﬂk=ﬁk+l =0,

Bl =1, Bs= =ﬂk=ﬂk+ 1 =0
(vgl. [1], S. 26., Korollar 3) wegen der Hilfssdtze 1 und 2 die Identitét

d. h.

Ly(u,u' + Bu,u” + 3,0, ... 0,v" — B0, 0" — B,v" +2p3%v, ...) = Ly(u, ', ... v,0°, ...)
(18)

erhalten kann. Es sei in (18)

(19) Br=

so folgen

1
w+fyu = - u,,
v—pB,v=0,
bzw. (wegen

(20) u = %(ul —w') = @, (u,u,v,v’),

1 . g & : 2
wo ¢, Polynom von u, u,, =5 v’ ist) beziiglich «”, ..., u™ die folgenden Ausdriicke

W = @,(u,u,uy,v,v',v")
(20 :

5 = ’ e P (K
¥R = ol ¥, o B0, 0 o O

: 1 ; 3
(Wo @,, .... ¢, wieder Polynome von wu,u,,...,uf"", = 2, .. o™ sind). Wir

bekommen aus (18) (wegen (20) und (21)) eine Identitit vom Typ
Ly = Li(u, ug, 8y, ... uf~V, 0,0, ... o0&, o®),

Setzen wir diese Form von L; in (17) ein und wihlen wir die Parameter f,, f,,
«es Bis Br+y mach
%

Bi=1P=...=B=0, By = i

i
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so kann man sehen, daB die Funktion L} von ihrer separierten Verdnderliche v
unabhingig ist:
Ly = Li(w, 4, , 547, i.- =Y, p, 0, ... 25=1),

Mit Wiederholen unseres obigen Verfahrens gewinnen wir schrittweise die
folgenden Ausdriicke beziiglich L,:

— Tie ’ 8-2) o (k=1
Ly = L3ty s 5435 oo 18, 0,0, o 2 Y),

— J2* ’ (k-2 ’ (k=20
L3 _L3 (“)ul’“?.’u29"'u2 ))v} Uy eee vt ‘):

- k—1)%
L.!:LS ) (“!uhuz""uk—l,“ksvsv’)’
Ly = L3(st, 818y oos tgy V).

Wenn wir diese letzte Form von Lj in (17) einsetzen und wir den Parameter
B, nach
2 B, (#0, sonst ein beliebiger Wert)

bezeichnen, so bekommen wir die Identitdt (16) als einzige Forderung beziiglich
der Funktion LS, w. z. b. w.
Auf analoge Weise konnen wir die folgenden Sitze beweisen:

Satz 3. Die Lagrange-Funktion
L= Lalu s o 8™, 80,85 oo #E9)
ist, falls u=0, eine invariante Funktion der folgenden Grdfien

i, Upy s lly, 0y, 055 --- T
» Qa2 @» Jas Gas e

k
wo
a L% u -—r-d a
ll u ] I: dx 1:’
u&
df 1 ar d :
Oy = ’ U, = 0y (';Iv"'k"])
i+l u i+1  dX 141

ist (u, Uss oo Uy sind kovariante Vektorfelder. Tas s Ga sind Skalarfelder).

Satz 4. Die allgemeinste Form der Lagrange-Funktion Ls ist im Fall v+0:

N o y n 3 -

LS = LS[U’ Ugy Ugy ooe Uy, E:) Ea) e Loa)>

1 e 2 k
wo
~' dr Uy L odf d <
.i..la__v"') 'i.'l_-‘;’;; ?z!
Uy d

>, L o, L- 3, (i=1,..k=1)
— X 2 x pray. | 3 wen
i+1 v i+1  dX Ty

ist (:{,, ves Uy sind kontravariante Vektorfelder, > ,, ..., >, sind Skalarfelder),
1 k



Zut Theorie der Lagrange-Funktionen 125

und L? ist eine beliebige, in ihren Verdnderlichen v, v,, Uny o Uy im folgenden Sinne
homogene Funktion:

Lg(n'. L (PP (P8 .';f,. ‘2,] = [r1L§(r, (sl ;,]

(1 ist ein beliebiger, von Null verschiedener Skalar).

Wir beweisen hier nur den Satz 3, der Beweis des Satzes 4 kann man ahnlicher-
weise durchfiihren.
Die Funktion L, soll (nach (6)) die Gleichung

(22) Li(B, ;oo 89, B0y . 8D =18 LGt o oo 4 D)

befriedigen. Setzen wir hier

Bi=1, B,=-— %’ By=...=PBis1=0
ein, so erhalten wir an der linken Seite von (22) wegen
o[k
U =UO,, U= OCq+UOCL, ... YN = Z[ @ el-D
1 1 1 a i—o I 1

einen Ausdruck, der nur von w, ', ..., u'®, Gas Us, :ir;, zlci"‘” abhiingt:
Ly =L w0 oo u®, 0y, 05, o uf™").

Es sei jetzt Li* in (22) eingesetzt, und es seien danach in (22) die Parameter
By, Bas ..., Pxsy nach
u®

ﬂl=l- ﬂ2='"=ﬂk=0; ﬁt-i-l _—_,_.u

gewihlt, so kann man sehen, daBl L, von u® unabhingig ist:
L4 =i Li(u, ﬂ", sy T ”9 f:* :{:n zl‘;’ l{;k_ l)) y
Nach k — I-maligen Wiederholung dieses Verfahrens bekommen wir
i T
Ld. g Ld-(u9 I]‘:n !2‘1’ ¥ f:’ fu" gas fﬂ)'
Die Funktion LJ soll wieder der Gleichung (22) geniigen:

Lg(ﬁius ﬂlll‘:’ ﬁlfxv ?'19 f.z) = |ﬂ||L2(u; 3{:” fa)-

wo man den Wert =p,(0) beliebig wihlen kann. Die Funktion L{ ist folglich
in ihren Verdnderlichen u, Uys ooy Uy im folgenden Sinne homogen:

0 e 0
(23) LY(ru, fly, oo My, Oy oo i’:‘r,) = |¢| LY (s, ... f’)
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(r=0). Umgekehrt, man kann einsehen, da3 eine beliebig gewdhlte, im Sinne (23)
homogene Funktion der GroBen u, Uss oo Ugs Gos oovs O eine Losung der Funk-

tionalgleichung (22) ist.
Bemerkungen.
H. Runp hat in seiner Arbeit [22] (S. 245) die Lagrange-Funktion der Gestalt
L=Lg(X, S0) Sms 5m)

als Beispiel untersucht, wo s, =s,(x) (m=1, ..., N) Skalaren sind. Mit Hilfe
der ..Invarianzbedingung”

(24) -Lﬁ(f’ Sms §:m 5:1) = :ﬂl|Lo(x’ Sins s:vn 3;)

(vgl. [22], (1. 6)) kdnnen wir zuerst einsehen, daB die Funktion Lg von ihrer Ver-
anderliche x unabhidngig ist. (Wir wdhlen aus diesem Zwecke die Koordinaten-

transformation X =X(x) nach
X =x+E

wo ¢ ein beliebiger Wert ist, somit bekommen wir aus (24) wegen f, =1, f,=0
die Bezichung
Lﬁ(x+ &5 Sms 5;!9 S:r) = Le(X, Sp» S;u S;),

die zeigt, daB L, von ihrer Verdnderliche x tatsdchlich unabhingig ist.) Die GroBen
s, sind kovariante Vektorfelder

um:‘i_ts;, (m: ], see N)

und L4 besitzt die Form
Lﬁ = Lb (Sm L] uma u:n) *

Es ist klar, daB unser Satz 3 auch im Falle giiltig ist, in dem die Funktion L, auch
von weiteren Skalarfelder S, abhingt (das entsprechende Resultat wire

X
L, = LY(u, Uss woe lys Ty on £

wo die Funktion LY in ihren Veridnderlichen u, Uys ooy Uy im Sinne (23) homogen
ist), folglich kann Ly z. B. falls u, =0 die allgemeinste Gestalt
Lg = L3 (8 1y, 4y, tf?’f?) [??ﬁ(ul)-lu?, f‘rg d‘i‘ 22 y=2,..N
mit der Homogenititsbedingung
Le(Sp, tuy, tu,, n,, ?'?) = I K (Tas My s vue c;;.,‘) (r#0)
besitzen.
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§ 2. Uber Lagrange-Funktionen, die Komitanten kovarianter
Vektorfelder in X', sind
Es sei ein System von kovarianten Vektorfeldern iq (=1, ...,p, p=n) mit

seinen partiellen Ableitungen ::i' ; luber einem Gebiet G(&X,.n=1) erklirt und
wir stellen uns zuerst die Aufgabe aus diesem System von kovarianten Vektor-
feldern eine Differentialkomitante erster Ordnung %, (A=1, ..., N) aufzubauen.
Es ist also %, von der Form:

Li=0,(u;u,,), (=1,...N)
und da Z; ein Objekt erster Klasse ist, besteht:
L, =A:(%,, B).

Wir werden im folgenden A; als gegebenes, @; als gesuchtes Funktionensystem
betrachten. Das System @; soll nach (4) in einem beliebigen fixen Punkt x{ (£ G)
der Funktionalgleichung

(25) ®; (Bliy, BBty o+ Blyiiy) = A;(®, (i3 iy ;):B)
geniigen. Natiirlich sollen die Funktionen A; unter anderen auch die Identitdts-
bedingung (vgl. [1], S. 12))
(26) A& 0)=%,;
befriedigen, wo 4% das Kronecker-Symbol ist.
Setzen wir noch die lineare Unabhiéngigkeit der Vektorfelder ;r,- iiber G (d. h.

die lineare Unabhingigkeit der Vektoren 17,-(@0) in jedem einzelnen Punkt & von
G) voraus.
Wir fiihren die Bezeichnungen

p g
dr B dr P
Tij=ugjys iy = Ug,j

B
ein und wir stellen fest, daB 7;; ein rein kovarianter Tensor zweiter Stufe ist, bzw.
B
fir 7;; die Relationen
P k mﬂ mﬂ
(2?) ’U = Bi BJ fm+B£jum

gelten.
Nach diesen Vorbereitungen werden wir den folgenden Satz beweisen:

Satz 5. Alle Objekte &; erster Klasse. die Differentialkomitanten erster Ordnung
des Systems von linear unabhdngigen kovarianten Vektorfeldern ?zi (=1, ...,p,p=n)
sind, miissen algebraische Komitanten der Vektorfelder u; und der nach

% af @

X ) Ti;= ug,j)
definierten Tensorfelder sein.
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Bewels. Es folgt aus den Relationen

x a x 2

2 x z
w = Ty+ty, Ty=ug;, ;=g

. : A " * 2 ' » x
daB wir diec GroBen 7;;, #;; in dem Funktionensystem @; statt »; ; als neue Ver-
anderlichen auffassen konnen:

&, =, (u; ';}ﬁ ;:j) '

und das Funktionalgleichungssystem (25) geht wegen (27) in
(28)  @;(Btuy: BE B} Ty BBty + Bl,) = A;(®,(u; Ty: 1,); BY)
iber. Setzen wir in (28) die Werte

Bj=0j
ein, so folgt aus (28) wegen (26) die Identitét

a @ @ a x x x

(29) ¢?(u]; T-u; fuﬁ-B,"}'llm) = ¢j(“i: TU; IU)'

wo B[}= B7; beliebig gewihlt werden kann.*)
Wegen der vorausgesetzten linearen Unabhdngigkeit der Vektoren z:;:l:,(xo)_.
hat das algebraische Gleichungssystem
l'u +B‘T;ﬂl = 0
bei jedem festen Wertepaar i, j beziiglich der ,,Unbekannten” B[} mindestens eine
Losung:
(30) Bij =Bjj,

Setzen wir diese Werte von B} in (29) ein, so bekommen wir die Identitat

(0.1) @, (i T,y 0) =@, (s Tyi 1),

die eben den Satz 5 beweist.
Im speziellen erhielten wir auch den

Satz 6. Jede Lagrange-Funktion von der Gestalt
L — L(l:.-, ;,‘_J-)

ist eine algebraische Komitante der Grofen 175. l;[,-_ ala=1,..,p, J,- sind linear unab-
héngige Veltorfelder).

*) Der hier folgende Beweis des Satzes 5 stammt von Herrn A. MooOR; der urspriingliche Be-
weis des Verfassers war wesentlich komplizierter.
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Nimmt man an, daB die Vektorfelder ;:,- (x=1, ....p) mit Hilfe eines Systems
von Skalarfelder o als

" d
u"'

-

3",- (e=1,...p,i=1,..n p=n)

erklirt sind, vorausgesetzt, daB die Funktionen o =a(x) iiber G stetige partielle
Ableitungen zweiter Ordnung haben, so folgen aus dieser letzten Voraussetzung
die Identititen

- 4
U, =0,

und die Sédtze 5, 6 lauten in diesem Fall folgendermaBen:

Satz 7. Alle Differentialkomitanten ¥; zweiter Ordnung der tiber G zweimal
stetig-differenzierbaren Skalarfelder ¢ (=1, ... p.p=n; 3’_,-._ g_i sind linear

unabhdngige Vektorfelder) sind algebraische Komitanten der Grofien o, 3',, voraus-
geserzt, daff &, ein Objekt erster Klasse (z. B. eine Lagrange-Funktion) ist.

Als Folgerung bekamen wir auch den folgenden Satz (beziiglich der Termi-
nologie s. z. B. [22]):

Satz 8. Es gibt kein homogenes Variationsproblem zweiter Art, welches durch
ein solches System von Skalarfelder P (x=1, ... p, p =n) bestimmt ist, wo o'r.,- (=1 ..
p) linear unabhdngige Vektorfelder sind.

% % &

Es sei von nun an die Gleichheit p=n vorausgesetzi.

Wir konnen in diesem Fall auf einfachere Weise (vgl. [12], Beweis des Satzes 1)
zur Ergebnis gelangen. Wegen

1 1
"l sen u"

n

n
Myois By

gibt es (in jedem Punkt von G) ein kontravariantes n-Bein vi(z =1, ... n), das nach
x
den Relationen

G1) v =08, d.h. D viu,=0

a=1

bestimmt ist, folglich existieren auch die partiellen Ableitungen v; ; iiber G. Die
M . = a
Ableitungen E‘J und ¢ ; erfiillen die Relationen
x

(32) i = — g Pl

9 D
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die man aus (31) leicht herleiten kann. Wir bemerken, daB die GroBBen

=1 ¥ i
(33) St u o,

die Rotationskoeffizienten von Ricci (s. [24], S. 171.), Skalaren sind.
Das Funktionalgleichungssystem (25) kann man nach den oben gesagten
folgendermaBen auflosen. Setzen wir die Werte

in (25) ein, so bekommen wir wegen (31) und (32)
B'k ;£=6:!

2 2 L g
BfB™u Bu, = — v*v"u, v9,u u ool = —ua A, = —
i 5 Ukm T BijUq P Uy fmit Uy U7 L W iy A

dementsprechend geht (25) in
(34) ()= A, i ): V)

((P*(__,i,)ﬂ(b (67,— 3%)) tiber. Wir kénnen die Funktionenwerte @, aus (34)
leicht ausdriicken. Die Transformationsformel

%, =4,(%,, B)
des Objektes &; soll die Forderung

(die ,,fundamentale Funktionalglelchung der Transformationsformel, s. [1], S.
12.) fiir alle Werte Z? des Objektes £, und fiir alle reguldre Matrizen (X)), (Y})
befriedigen. Es sei in (35)

L2=0,=0,(u:0,), Xj=v, Yi=y
J
eingesetzt, so kann man (wegen (26) und (34)) die Giiltigkeit der Identitidten

(36) B, = A, (D5 (S%). 1))
leicht einsehen.

Nehmen wir an, dall @7 in (36) ein beliebig-gewdhites Funktionensystem der
Rotationskoeffizienten >'7; 1st wir behaupten, daB (36) die allgemeinste Form der
Losungen des Funkuonalglelchungssyslerns (25) darstellt. Die GroBen

X ADX)
sind ndmlich Skalaren, folglich geht (25), falls
0= A:(3 1)

A(Zr Bhth)= A3(A(Z,, ), B))
iiber, die wegen der Gleichung (35) eine Identitit ist, w. z. b. w.

ist, in
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Die erhaltenen Resultate konnen wir im folgenden Satz formulieren.

Satz 9. Es sei ein System von linear-unabhdngigen kovarianten Vektorfeldern
5, (x=1. ... n) mit seinen partiellen Afbeimngen ::, ; tiber einem Gebiet des Raumes
X, gegeben, und t‘ bezeichne das zu u; adjungierte n-Bein. Die allgemeinste Form
der D{ﬁ’erennalkomuamen &, erster Ordnung und erster Klasse der Felder u; ist

(36) %= 0,(95(31), u),
wo A; nach der Transformationsformel von ¥;
L. =A,(Z,, B)
bestimmt ist, die Groflen >7; die (nach (33) bestimmte) Rotationskoeffizienten des

il f

n-Beins Ji sind und @7 sind beliebige Funktionen.
Bemerkungen

1. Wir haben in [14] die Differentialkomitanten erster Ordnung von zwei linear
unabhingigen kovarianten Vektorfeldern charakterisiert, die Objekte erster Klasse
sind. Der Satz 5 bietet eine unmittelbare Verallgemeinerung dieses Resultates.

2. Die Ergebnisse der Sétze 5 und 9 sind anscheinend unvertriglich. wenn wir
die Behauptung des Satzes 5 im Falle p =n beachten. In der Tat ist (36) (mit Ver-
tauschung ihrer Seiten) im Fall p =n eine Relation der Form (30. 1), nimlich kann
man die Bezichungen

.Eﬂz‘; A “[k m]—;’ g Tkm
aus (31). (32), (33) ableiten.

3. Mit den Voraussetzungen des Satzes 9 konnen wir feststellen, daB die La-
grange-Funktion der Gestalt

die Form

L=|det(u)| ®* (%)

hat, wo @~ eine willkiirliche Funktion der Skalare >'7; ist.
4. Die Formel (36) gibt auch die tensoriellen lef'eremialkomilanlen erster

Ordnung der Felder u, (det (l:,-)?:O] in der Form

I Al a by b,
Thof= : ,,2(',_”_,‘):!'... Oty s M),
P

wieder (C§' “P(j,’,) bezeichnet ein beliebiges Funktionensystem der Skalare >'7),
somit konnen wir die Behauptung des Satzes 9 als eine Verallgemeinerung des
Satzes 2 von [12] auffassen.

5. Der Satz 9 gibt eine Verallgemeinerung auch einiger der Ergebnisse von
M. KucHarzewskl ([9], [10], [11]) und A. Zairz ([28], S. 43—45.), die sich auf
algebraische Komitanten eines Systems von rein kovarianten, bzw. rein kontra-
varianten Vektoren beziehen (s. auch der folgende Satz 10).
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Aus dem Satz 9 konnen wir die Giiltigkeit des folgenden Satzes einschen:

Satz 10. Es sei ein System von linear unabhdingigen kontravarianten Vektor-
feldern v* (x=1, ... n) mit seinen partiellen Ableitungen v'; iiber einem Gebiet des
x -3

X, gegeben, und 5,- bezeichne das zu v' adjungierte n-Bein. Alle Differentialkomitanten
x
%, erster Ordnung der Felder v' haben die Gestalt

%, = A,(P( ), wy),
die Objekie erster Klasse sind
yj_ =e?j_{-gpﬂ, B}‘).
(Die Skalargrifen >7; — die Rotationskoeffizienten des n-Beines v' — sind nach
- §
(33) bestimmt und @ bezeichnen beliebig gewdhlte Funktionen von >7;).

(Zu dem Beweis dieses Satzes ist es hinreichend zu beachten, daB die Felder
v' ein System von kovarianten Vektorfeldern u; nach (31) (wegen det (v') =0) ein-
@ @

einyi ein System von kovarianten Vektorfeldern w, nach (31) (wegen det (¢'))bjekt
a

A1 R AR AR R, e et e s
x

.%:'Pl(:r", ;'J)

dann ist %; nach (31) und (32) cine Differentialkomitante erster Ordnung der
Felder z:,-,

.?;_Z(p;_ (l:,-' ll:i,j)
usw.)

Zum SchluB geben wir noch eine Bemerkung.
Gibt man z. B. die Definition der Lagrange-Funktion L beziiglich der Felder

t:,- nach

L=L(x, s 11y i)
an — vorausgesetzt, daB L(x', 1:,-. t:,-.j) eine zu (24) analoge Invarianzbedingung
(3?) L(.i:i, ;,‘, ;i.j)= |del{Bj)|L(xi, ':l" ':!'.j)

in allen Punkte x{ von G befriedigt —, so soll L wieder von den Veranderlichen x!
unabhingig sein. Setzen wir ndmlich in (37) X' = x} +¢' (¢' sind beliebige Werte,
i=1, ... n), so geht (37) wegen Bi=4%. B}, =0 in die Identitit

L(x'o “I' (‘i, ;"g ;,-J)=L(xi,, ;,', l:i,j)
iiber, die eben die behauptete Unabhingigkeit beweist.
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§ 3. Lagrange-Funktionen des metrischen Grundtensors und gewisser
Vektorfelder
Es sei ein kovariantes Tensorfeld g;;. ein System von kovarianten und ein
System von kontravarianten Vektorfeldern (Ji und v',a=1,...,N) iber
x
G(S X,.n=1) gegeben. Wir setzen voraus, daB der Tensor g;; den Bedingungen
(38) g;=gji» det(gy)=0

in jedem Punkt von G geniigt, und g;;=g;;(x), u; = u;(x), v'=0v'(x) Funktionen
der Klasse C,(G) sind. Aus diesen Forderungen folgen u. a. die Existenz der Chris-

toffelschen Symbole erster und zweiter Art:.

1
ar
I = 5 (8ix,; + &jx.i — &ij.1)

bzw.
r
Fk d g rur

(wo gi* der durch die Gleichungen g'*g,; =/ definierte kontravariante Tensor ist),
die durch die symmetrischen Ubertragungsparameter I'f; bestimmten kovarianten
Ableitungen

ferner folgt die Existenz des kovarianten Kriimmungstensors

e 1
Rimlj e 2 (gq mk + 8mk,1j — Sik,mj — Bmj,ik) + rf:’lkrijp— Ff.jrup-

Der Tensor R,,,; befriedigt die folgenden bekannten Symmetrierelationen (s. z. B.
71, S. 21.)

(39) R:’mkj = _Rmikj — _Rimjk = Rkjims

(40) Rikj+ Rikjm~+ Rijmi = 0.

Wir werden uns im folgenden mit den Differentialkomitanten (hochstens)
zweiter Ordnung der Objekte 5,, r:‘ beschiftigen, welche Objekte erster Klasse sind.

Als Folgerungen ergeben sich auch Ergebnisse fiir die algebraische Form der La-
grange-Funktionen von der Gestalt

L=L1(8'Us gij,k)gij,km)m
e, f = IR
L= Lz(“.‘- Ui js Ui jks i s i.j» i-'.;x-« gij» g:‘j.k9gij,km)-
* & ok

Fiir die Differentialkomitanten zweiter Ordnung von g;;, die Objekte erster
Klasse sind, ist der folgende Satz giiltig:
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Satz 11. Ist das Objekt &; (=1, ... L) erster Klasse eine Differentialkomitante
zweiter Ordnung des Tensorfeldes g;; mit den Eigenschaften (38)

L, =P;(8ij» 8ijks Lij.km) >
so ist es eine algebraische Komitante der Tensorfelder g;; und R, ;.
Bewels. Die Identititen (4) werden jetzt die Form
(41) D;(Zij» Bijns Gijam) = As(Pu(Zij» &ijoxs Cijkm)s B))
haben, wo
&ij = BP Bjgpy, 8ijx = BP B] B{ g,, ,+(BLBj + B B}) g,
(42) &ij,«m = B’ B B{ Bpg,q .« + (B, B} B + B}, B B; + B{, Bf B} + Bf; B} By, +
+ By Bf B)8 pq,r + (B Bjm + Bl BYi) 8 pg + (Blim B] + Bjim Bf )8 pq

sind. Wir werden die Identititen (41) sofort in einem fixen Punkt xi, von G be-
trachten, somit wird (41) ein Funktionalgleichungssystem mit freien Parametern
B, Bi,, B!,,. Durch die Substitution

Bj:ﬁ;, B}k=0,

wobei Bi,, (= B{;.,) belicbige Werte sind, ergibt sich unter Beachtung von (42)
und der dem (26) entsprechenden Eigenschaften der in (41) vorkommenden Funk-
tionen A;:

(43) D;(8ij» &ijks ijkm + Blkm&pj+ Bfim&pi) = Pi(8ij» &ijoxs &ij,km)
Es sei nun
| [Pty
Bim = 6 8”(8&_;». + Zim, jk + 8iom, i — 2(&ij km + &jk,im + &jm,it) »
somit geht (43) in

(44) ‘pl(gfp &ijk» Tijml) =9; (gu- &ij ks gij.lm)
tiber, wo
| 1
(45) Tmmﬂ "3'(R£mj+ Rimij) + 6 (FfyTimp+ThiTip—2fu T y;p)
ist.

»*
Es sei der Tensor R,,,; nach

(46) Rimy; = Rixmj+ Rimkj

definiert, d. h. (mit Anwendung von (39) und (40))
1 “ *
(47) Rimij = —3‘(2Rmk;+ Ritjm),

dann sieht man aus (44), (45), (46), (47), daB @; nur von g;;, &;.x- [, Rim;abhingt:
P,= ‘p,lt(gij- 8ij ks rj’h Rimtj)-



Zur Theorie der Lagrange-Funktionen 135

Das Funktionalgleichungssystem (41) wird dementsprechend wegen

(48) r'y = B,B}B;I'} + B, B%,

(42) und auf Grund des Tensorcharakters von R,,,; durch die Substitution
Bj=10j

die Form

(49)  P,(8i, Gijt Bhgp;+ Bii&ip- [+ Bji, Riij) = P} (8i)s &k Uik s Rimsj)

haben, wo B, = Bj; beliebig gewihlte GroBen sind. Nehmen wir jetzt (s. [16], Beweis
der Sitze 2, 4, 5, 6) fir B;, die Werte

s }k B r}k-
so bekommen wir wegen

Gijx+Th&+Tkgip, =0

‘p}.(gijs 0,0, R;pu) = P (8ijs 8ij ks rj‘k- Rimi;)

d. h. Z;(=®;=®)) hiingt allein von g;; und R,,,; ab, w.z.b. w.
Aus dem Beweis dieses Satzes folgt auch der folgende

die Identitiaten

Satz 12. Es gibt keine Differentialkomitante erster Ordnung und erster Klasse
des Tensorfeldes g;; (=gj;, det(g;;))=0), die von den partiellen Ableitungen g,;
von g;; in expliziter Weise abhingt.

Die Sitze 11, 12 gelten natiirlich auch fiir Lagrange-Funktionen von der Gestalt

L=L(8ij,8ijx>8&ijkm)>
bzw.
L=L, (8> gu,k)

ohne irgendwelche Regularititsannahmen beziiglich der Funktionen L, bzw. L.
Deswegen konnen wir diese Sitze fiir L, bzw. L, auch als Verallgemeinerungen
gewisser Sdtze der allgemeinen Relativititstheorie auffassen (s. z. B. [19], [20], [21],
[22], [25]), die man zu den Rechnungen mit Lagrange-Hamiltonschen Ableitungen
tiblich zugrunde legt (s. z. B. [2], [3], [4], [5]), und welche von E. Noether ([18], s.
noch [26], [27]) herriihren.

Die Funktion }g| (g det(g;;)) bildet eine Weylsche Dichte vom Gewichte
+1, die liber G wegen (38) nirgendswo verschwindet. Wenn L =L, (g;;. &, k- &ij.xm)
eine Lagrange-Funktion ist, so konnen wir nach

oZ|g|"tL,

ein Skalarfeld erkldren, das natiirlich wieder Differentialkomitante zweiter Ordnung
des Feldes g;; ist:

3= “(Su > 8ij.k» glj,km) ’

folglich gilt die Behauptung des Satzes 11 auch fiir o:

oc=0" (&ij> Rimxj)-
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Um die allgemeinste Form der Lagrange-Funktionen der Gestalt

L=L, (gqa Sijks g.‘j,km)

zu bestimmen, geniigt es demgemdl die allgemeinste Form der Skalarkomitanten
zweiter Ordnung des Feldes g;; klarzustellen. Zur Zeit beschiftigen sich M. LORENS .
(Katowice, s. [29]). A. Zairz (Krakow) (dem Wissen nach des Verfassers) mit dem
letzteren Problem. Wir weisen an dieser Stelle noch auf die Resultate von M. A.
McKIierNAN and H. RICHARDS ([15]) hin.

Gehen wir zur Untersuchung der Differentialkomitanten erster Klasse der
Form

i o R O ¥
L=, (“is Ui js Ui jis f > i‘.j! U, jks &ij» 8ij, ko 3.'_,-.1‘”)
iiber. Bekanntlich bilden
s df s
=Wy ="V
wo das Semikolon die kovariante Ableitung bezeichnet, bzw.

- 4 x
Lk = lijiks f}:kﬂ ;k
) p al®

Tensorfelder der Valenz (0, 2), (1, 1), bzw. (0, 3), (1, 2), wodurch wir die partiellen
Ableitungen von :?,, v’ erster bzw. zweiter Ordnung nach
-

]

z =
ul,j — fu"'rﬂ-up,

2 x a
. Uijx = rm+r:‘}r,k+rﬂr”+rf,,!‘;,+(r k+rurq;‘)uq.

od — gl _Ti P
L-—IJ- F”,b,

(30)

5 - i i i i .
V= tht Tty =T 1f =iy tf —(Thpu— g1 0?

darstellen konnen. Diese Formeln zelgen daB die partiellen Ableitungen u

U; jk» Ui j» Ui durch die Tensorfelder rU-, r,-,-k. 15, tix. g; und durch die partiellen
» 2 a’ EJ x

Ableitungen g;; ;. g;;.xm des Tensorfeldes g;; vollstindig bestimmt sind. Auf Grund
dieser Relationen folgt:

i, Jj?

\! @
g ¢*( 19 U’ rU"’ rjs Ijk! gun gU ks gu km)

Die Funktionen @7 sollen das den Identititen (41) entsprechendes Relations-
system

x - a X :
BL(s tip i Eiram)=Ai( Ot Ty s Bipnn)s B

(auch in einem belicbigen gewihlten fixen Punkt x{, von G) erfiillen, aus welchen
wir (schrittweise folgend den Beweis des Satzes 11) die Giiltigkeit des folgenden
Satzes einsehen konnen:
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Satz 13. Jede Differentialkomintante £; zweiter Ordnung und erster Klasse der
Objektenfelder 1:,-, v', g;; ist eine algebraische Komitante der Grifien
k]

x x x a . .
o - | ol
Uiy Uiy Uy, jgs i s i”" f;;jtsgsj- Rim&j-

Der Beweis ist wesentlich einfacher, wenn das Objekt %, eine Differential-
komitante erster Ordnung (und erster Klasse) der obenerwihnten Felder ist:

P, =9, (“:, i s g‘is iij s gu,gu.a)-
Die zu (41) analoge Identitdt ist in diesem Fall

@, (i, t:.-,,-,f", B s &ijs 8yx) = A (Pultt, .- 84), B,
woraus man das Ergebnis
‘pa:‘ﬂ*(;n :ijs Ei’ :_:a gu),

mit Hilfe der Substitution Bj, = —I';, leicht herleiten kann. Somit gilt der

Satz 14. Jedes Objekt erster Klasse, das eine Differentialkomitante erster Ordnung
der Graflen J;, ri‘, gi; ist, muf eine algebraische Komitante der Grifien 5;, 5,; js
f‘, E'U-, gi; sein.

Es sei schlieBlich vorausgesetzt, da3 ein Objekt £, erster Klasse

L= A:(%,, B)

eine Differentialkomitante zweiter Ordnung der liber G linear unabhingigen kova-

rianten Vektorfelder #; (x=1, ... n, det (#)=0) und des metrischen Tensorfeldes
gi; (=gji. det (g;;) #0) ist:

ax x x
Z,=9; (uis Ui js Ui ks Lijs Bijxs g:'j_km)-

Nach dem Satz 13 soll %, die Gestalt

x @

4, =, (“ia Wisjs ‘::‘:jk’ gij» Rimkj)

haben, wo die Funktionen @} in allem Punkt x{, von G das Funktionalgleichungs-
system

(51)  @L(Bu,, B{Bt,.,, ... BIByB{B*R, )= A;(®L(th;, ... Rip)); BY)
befriedigen. Setzen wir hier die Werte Bj nach

B'-Izl_',‘i

s o
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(v' bezeichnet wieder das zu 1:; adjungierte n-Bein), so folgen aus (51) die Identitdten
(52) @; (O'us Gijk> Viy» Qimkj)= Aa(‘pﬂ s i‘i),

2 df w & ; = « =
(@5 (61 - Cimsj) = PL(07, G4js - Qimxj))» WO die Grossen 6;;, Gyjx, Vij» Qimej Nach

x f . ax a dfr r a
Oy =V Uy, Oy =V 0T Uy,
33
() £ o Al iy df_.r.s,:.nR
}l'j_f_ U5y Qimkj —U UUU K,

imk j

Skalarfelder sind. Das fiir @, implizite Gleichungssystem (52) kann man auf ihn-
liche Weise auflosen, wie wir aus (34) zu (36) gelangt sind. Das Ergebnis ist

4 @) =A4:((01s. - Cimy): 1)

und wir konnen uns wieder leicht iiberzeugen, daB (54) mit beliebig gewdhltem
Funktionensystem @7 eine Losung des Gleichungssystems (51) darstellt.
Wir haben damit den folgenden Satz bewiesen:

Satz 15. Die allgemeinste Form der Differentialkomitanten ¥, zweiter Ordnung

der kovarianten Vektorfelder tf',- (=1, ... n, det (l:,-) #0) und des Tensorfeldes
gi; (=g, det (g;;) #0), die Objekte erster Klasse mit den Transformationsformeln

g);:/'a(gg» B})

sind, ist
Z,= Ai(¢;(aij‘ Gijks Vijs Qimu); “j):
wo @] beliebige Funktionen der Skalarfelder o, ... 0in; bedeuten ( dr"— s +or Qimkj
sind nach (53) erklirt und v' bezeichnet das zu t:,- adjungierte n-Bein).
Wir bemerken, daB man die Skalaren o, &'m mit Hilfe von 3%, und mit dem

Tensor

i df ®

o= Tj— :‘“u.n
nach

0 = SL—u, ' T
R

ij Aij-“pi
@ r P
— P x x P ® o z oS TR L F S Tq
oijk —'i Z!Jpp+zip21k+ ij ik er“qi f Tr.i Znuq!i ;' T,-,

P ¥ @
= ;kqu;*}?sT;; +uptiv4}-l’£r5 T&T::_ upl;qu-l'fsrqj;;s

ausdriicken kann.
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Bemerkungen
1) Ist L eine Lagrange-Funktion der Gestalt

3 [ @ . F i
L=L, (“n Uy s W iy i." ;IJ SI* » &ij» &ijk» g"f‘*"')
bzw.
x x J i
L=L,(u;,u;, v, U5 8ijs 8ijk)
bzw.
a =« a -
L = Ly(uz, g 5 Uy jis 8ij» &ijk» Gijam)  det (1) #0,

so kénnen wir nach dem Satz 13, 14, bzw. 15 feststellen, daB diese Lagrange-Funk-
tionen die Form

L S . i i
Ly =@ (u;, ;55 vy jis Us Uiis Uiiks 8ijs Rimi;)
- 4 - | 2
_ 3l
Lz—‘pz(u“ “j;jqil! 2;11 gij)g

i x
L3 = | det (u;)‘t!’* (U'fje ;ijv Yiis \Qimkj)

haben (das letzte ist wieder die allgemeinste Form fiir L;, wo man die Funktion
®* beliebig wihlen kann).

2) Man kann leicht einsehen, daB die Forderung der Unabhingigkeit der
obigen Lagrange-Funktionen von x' als eine Folgerung der zu (24) und (37) analogen
Invarianzbedingung aufgefaBt werden kann.

3) Aus der Bemerkung 1) folgt fiir die Lagrange-Funktion

L=L,(u;,u;, g,
(s. [2], [22]) bzw.
L=L,(u;,u;;, &ij» &ijk &ijkm)
(s. [22]) bzw.
L=L3(u;, Wi js Wi ks &ij» &ij k> gU,km)

(s. [2]) die Darstellungen ,
Liy=®,(u;, u; 7. &)
bzw.
Ly, =®,(u;, u;; ), &j» Re’mU)'
bzw.
Liy=®;3(u, Ui js Ui jis &ijs Rfmtj)s

wo die Funktionen @,,, ®,,, ®,; solche Invarianzbedingungen erfiillen sollen,
in welchen nur die partiellen Ableitungen B; vorkommen.
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§ 4. Lagrange-Funktionen einer affinen Ubertragung und gewiBer
Vektorfelder

Wir beschiftigen uns in diesem Paragraph mit der Kennzeichnung der Dif-
fcrentlalkomltamen %, zweiter, bzw. erster Ordnung einer affinen Ubertragung
w (=TI ,u) und eines Systems von kovarianten und kontravarianten Vektorfeldern

z:,-, o' (x=1. ... N), vorausgesetzt, daB %, wieder ein Objekt erster Klasse ist, d. h.
x

(55) Z,=A,(Z,,
gilt. Zu diesem Zweck setzen wir voraus, daB die Funktionen I'iy = I';(x) bzw.
ui—-u,-(x), v=ri(x) iiber G(SX,) stetige particlle Ableitungen erster bzw. zweiter
Ordnung h;be;.
Im folgenden sind die aus
(56) J,‘ = B‘ B{B{I';, + B:,Bj-’k
folgenden Relationen
i fj," = 1_3;',8}' B{BArs .~ B}, BfBjkB Bprk,,,

7 + (B, B{ B},,+ B. By Bi,,— B! B, B B{B},) I'",

notig.
Wir nehmen zuerst an, daB das Objekt %; mit der Transformationsformel (55)
eine Differentialkomitante erster Ordnung von Iy ist:

'(?J.: ¢.€(rj‘ks rj‘.t,m)-

Die Funktionen @, geniigen folglich in jedem Punkt x}(€G) dem Funktional-
gleichungssystem

(38) @, (P, [y W)= A:1(9, (s, Ty ) BY),

aus welchem wir durch Einsetzen von

. i 2 |
Bj=4}, Bj=0, B, =-— 3 (Fliom+ o, j+ Tl 1)

(wegen der (26) entsprechenden Eigenschaft von A;, ferner wegen (56) und (57))
die Identitdten

S .
(59) (p/‘. r}ko _g(R.:tjm‘{“ R}km_rfmrl rfmrlk'}‘zrflripm)] = d’i(r}kﬂ rfik,m)

erhalten, wo
df
Rjkm rf Jk m+‘rpkrfm ripmrfk

den Kriimmungstensor der affinen Uberlragung I, bezeichnet. Die Formeln (59)
zeigen, dal die Funktionen @; nur von I'; und von dem Tensor

o i o i
1 I 14
ikm = Rijkm+ R jm
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abhingen. Den Tensor R, kann man einfach durch Rﬂ,,,, ausdriicken, wenn wir
die bekannte Relationen . .

Ritm =0, Rijim =0
(s. z. B. [24], S. 144.) verwenden:

. (g S *
R;'km - 3 (2R;km+ R;cmj)o
folglich konnen wir festlegen, daB @, die Form
@, =P (lx, Rixm)

hat. Setzen wir jetzt diese Gestalt von @; in (58) ein und wihlen wir die Werte B}, B,
nach
, Bj=0j, Bj=—TIj,
so bekommen wir ;
®; (0, Riy,) =P} (I, Riy),

d. h. die Funktion @} hingt allein von dem Krummungﬁlcnsor Riy.. ab.
Wir haben also den folgenden Satz bewiesen:

Satz 16. Alle Differentialkomitanten erster Ordnung einer affinen Ubertragung
Iy, die Objekte erster Klasse sind, sind die algebraischen Komitanten allein des zu
den Iy gehdrigen Kriimmungstensors.

~ Satz 17. Es gibt keine algebraische Komitante der symmetrischen Ubertragung
Iy iiber G, die ein Objekt erster Klasse ist und welche ausschlieflich von den Uber-
tragungsparametern I''y abhdngt.

Wir konnen die folgenden, zu den Sitzen 13, 14, 15 analoge Sdtze mit dhnlichem
Verfahren. die zu den Ergebnissen der Sitze 13, 14, 15 gefiihrt haben, beweisen:

Satz 18. Wenn das Objekt ¥, erster Klasse eine Differentialkomitante zweiter
Ordnung der Felder ; v' (x=1,.... N) und gleichzeitig eine Differentialkomitante
erster Ordnung der symmetrischen Uber!mgung Iy diber G ist, d. h.

a o @ a . . . .
Z,=9; (“n Ui js Uj jks :", :':j’ i':_sh s Dpw)s

so muff ¥, eine algebraische Komitante der Tensoren

x - | dr x a a

U, “i:j("'" My y= f.*",-u,,), Uy, jk»

:J' i'.l( +‘r'w t?), 1 J'"‘
und Ry, sein.
Satz 19. Ist &, ein Objekt erster Klasse und gleichzeitig eine Differentialkomi-
tante erster Ordnung der Vektorfelder tif, i (x=1. ..., N), bzw. algebraische Komi-
" §

tante der symmetrischen Ubertragung T s d. h.

x x ") 3
Ly =@, (g wy j, v 05, T,
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dann ist &, eine algebraische Komitante der Grifien
x @x

oy B O D
I I‘.J’ N ;] :‘J

Satz 20. ¥, sei ein Objekt erster Klasse mit der Transformationsformel

(60) 341:/1.1(—(5’,;; B_:)
und wir setzen voraus, daff ¥, eine Differentialkomitante zweiter Ordmmg der in

jedem Punkt von G linear-unabhdngigen kovarianten Vektorfelder u'i (a=1,....7n)
und eine Differentialkomitante erster Ordnung der symmetrischen Ubertragung I G St

'g?"- (p (u““t;?uljl'lrjksrjhm)

Dann gibt es ein Funktionensystem @7 der Skalarfelder

;u(drl,p q‘:p;q)’ Ui.r‘k(d! 2 '4”’. wrr)‘

L]
1

f
Q';.Iml( u lqi‘rt ‘R:") ’

mit welchem man das Objekt £; in der Form

(61) &= A,(P; ( Oij» Uk"-.d'k"") “)

darstellen kann (v' bezeichnet das zu ::i adjungierte n-Bein). Umgekehrt, es seien die

a
Funktionen @7 in (61) beliebig gewdhlt, so erweist sich das nach (61) erklirte Funktio-
nensystem £, =%,(x) iiber G als ein Objekt erster Klasse mit der Transformations-
Jformel (60).

Bemerkungen

1. Die Behauptung des Satzes 16 gibt ein noch von E. B. Christoffel und G. Ricci
herriihrendes Ergebnis, den ,ersten Reduktionssatz” fiir Differentialkomitanten
erster Ordnung von Fk wieder (s. [24], S. 164.), wihrend die Sitze 18. 19, 20 in
ihren Spezialfillen eine Verallgemeinerung des ,,zweiten Reduktionssatzes” von
E. Noether ([18], s. auch [24], S. 165.) angeben.

2. Man folgert einfach, daB auch die folgenden Verallgemeinerungen des Satzes
18, bzw. 19 bestehen:

Es sei iiber G aufer den Vektorfeldern w;, v} und dem Ubertragungsparameter

ISy auch ein Tensorfeld t;; erklirt, dann ist jede Differentialkomitante Z; erster Klasse
von der Gestalt

Li=d,(t;,1 ,,u“,u,ﬁ,t . ,k,r,,‘,rﬁ 23
bzw.
= B; (1t 4y g, U 05, Ti)
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eine algebraische Komitante der Grifien

tis Uy th vt ., R
ij!ui'“f;j!"":jks jkm

bzw.
S b
t Upy Uj. ;b U, U, ;.
B> Yis YUy j» i

Im Spezialfall, wobei die Lagrange-Funktionen von der Gestalt
L=L ("rp Jks j'k.m)

L=L2(tij; Ui, Uj s r}ky rj‘l;,m)

bzw.

(s. [23]) sind, ist L, bzw. L, eine algebraische Komitante der Felder
Ligs Rjikm bzw. g, u;, u;; ;, Rigm-

3. Man kann sich von der Unabhiingigkeit von x' einer Lagrange-Funktion
von der Gestalt

L_L(i oy aSn N e P o
- x!gijsuh"i,ﬁui,jk’:ei'.j»i,jk$ Jko jl:.m)

wieder leicht Uberzeugen.
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