Zur gruppentheoretischen Beschreibung
n-stelliger Strukturen

Von JURGEN TIMM (Hamburg)

Auf eine Anregung Emmi NOETHERS hin verallgemeinerte DORNTE [2]') den
iiblichen Gruppenbegriff, indem er statt der bindren eine n-stellige Operation zu-
grunde legte und fiir diese Operation die eindeutige Losbarkeit sowie ein n-stelliges
Assoziativgesetz (vergl. Def. 2, 3, 5) verlangte. Die so gekennzeichneten Strukturen
nannte er n-Gruppen, die iblichen Gruppen werden in dieser Theorie als 2-oder
Bigruppen bezeichnet. E. L. PosT bewies in [4], daB sich jede n-Gruppe derart in
eine Bigruppe einbetten 1aBt, daB das n-stellige Produkt auf der Grundmenge der
n-Gruppe mit der n-fachen Ausfiithrung des zweistelligen Produkts iibereinstimmit.
HosszU [3] wies nach, dall man auf der Grundmenge der n-Gruppe selbst eine 2-Grup-
pe so erkliren kann, daBl man das n-stellige Produkt durch bindres Operieren in
dieser 2-Gruppe erhilt.

Diese Produktdarstellung 1daBt sich in 2 Richtungen verallgemeinern: Einmal
kann man das Konstruktionsverfahren im Wesentlichen ungeidndert auf schwéchere
bindre Strukturen (als 2-Gruppen) anwenden. D. ZueNIK [6] konnte hier zeigen,
daB sich auch die Halb-n-Gruppen (in denen auf die eindeutige Losbarkeit ver-
zichtet wird) mit Hilfe einer Produktdarstellung aus bindren Halbgruppen erzeugen
lassen.

In dieser Note wird ein anderer Weg der Verallgemeinerung des Resultats von
HosszU eingeschlagen und zwar werden wir als Ausgangsstruktur weiter eine Bi-
gruppe wihlen, dafiir aber die Anforderungen an das Konstruktionsverfahren
selbst abschwiichen. Es wird also die Frage behandelt, welche n-stelligen Strukturen
man mit einer gewissen Verallgemeinerung (vergl. Def. 6) der Produktdarstellung
aus Bigruppen konstruieren kann. Besonderes Interesse verdienen dabei die nicht
notwendig assoziativen Strukturen. Insbesondere wird eine spezielle Klasse dieser
Strukturen, die permutierend assoziativen Quasi-n-Gruppen (vergl. Def. 3)
untersucht, weil ihre zweistelligen Modelle bereits 2-Gruppen sind. Es handelt sich
also wie bei den #-Gruppen um eine direkte Verallgemeinerung des zweistelligen
Gruppenbegriffs. Auch diese Strukturen konnen sdmtlich mit Hilfe der verall-
gemeinerten Produktdarstellung aus Bigruppen konstruiert werden (vergl. Satz 7).

SchlieBlich blieb bislang noch die Frage nach dem Zusammenhang der Kons-
truktionsverfahren von Post und HosszU offen. Diese Frage wird in Satz 10 beant-

1) Die Zahlen in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis.
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wortet. Die Antwort liefert gleichzeitig eine Eindeutigkeitsaussage fiir die Kons-
truktion von HosszU (Vergl. Kor. 3: Post beweist eine analoge Aussage fiir sein
Konstruktionsverfahren bereits in [4]).

Wir beginnen mit der

Definition 1. Eine Menge G mit einer n-stelligen Operation ,,0” (d.i. eine
Abbildung des n-fachen Kartesischen Produkts G" in G) heiit n-Gruppoid,
geschrieben G(0).

Definition 2. Ein n-Gruppoid G(o) heiit Quasi-n-Gruppe, wenn fiir
alle a,, ..., a, und jede Stellung von x die Gleichung (a,, ..., @;, X, ;45 -+ s Gy—1)o=
= g, in G eindeutig nach x aufldsbar ist.

Das zweistellige Assoziativgesetz erlaubt eine Reihe nicht gleichwertiger Ver-
allgemeinerungen:

Definition 3. Ein n#-Gruppoid G(o) heifit semi-assoziativ, falls vx,,...,
Xan-1 €G: ((-‘_'w ees vu)o--"n-gle;--w\'zn—t)o = (x;, cees Xn—1s (%45 o005 X3u~1)o)os €5
heift permutierend assoziativ, falls es Permutationen w,, ..., n, der Menge
{1.2, ..., n}gibt,sodaB fiiralle x,, ..., X3, ; QUS G((Xy, oos Xp)os Xyt 15 2oes Xapm1)o=
=_(-":; ves Xim s (i1 g1y s oos Xim 1 4mm)0s Xungis voes in-’l)o gilt und _Hl =Il,=
=1d. ist. SchlieBlich werden wir G (o) als assoziativ bezeichnen, falls hieren samt-
liche IT;=id. sind, d. h. falls fiir alle x,,...,x;,-, aus G und i=1, 2, ...,n gilt:
((.\'1 s BRAAE xn){]s S R x2n—1]0=(xl soeves Xjoqs {xi.* ees Xjoy +n)0' cors Xopo l)O

Definition 4. Ein n-Gruppoid G(o) heiit semiabelsch, falls vx,y, a,,

s By2€G: (X, Qg5 0y uans¥)o = (¥, 845 ...,8,-3,X)y. G(0) heiBt abelsch, falls

fiir jede Permutation = von {1, 2, ..., n} und alle x,, ..., x,€G gilt: (x;, ..., x,)o =
=(X,"r”. ...,.T,“,")o.

Definition 5. Unter einer n-Gruppe verstehen wir eine nichtleere, asso-
ziative Quasi-n-Gruppe.
Wir werden nun die verallgemeinerte Produktdarstellung definieren:

Definition 6. Ist G(-) eine Bigruppe, 1 ihr neutrales Element, d€¢G und
Zys eers %y, Abbildungen von G in sich, die 1 fest lassen, so heiBt die durch
(X34 oo Xp)ot =X, X3'... X »-1 in G definierte n-stellige Struktur die (#;, d)-Ableitung
von G(-).

An Stelle der «' verwendet HosszU in [3] die Potenzen ' eines festen Auto-
morphismus o, derd fest laBt und YxeG: x*"=dxd~* erfillt. Seine Konstruktion
ist also ein Spezialfall der (2;, d)-Ableitungen von Bigruppen.

Wir werden nun eine Reihe von Bedingungen angeben, die damit gleichwertig
sind, daB die («;, d)-Ableitung einer Bigruppe bestimmte der oben definierten
Eigenschaften aufweist. So erhidlt man etwa

Satz 1. Die (v;.d)-Ableitung. G(o). einer Bigruppe G(-) ist genau dann semi-
abelsch, wenn «,_,=id und G(-) abelsch ist.

BEWEIS. Ist G(0) semi-abelsch, so ist (x, 1, ..., 1)o=(1, ..., 1, X), also ¥%»-1=x.
Dann folgt aber aus (x, 1, ..., 1, »)o=(», 1,..., 1, X), die Kommutativitdt in G(-).
Die Umkehrung ist trivial.
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Satz 2. Die (u;, d)-Ableitung, G(0). einer Bigruppe G(-) ist genau dann eine
Quasi-n-Gruppe, wenn die Abbildungen z,, ..., ,_, bijektiv sind.

BEwEIs. Nehmen wir an, daB die z sdmtlich bijektiv sind, dann ist fir
8s .5 E0 Xi=l(a,a ... &) ’a,,d_ Wafy...al )" "1 die einzige Losung von
(Bis 000 O1s X Qa5 oov s By 1 )o =0y WED WA (X14.::5 X002 =% XP...XEn~1 definiert.
Also ist die (%;, d)-Ableitung von G(-) eine Quasi-n-Gruppe. Setzen wir das umge-
kehrt voraus, so ist speziell (1, ...,1,x, 1. ..., 1)y =ypd losbar (x stehe an i+ 1 ter
Stelle im Produkt, 1 sei neutral in G(-)). Also existiert x mit x* =y zu jedem y
aus G, d. h. z ist surjektiv. Weiter ist dieses x eindeutig bestimmt, also «; auch
injektiv.

Satz 3. Die (%;, d)-Ableitung, G(0), einer Bigruppe G(-) ist genau dann eine
semiassoziative Quasi-n-Gruppe, Wemn %, ..., %y, ..., %, bijektiv und o,_,=d*?)
ist.

Bewels. Sind %, ..., %,_, bijektiv und x*-1 =dxd~"', so gilt fiir x,, ..., X,,-, € G:

kT Bn=1 7,01 Zn -1 =
(00 & ste Xdor Kb d v ivn s XgagJo =2 Xy XT 1ie Xy MBXeis 0+ a8 =

"= n= | - s -
- xi x:— lzd(XnX:I.‘ ] wee x;,‘_'] ﬂ')d d —— xl -x;' x:“ Iz(xn x;"_ll d)ﬁn Id o

= (.\‘1, vees Xpm 15 (Xps oee s X2p e l)o)o-

Setzen wir umgekehrt voraus, daB G(o) eine semiassoziative Quasi-n-Gruppe ist,
so folgt UL, s Lid™ es Lyses Da==ll oo LAEE L Dsls=d. Also st
(d-Yymm-1=d-1, Weiterist ((1,...,1), %, 1, ..., 1,d= 1o =(1, ..., 1, (1, X, 1, ..., 1,d=1)o)os
woraus dx =x%-1d oder 2,_, =d* folgt.

Waihrend die Schliisse bisher sehr einfach und naheliegend waren, macht die
Behandlung der permutierend assoziativen Quasi-n-Gruppen mehr Schwierigkeiten.
Wir leiten in diesem Falle zunichst den folgenden allgemeinen Kennzeichnungs-
satz ab, der sich dann im abelschen wie auch im nicht-abelschen Fall wesentlich
vereinfacht:

Satz 4. Die (o;, d)-Ableitung G (o) einer Bigruppe G(+) ist genau dann eine per-
mutierend assoziative Quasi-n-Gruppe, wenn es Permutationen II; von {1,2.....n}
(II,=11,=id) gibt, so dap fiir i=1,...,n gilt:

& - . .. - - Ay _I
F1: Lyt (1), 151 eine Bijektion und & ;: = (znf"u)— I) .
mus oder Antiautomorphismus von G(.),

F2: Vx€G: (xd)u-1 = x%d,
F3: firv=1,..,n—i+1 gilt a,-. g =0

, ist ein Automorphis-

(v)—1"i i—2+v?
- " o - 4 = —_— *
firv=n—i+2,...,nglta,. g=2a . d*
T G de u »
=1 (v)-127% - » "
F4: !7]‘\'5_”;4.: 3 ] T []?l'x?— ll-}-ﬂj(v)] gllt mn G(')
V= =

2) d* bezeichnet in dieser Note stets den d zugeordneten inneren Automorphismus von G(-).
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Beweis. Ist [1; eine Permutation von {I.2, ..., n}, so ist die Giltigkeit von

((xl ety x.)o»JfM 13- X2n— Jo =_(x1 yeees Xim 15 (Xi= 14 m1)» rers Xjo + 1m0+ 3 X2n- 1o
in G(o) offensichtlich damit gleichbedeutend, daB die Gleichung

n— a—l n Xi-1
() [ ’f.-[u] [ X 12:-'] = [[Hx?i','+n,(‘.;] d]
v=n— r+2 ve=1

in G(-) gilt.
Ist nun G(o) eine permutierend assoziative Quasi-n-Gruppe, so sind die =
nach Satz 3 Bijektionen und «,_, =d*. Weiter existieren Permutationen II; von

{1, ..., n}, fiir die jeweils eine Glelchung () gll[ Ist em Element x aus G vorgegeben

(z | &
so erhdlt man aus (Ii) (indem man x;:=x -1 und x,:=1 filir k=i setzt)

die Gleichung x%d=(xd)*-:. Wendet man dles auf (Ii) an, so folgt

n—j+ n s
(I1i) [!_7‘ X 1z+;] H Xfﬂ_" ntis |Jd] [Hrzvl: H._l(“]'] d.

v=n—i+2

Hieraus ergeben sich die Gleichungen F3, wenn man bis auf einen Faktor alle x;: =1

setzt. Mit F3 folgt aus (IIi) gerade F4. Sind schlieBlich X,y Elemente aus G und
setzt man in (Ili) x;: = x a7 - ¢ s Xjpgs = ‘1( !

i+ 1, so ergibt

)=
A= und x,:=1 fiir ki,

Gy, falls 1171 (1)<I171(2)

1 h Li i —
s M {(yx)" sonst.

Also ist g ein Automorphismus oder ein Antiautomorphismus von G(-). Sind
umgekehrt die Forderungen F1—F4 erfiillt, so folgt aus F3 fiir i:=n

8:: — aalan—! — (av—l)—l:‘v-—ld’ (“:2* ‘-'".}

und damit «,_, =d*. Weiter sind alle ; (als Produkt der Bijektion L2 (1)-1 und

des Automorphismus bzw Antiautomorphismus &, ,) bijektiv. Nach Satz 2 ist
G (o) also eine Quasi-n-Gruppe und man erhilt:

= |+l n— Hl
v +1+ ( -m+ i+ )d*
2+ d X‘,h l" ‘a ] If 2+v] Iv l—‘! 1 (1
v=hn-— J- v=n—j+2

. qu i -0 ']d (nach F3)
ve |

i=1+v¥

( n &l
= H.\'?:-|l_;h(\.]] d (nach F4)

\v=1

f

Xi-1

= [] -\‘?:_I'Lu.-(v)d] (nach F2),
v=]

was mit der permutierenden Assoziativitit von G(o) gleichbedeutend ist.
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Im abelschen Fall vereinfacht sich Satz 4 zu der folgenden Aussage

KoroLLAR |. Die (a;, d)-Ableitung G(o) einer abelschen Bigruppe G(-) ist
genau dann eine permutierend assoziative Quasi-n-Gruppe, wenn es Permutationen
I, von {1, ...,n} (Il,=1I1,=id) gibt, so daB fir i=1, ..., n gilt:

F1: 2-1(,-, ist eine Bijektion und &:=(y-1(;)-4)” '%-, ist ein Automor-
phismus von G(+),

F2': Yx€G:(xd)*-1 =xtd,
F¥: Fir v=1,...,n—i+1 gilt -1 1&=%_54,
Ff.il' V = n—f+2. saey 11 gilt :t,,'_-l“.,_lsl-:a,-_,,.,.,-_l.

(F4 folgt in diesem Fall aus der Kommutativitit in G(-) und F1", F3".)
Im nicht-abelschen Fall erhdlt man eine etwas stiarkere Aussage:

Satz 5. Die (a;, d)-Ableitung G (o) einer nicht-abelschen Bigruppe G(-) ist genau
dann eine permutierend assoziative Quasi-n-Gruppe. wenn eine der folgenden Be-
dingungen 1 bzw II erfiillt ist:

BEDINGUNG | (HOssZU — BEDINGUNG):

o, istein Automorphismusvon G(-). % = () (k=1,....n —1),%,_, =d* und d* =d.

BEDINGUNG II (ALTERNATIVBEDINGUNG):

o, ist ein Antiautomorphismus, o, ein Automorphismus von G(-), 25 =a%%;"'
(fiir jede ganze Zahl v),

a0 %" fiir ungerade k,

do=d==d, 1 A =d* und Oy = l k

a2 fiir gerade k.

Beweis. Herr Hosszl zeigte, dalb aus der Bedingung I sogar die Assoziativitit
von G(e) folgt. Nehmen wir an, daB die Alternativbedingung Il zutrifft. I7; sei die
Identitdt, falls / ungerade und m;(k) = n—k +1, falls i gerade ist. Fiir ungerade
i erhalten wir & = a;_, = 3" " ist ein Automorphismus. Fiir gerade i ist &=

d**‘a,-_,:d**‘ot,a%“_” ein Antiautomorphismus von G(-).

F2 folgt fiir ungerades / aus der Homomorphiegleichung fiir o, _,, da d*-1=d.
Fiir gerades 7 ist &;=d*~'o,_, und z,_, ein Antiautomorphismus, der mit 4 auch
d~"' fest laBt. Dann ist aber x®d= (d~'xd)%-1d=(dx*-1)=(xd)*-1. Bevor wir
F3 beweisen ziechen wir noch 2 Folgerungen aus der Bedingung II: Einmal muB
n—1 gerade sein, denn sonst wire =,_, ein Antiautomorphismus und nicht J*.
Weiter erhilt man aus o,a% =a3 7" fiir v=0 «f =id. 2, ist also sogar ein involu-
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torischer Antiautomorphismus. — Ist nun / ungerade, so gilt
v—2 i—=1
= [a:l .2 ][azz ] = a, afl@+v=2=11 fijr gerade v
e O Bl SR D
2,2 2,2 = ad@+v=2) fiir ungerade v

x

Ist dagegen i gerade, so folgt (da n—1 gerade und x, involutorisch ist):

=30,

* i—1

= *=1 -
w14 zﬂ—\rd o ¥3 My jn—v(xn—l)

v

Lin—v—1) g+ (1-n) H(i-2) — % Hi-2) — oiG+v-2)  fi )
o) {1113 o3 o, o} =oa,2a af = o3 fiir gerade »

afe=vgtl-ng qdl-2) = q}(1-Ng giG-2) = q gilé+v—2-11 fiir ungerade v.

In jedem Falle erhilt man fiir v = 1,2, ....n—i+1 oy-1y- 18 = %;_,., und fiir
;" {v)—1%i i—2=y
L — ; i {i+v=2) — i+v—2 (11— * W r
v=n—i+2,..,n folgt aj@+v-2) = xg“ v=Dgt-Ng* =a ., 4% bzw.
$(i+v-3) — Fi4+v=3) i1 —n) J* — Hlv—n=i—1)—11 4% — * :
o, o o, ai ol d*=a o d o 41419+ Damit

sind die Gleichungen aus F3 bewiesen.
Fiir ungerade 7 folgt schlieBlich F4 aus der Homomorphiegleichung von #,_,.
Fir gerade i gilt:

Giid L n Ei n g &
[ = ooy = (ot = (T otritnsve) -

v=1 v=1

Aus der Bedingung Il folgt also, daBB G (o) eine permutierend assoziative Quasi-n-
Gruppe ist.

Setzen wir dies umgekehrt voraus, so gelten nach Satz 4 die Forderungen
F1—F4. In diesem Fall gilt: Ist g ein Automorphismus, so ist IT; die Identitit:
Da G(-) nicht abelsch ist, existieren ¢, d ¢ G mit c¢d #dc. Giibe es nun j, k€ {1, ..., n}

)e;

y : . 2 L )
mit 17 '(j)<I1; ' (k) sowie k <j, so erhielte man aus F4 zuniichst uf[|xl._"l'+:"**' =

- 1 =1

= [] xi*1l» und (durch Einsetzen von x;_, ;i = ¢™-1, X;_,4,: =d%-* und
vl
Xi—14s=Xi—1+5-=1 fir s7j, k) gerade cd=dc.

Mit einem analogen SchluB findet man, daB IT(k) = n—k+1 sein muB,
falls g ein Antiautomorphismus von G(-) ist.

Nehmen wir nun an, daB &, ein Automorphismus und IT, die Identitit ist, so
folgt aus F3 ¢, =a, und fir v=1,...,n—1 o,_,2,=a,, d. h. a,=a]. F2 liefert
d* =d und fiir v=n ergibt sich aus F3 o, _,x, =«} =o,d* woraus x,_,=d" fogt.
In diesem Fall gilt also die Bedingung I.

Jetzt sei &, ein Antiautomorphismus (und IT,(k) = n—k+1). Nach Satz 3
ist o,_,=d*. Wire nun g; cbenfalls ein Antiautomorphismus, so hitte man
ey=d*"'o,, d. h. 2, wiire ein Antiautomorphismus. Das ist aber ein Widerspruch
zu F3, denn fir i=3, v = n—1 folgt aus F3 z,d*x, ==, (links stiinde ein Auto-
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morphismus, rechts ein Antiautomorphismus). Also ist gy ein Automorphismus
und IT;=id. F3 liefert also die Gleichungen:
a, a3 @D fiir ungerade k

. g e -9 B o
arﬁlaz—a'__l(\—]_._.,....n 2) oder o, =

Mgy =

% fiir gerade k.

Aus F2 folgt wieder, dall d sowohl von «; als auch von o, festgelassen wird.
Dann wird aber auch d-"' festgelassen und es gilt d*x, =a,d*~'(%). Aus F3 folgt
noch (fir i=2 und v =n—1) 2,9, =a,_,a} oder a,d*~!=d*ai!. Mit (%)
erhidlt man hieraus d*x, =d*«7', d. h. «, ist involutorisch. Fiir i=2 und v=3
ergibt sich schlieBlich aus F3: x5 '%, =x,2,. Da «, involutorisch ist, folgt daraus
a3 ay ' =a,2 fir alle ganzen Zahlen v.

SchlieBlich kennzeichnen wir auch noch die n-Gruppen unter den (z;.d -
Ableitungen:

Satz 6. Die (x;, d)-Ableitung G(o) einer Bigruppe G(-) ist genau dann eine n-
Gruppe, wenn die Abbildungen o; die Hosszu-Bedingung (vergl. Satz 5) erfiillen.

Bewels. Fiir die eine Richtung sei auf Hosszi ([3]) verwiesen. Nehmen wir
an, daB G (o) eine n-Gruppe ist. Dann sind die o; nach Satz 2 Bijektionen und nach
Satz 3 ist «,_, =d*. Aus Satz 4 (F1) folgt, daB sie sogar Automorphismen oder
Antiautomorphismen von G(-) sind. Im abelschen Fall folgt aus Kor. 1, im nicht-
abelschen Fall aus dem Beweis von Satz 5, daB es sich um Automorphismen handeln
muB. Nach Satz 4 (F3i=2)ist a,=a] und aus ((1,...,1), 1,...,1)o=
={1 (1, sy Do Ly sina Do Tolgt e,

Die Sdtze 5 und 6 setzen uns in die Lage, die Frage nach der Existenz echter
permutierend assoziativer Quasi-n-Gruppen positiv zu beantworten:

COROLLARY. 2. (Existenzsatz fiir permutierend assoziative Quasi-n-Gruppen)
Neben den n-Gruppen existieren echte permutierend assoziative Quasi-n-Gruppe.

Bewess. Q = {1, —1,i, —i,j, —j, k. —k} sei die Quaternionengruppe, o, sei
der / und — 7 vertauschende Antiautomorphismus. x, sei der innere Automorphis-
mus j*. Nach Satz 6 kann die {(x«,, ,, j)-Ableitung von Q(-) keine n-Gruppe
sein. Es ist aber j* =j® =j, woraus j*x, =a,j*~' und a2, =a7 'a} fiir alle ganzen
Zahlen v folgt. Die Alternativbedingung Il ist also erfiillt und es liegt eine echte
permutierend assoziative Quasi-n-Gruppe vor. Wir konnen nun die folgende Ver-
allgemeinerung des Satzes von Hosszi beweisen.

Satz 7. Jede permutierend assoziative Quasi-n-Gruppe lifit sich als (o;. d)-Ab-
leitung einer geeigneten Bigruppe darstellen.

BEWEIS. G(0) sei eine permutierend assoziative Quasi-n-Gruppe, IT1; die zuge-
horigen Permutationen und « ein festes Element von G. Definiert man in G eine
bindre Operation ,,-"” durch die Forderung x-y:=(x,a,...,a,»),. so gilt das
Assoziativgesetz: (xy)z =((x.a,.... a, ¥)y. @. ....a, z)g=(y. a.....a,(y,a. ...,a,2)p)o=
=x(yz)+ G(-) ist trivialerweise eine Quasi-2-Gruppe, also ist G(-) sogar 2-Gruppe.
Weiter definiert die Forderung x#i:=(a, ....a, x, a, ...,a) firi=1, ..., n—2 Abbil-

Stelle n; " 1(n— 1)
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dungen von G in G, die definitionsgemdB Bijektionen sind. Es gilt:

- -1
)0 o (“'1 ’ xg' = pEvry xf“—_f ﬂ"_z’ xn)o

(x50 X,

= -1
o (xlita) ,a’;"gl . a, '-'1a)os(aa '--9a1x§= sty ey 0)0, 0--)0
Stelle 117 " (n—1)

-1 g1
= ((xl,a, P rg' )o> @ (a, ...,a,;r; s @y vo0 5 B)gs ...)0

X1x2 Stelle'n;"(n-.‘!)

- -1 =1
= ((xlxg‘ 5 0y viey s xg’ )y @ a, (a, ...,a,;ri’ 2@y :oe5d)gs )

Stelle {Hj- "(n—-3)

=..=xx" ... .\’“f-'llx". Jetzt sei bl.:=1ﬂ7l (i=1,...,n-2), wo

12 n

1 das neutrale Element von G(-)sei, und d: =b,b,... b,_,. Definiert man mit diesen
Elementen Abbildungen ; von G in sich, indem man .:nc"-':=.{’:r1.,..t':»i_,>,"’7[(IJ,...¢€:,-)-1

(i=2,...,n—2) sowie x’l::x”l'lb,“ und x*-1:=dxd~"' verlangt, so erhilt man
Bijektionen, fiir die

(g 000 X0 300 B B 25 B DS D BsY 0 i AT v T i

gilt.?) SchlieBlich ist auch 12 =1 fiir i=1,...,n—1, denn 1= =18 'p;1 =1, 2=
=(by...b;_ ) 157" (by..b)~ 1 =1 fiir i=2, ...,n—2 und 1%-1=14"=1. Also ist G(0)
eine (z,, d)-Ableitung von G(-). ' "

Der Satz von Hosszu folgt damit aus Satz 6 und 7. Man kann an diese Uber-
legung noch die Frage anschlicBen, ob man auch diejenigen n-Gruppen kennzeich-
nen kann, die man mit Hilfe der Produktdarstellung erhilt, wenn man speziell
alle o;=id. wihit. Die Antwort liefert.

Satz 8. Die (v;, d)-Ableitung G(o) einer Bigruppe G(-) enthdlt genau dann ein
zentrales Element, wenn samtliche »; die Identitit auf G sind.

Definition 7. Ein Element a der (#;, d)-Ableitung G(¢) von G(-) heiBit
zentral, falls es im Zentrum von G(-) und G(o) liegt. D. h. es gilt xa=ax und fir
FOES Pl s AMyiis oo ra B Xns sivs Bani Jo ™0 Eiy viin Bt Joi

Bewels. Nehmen wir zundchst an, daB o;=id (i=1,...,n—1), so ist 1 ein
zentrales Element von G(o), denn fiir i=2,....,n—1 gilt (I, x;, ..., X,—y)o =
=X X9ire Ky f8=(Xg5 0005 Xjugs 15 Xps o005 Xp=1)o- Ist umgekehrt a ein 2zentrales
Element, so muB (1I,...,1,a,1,..., )y=(a. 1, ..., 1)y sein. Nach Definition der
(2%;, d)-Ableitung folgt daraus fiir i=1,....,n—1 a% =a. Ist nun x ein beliebiges
Element aus G, so folgt ebenso (a, ...,a, x, a, ..., a)g=(x, a, ..., a)g=>x%=x. Die
Abbildungen ; sind also alle die Identitdat auf G. Speziell trifft dieser Satz auf alle

*) Da wir die Abbildungen hier exponentiell schreiben, ist das Abbildungprodukt gemaB
x** =(x*)? erklért.
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kommutativen n-Gruppen zu, deren erzeugende Bigruppen nach Satz 1 ebenfalls
kommutativ sind. In ihnen stimmt also das n-stellige Produkt stets mit der n-fachen
und mit einem Faktor versehenen Ausfiihrung des binédren Produkts der erzeugenden
Bigruppe iiberein.*)

Wir werden uns nun der Frage nach dem Zusammenhang der Konstruktionen
von Post und Hosszi zuwenden. Post ([4]) konstruierte bekanntlich zu jeder n-
Gruppe ecine assozierte Bigruppe und mit deren Hilfe eine umfassende Bigruppe,
die die gegebene n-Gruppe als Restklasse nach der assozierten Bigruppe enthilt.
Die assozierte Bigruppe bestimmt dabei im Wesentlichen die Struktur der umfas-
senden Bigruppe. Wir werden die Post-Konstruktion der assoziierten bindren Struk-
tur hier wesentlich allgemeiner durchfiihren und gelangen zu dem Ergebnis:

Satz 9. Ist G(o) ein semi-assoziatives n-Gruppoid, so fiihrt die Post-Konstruktion
der assoziierten bindren Struktur bereits auf eine Halbgruppe.

Beweis. (Abgesehen von der groBeren Allgemeinheit, gehen wir hier genauso
vor, wie es Post bei der Konstruktion seiner assoziierten Bigruppen tut. Vergl.
[4]) in der Menge G"-' der geordneten (n—1)-Tupel von Elementen aus G
erkldren wir durch (ay, ..., @_1)~(by, ..., b,_1) > VXEG: (@4, ..., 84—y, X) =
=(by, ..., b,-1, x) eine Aquivalenzrelation. Sei N:=G"-'/~. Die Elemente von
N (oder Aquwalenzklasscn von G"~') bezeichnen wir mit (a,, ..., a,-,) und defi-
nieren eine bindre Operanon in N durch die Forderung. {(a,,...,a,_ 1)\5, povsplligay )
=@y ooy @y_y+by)gs by ooy by— ;). Dabei miissen wir bewelsen. daB dle Defini-
tion des Produkts mcht von der Wahl der Reprisentanten der Aquivalenzklassen
abhdngt. Nehmen wir an, dall etwa

/ L f \
\al, ..-.a"_“r = -\al, ...,a,,_.,-

und (b,, ..., b,_,) = (by, ..., b,_,), so gilt fiir
x€G stets (by, .,y 1,X)o = (b1s oo s ba 1. X)g und deshalb auch
((als soe s @i— 15 D1)or D1 "'!bn—l!x)o = (“la g e 14045 ---sbn—lsx)a)o

— (a’l" P ’a:f"] & (bi., ree gy b:l—l 5 "’)D)O == ((a’l g see ,a"__l,b )0, b“]_, ey bﬂ-—l‘ r)o

D i 50 yilhsy ooy Bt 3 {8y 555001 )0 il soes s Doy 3. DIOE Aiycititin
tivgesetz folgt so:

i;d. g sss g (I,,_ﬁ)-({b, § *es g b,,_ |)’\C|, see gy ll—l)) —

= ‘;(01. van ,a,,_l.(b;, ver gy b”_l,cl)o)o, Cy, ...,C,,_l> =

= {{(@), s By is O )or Dy voe s Bac s ('1)05 €25 ""}Cn—l> -
= ({:al, ...,(?,,_,}-{:b,, cen gy b,,_l>)<c| y vee gy (.R—l.}‘

Also ist N(-) eine Halbgruppe.

*) D;ese Verschirfung des Satzes von HosszU fiir abelsche n-Gruppen ldBt sich auch sehr ein-
fach direkt beweisen. Ein solcher Beweis findet sich in [5].
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E. L. Post zeigte in [4], daB man die assoziierte Bigruppe einer n-Gruppe zu
einer Bigruppe erweitern kann, in der die assoziierte Bigruppe ein Normalteiler
mit zyklischer Faktorgruppe der Ordnung #» — 1 und die Grundmenge der n-Gruppe
selbst eine erzeugende Restklasse ist. Auf dieser Restklasse stimmt die n-fache
Ausfihrung des bindren Produkts mit dem n-stelligen Produkt tiberein. Den Zusam-
menhang dieser Beschreibungsweise der n-stelligen Gruppen mit der von Hossza
liefert der

Satz 10. Ist die (x;, d)-Ableitung G (o) einer Bigruppe eine semiassoziative Quasi-
n-Gruppe, so ist die zugehdrige (im Sinne von Post) assoziierte Halbgruppe zu G(+)
isomorph.

Bewels. Die assoziierte Halbgruppe N(-) sei wie im Beweis von Satz 9 aus
G(-)—=N(+)
G(o) konstruiert. Wir definieren dic Abbildung ¢: { (-

, WO
\aal . l C)

1 das neutrale Element von G(- ) und c:=(d-')"- sei. Aus (p(a) o(b) folgt

Vx€G: (a1, ....1,¢,x)=(b. 1,...,1,¢,x), und da G(o) Quasi-n- Gruppe ist

impliziert dies ahb. lst_(al. veey @y 1>€N vorgegeben, so gilt fiir b: =a,43"...a5"?d
die Gleichung ¢(b)={(a,, ..., a,_ ,), denn fiir x aus G ist stets (ay, ..., a,—1. X)p=

=gl a1 s ) 6 X)- D B @ st cine’ Bijektion
von G auf N. SchlieBlich ist

o@e®)={a,1, .., 1,¢cXb, 1, ..., 1, c\=((a, Laahéhin ket

={(ad~‘b*-1d),1,....1,c)=(ab, 1, ..., 1, ¢) (da nach Satz 3 x,_, =d* ist)
=¢@(ad). Also ist ¢ sogar ein Isomorphismus von G(-) auf N(-).

Die Konstruktionsverfahren von Hosszu und Post sind also im Wesentlichen dqui-
valent. Aus Satz 10 folgt noch

Kor. 3. Zu jeder n-Gruppe (oder allgemeiner zu jeder permutierend assoziativen
Quasi n-Gruppe) existiert bis auf Isomorphie genau eine Bigruppe, aus der sie sich
nach dem Verfahren von Hosszu konstruieren lift.
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