Eine Charakteristik der Primidealhalbgruppen

Von G. SZASZ (BUDAPEST)

1. Es sei H eine Halbgruppe: J(H) bezeichne die Menge aller Ideale von H.
Ein Ideal 7 von H wird prim, schwachprim, bzw. halbprim gennant, wenn es die
folgende Eigenschaft (P), (SP) bzw. (HP) besitzt:

(P) Aus abel (a, be H) folgt, daB entweder a <7 oder b I besteht.
(SP) Aus ABZ [ (A, B€#(H)) folgt, daB entweder 4 S/ oder BE [ besteht.
(HP) Aus a*<1 (acH) folgt acl.?)

Es ist nicht schwer zu zeigen (siehe, z. B. [6] FuBinote 1), daB jedes Primideal schwach-
prim ist. In dieser Arbeit werden wir die Halbgruppe H eine Primidealhalbgruppe
[bzw. Schwachprimidealhalbgruppe] nennen, wenn jedes Ideal in H prim [bzw.
schwachprim] ist. Es ist bekannt ([1], Theorem 4. 4), daB alle Ideale einer Halb-
gruppe H genau dann halbprim sind, wenn H selbst intrareguldr ist.

In [6] haben wir gezeigt, daB} die Ideale einer Primidealhalbgruppe eine Kette
bilden. Ferner sind die Elemente einer solchen Halbgruppe selbstverstdandlich durch
Primideale trennbar?), so daB nach [7] jede Primidealhalbgruppe intraregulir ist.
In dieser Arbeit werden wir die folgende gemeinsame Verschidrfung dieser Sitze
beweisen:

Satz 1. Eine Halbgruppe H ist genau dann eine Primidealhalbgruppe, wenn H
intraregulér ist und J(H) eine Kette bildet.

Bekanntlich ist die Intraregularitit von H damit gleichwertig, dal3
(1) (a*)=(a) fir jedes acH

gilt, wobei (a) das durch a erzeugte Hauptideal bezeichnet. Ist (1) erfiillt, so ergibt
sich (a) =(a?) < (a)(a) S (a), so daB aus (1) immer

(2) (@)> =(a) fir jedes acH

folgt. Diese Bemerkung ermoglicht, daB wir die Schwachprimidealhalbgruppen
auf eine zum Satz 1 analoge Weise charakterisieren.

') Die a;alogc Bedingung ,,aus A2< [ folgt AS I fir jede A, 1= I(H)” ist damit gleichwertig,
daB jedes Ideal A idempotent (d. h., A2=AA4= A) ist: man betrachte den Fall /= 42,
2) Fir die hier nicht definierten Begriffe siehe [1] und [7].
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In [5] hat O. STEINFELD gezeigt, daB jedes Ideal einer Halbgruppe H genau dann
schwachprim ist, wenn
(3) AB = ANB fir jedes A, BE#(H)
gilt und J(H) eine Kette bildet. Aus (3) folgt sofort, daB jedes Ideal von H idem-
potent ist und, insbesondere, (2) gilt. Im dritten Paragraphen unserer Arbeit werden

wir zeigen, daB3 die Bedingung (3) im Satz von Steinfeld durch (2) ersetzt werden
kann. Anders gesagt, werden wir folgendes beweisen:

Satz 2. Eine Halbgruppe H ist genau dann eine Schwachprimidealhalbgruppe, wenn
Jjedes Hauptideal von H idempotent ist und J(H) eine Kette bildet.

Ein unmittelbares Korollar von Sitzen 1 und 2 ist

Satz 3. Eine Halbgruppe H ist genau dann eine Primidealhalbgruppe, wenn jedes
Ideal von H gleichzeitig halb- und schwachprim ist.

Endlich geben wir einen Beweis dafiir, daB fiir die Ideale einer kommutativen
Halbgruppe die Worte ,,prim” und ,.schwachprim™ dasselbe bedeuten.

2. Wir werden den Beweis des Satzes 1 durch einige Lemmas gewinnen.

Lemma 1. Fiir jedes Paar a, b einer Primidealhalbgruppe H gilt
4) (ab) = (a)(1(b);
inshesondere, gilt (1) in H.
Beweis. Da das Element ab auch in (a), auch in (b) enthalten ist, gilt immer
das Enthaltensein
(5) (ab) S (@) (b) & (a).

Ferner ist ab € (ab). Ist also jedes Ideal von H prim, so soll entweder a¢€(ab) oder
b<(ab), d. h. entweder

(6) (@) < (ab),
oder (b)< (ab) gelten. Im ersten Fall ergibt sich (4) nach (5), (6) und dhnlich im
zweiten.

Lemma 2. Die Hauptideale einer Primidealhalbgruppe bilden eine Kette (Satz 2
von [6]).

Lemma 3. Bilden die Hauptideale einer Halbgruppe H eine Kette, so bilden auch
alle Ideale von H eine Kette.

Bewkls. Es seien A={a;},., und B={b,}, v beliebige Ideale in der Halb-
gruppe H. Offenbar ist
(7 A= U (a;) und B= U (b).
A€A MEM
Es sei vorausgesetzt, daB3 die Hauptideale von H eine Kette bilden. Fiir jedes Paar
A€A, peM gilt dann entweder (a;) S (b,) oder (a;)2(b,). Wir unterscheiden die
folgenden drei Fille:
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a) Es gibt ein y, €M so, daB (b,,):2(a;) fir jedes A€ A.

b) Es gibt ein i,€ A4 so, daB (a;))=2(b,) fiir jedes pucM.

c) Zu jedem A€ A gibt es ein u€M so, daB (a;)S(b,) und zu jedem p'e€M
gibt es ein A€ A4 so, daB (b,)S(a;).

Im Fall a) betrachten wir ein beliebiges Element x aus 4. Nach (7) gibt es ein
A€ A so, daB x€(a;). Ferner ist (a;)=(b,,)= B in diesem Fall. Das Element x ist
also auch in B enthalten und folglich ist A< B. Ahnlich bekommen wir 42 B im
Fall b) und (einerseits A< B, andererseits B2 A, d. h.) A=B im Fall ¢).

Aus Lemmas |—3 folgt die Behauptung ,,nur dann” von Satz 1.

Wir bemerken dazu, daB wir schon in [6] bewiesen haben, daB die Menge
J(H) aller Ideale einer Primidealhalbgruppe H eine Kette ist und der friihere
Beweis war noch einfacher, als der jetzige. Lemma 3 ist aber auch in sich interessant
und darum wollten wir den Beweis durch dieses Lemma fithren. Nach diesem Lemma
darf man in Satz 1 (und auch in Satz 2) nur voraussetzen, dafl die Hauptideale eine
Kette bilden.

Lemma 4. Bilden die Ideale einer intrareguliren Halbgruppe H eine Kette, so gilt
(4) fiir beliebige Elemente a, b von H.

Bewels. Das Enthaltensein (ab) S (a) N (b) ist immer giiltig; nechmen wir an-
daf} (ab) < (a)l(b). Nach den Voraussetzungen ist entweder (a) in (b) enthalten
oder umgekehrt; ohne Beschrinkung der Allgemeinkeit konnen wir das erste an-
nehmen. Dann gilt

(8) (ab) < (a) S (D).

Da H intrareguldr ist, existiert — nach [7] — ein Primideal P mit den Eigenschaften
P>ab, P%a. Daraus folgt nach (8), daBB auch P3b. Das ist aber ein Widerspruch
mit der Tatsache, daB P prim ist.

Lemma 5. H sei eine Halbgruppe, deren Ideale eine Kertte bilden. Ist (4) fiir
edes Paar a, bc H giiltig, so ist H eine Primidealhalbgruppe.

BeweEis. Es seien a, b beliebige Elemente und 7 ein Ideal von H, fiir das abel
und (@) S (b) gelten. Nach (4) gilt dann

ac(a)=(a)(\(b)=(ab)< 1.
Also ist das Ideal 7 prim.

Nach Lemmas 4—S5 ist auch die Behauptung ,,dann’ von Satz 1 richtig.

Korollar. Es seien S eine Primidealhalbgruppe, I ein ldeal von S und J ein
Ideal von I. Dann ist J ein Ideal auch von S und I selbst ist eine intraregulire Halb-

gruppe.

Bewels. Nach Satz 1 ist S intrareguldr, woraus sich nach einem Satz von
S. LaJos ([3]) ergibt, daB J in der Tat ein Ideal von S ist; selbstverstindlich ist J
prim. Das bedeutet aber, daBl jedes Ideal der Halbgruppe 7 prim (in S, umsomehr)
in 7 ist und daraus folgt nach Satz 1, daB 7 selbst eine intraregulire Halbgruppe
bildet.
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3. In diesem Paragraphen werden wir Satz 2 beweisen.

Lemma 6. Fiir jede Halbgruppe H sind die folgenden Aussagen 1—1V dquivalent:

1. Jedes ldeal von H ist idempotent.
1. Jedes Hauptideal von H ist idempotent.
Ill. A B = AB gilt fiir jede Ideale A, B von H.
IV. (@) N (b) = (a)(b) gilt fiir jede Hauptideale (a). (b) von H.

BeEwels. Nach Satz 7.3 der Arbeit [4] von ScHEIN sind die Aussagen [—III
aquivalent. Ferner ist IV eine triviale Folgerung von III und II ist eine von IV.

Die Richtigkeit von Satz 2 folgt nun aus dem oben zitierten Satz von Steinfeld
und aus Lemma 6. Natiirlich 1dBt sich Satz 2 auch folgendermaflen formulieren:

Eine Halbgruppe H ist genau dann eine Schwachprimidealhalbgruppe, wenn
eine der Bedingungen 1—IV aus Lemma 6 erfiillt ist und F(H) eine Kette bildet.

4. Wie wir schon gesagt haben, ist jedes Primideal einer Halbgruppe umsomehr
schwachprim. Fiir kommutative Halbgruppen gilt auch die umgekehrte Aussage:

Satz 4. In einer kommutativen Halbgruppe ist ein Ideal dann und nur dann prim,
wenn es schwachprim ist.

Der Beweis ergibt sich z. B. aus den nachstehenden Lemmas 7 und 8.

Lemma 7. Fiir beliebige Elemente a, b einer kommutativen Halbgruppe gilt
&) (ab) =(a)(b).

BEwEIs In jeder Halbgruppe H ist das Enthaltensein (ab) < (a)(b) fiir beliebige
a, be H giiltig. Ist, umgekehrt, ¢<(a)(h), so besteht eine Gleichung ¢ = xay-ubv,
wobei x, v, i1, v gewisse Elemente von H oder leere Symbole sind. Ist H kommutativ,
so folgt daraus, daB

¢ = xy-ab-uv € (ab)
ist, woraus sich (a)(b)=(ab) ergibt. Damit haben wir dieses Lemma bewiesen.

Lemma 8. H sei eine Halbgruppe, in der (9) fiir jedes Paar a, bc H erfiillt ist.
Dann ist jedes Schwachprimideal von H auch prim.

Beweis. Betrachten wir ein Schwachprimideal P von H. Ferner seien a. b Ele-
mente von H so, daB abe P. Dann besteht nach (9)

P 2 (ab) =(a)(b).

Daraus folgt aber, daB entweder P 2 (a)3a oder P = (b)=b. Das bedeutet aber,
daB P auch prim ist, womit Lemma 8 bewiesen ist.

Bemerkung 1. Die Bedingung, daB (9) fiir jedes Paar a, b< H gilt, ist damit
gleichwertig, dall die Menge J,(H) aller Hauptideale von H eine Halbgruppe
bildet und die Abbildung

(10) a—~(a) (acH)
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ein Homomorphismus von H auf ,(H) ist. Es ist bemerkenswert, daBl jede Prim-
idealhalbgruppe diese Eigenschaft besitzt. In der Tat ist das Hauptideal (ab) dann
und nur dann prim. wenn (9) besteht: im entgegengesetzten Fall gelten nimlich?)

(ab) < (a)(b) < (@) und (ab)(a)(b) S (b),
woraus sich ab¢(ab), aber adq(ab) und b+ (ab) ergeben.

Bemerkung 2. Nach Lemma 7 ist die Gleichung (a®) = (a)? fiir jedes Element
a einer kommutativen Halbgruppe giiltig. Nimmt man auch Lemma 6 ins Betracht,
so bekommt man einen neuen Beweis fiir den folgenden Satz (vgl. Lajos [2]): Eine
kommutative Halbgruppe ist dann und nur dann reguldr, wenn jedes Ideal in ihr idem-
potent ist. (Es sei noch dazu erwihnt, daB in der Klasse der kommutativen Halb-
gruppen die Regularitit und die Intraregularitit gleichwertige Bedingungen sind.)
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3) Oﬁeﬁfxar ist (ab) S (a)(b) fur jede Elemente a, b.



