Ein neuer Beweis des Linnikschen Nullstellensatzes

Von W. HANEKE (Marburg/Lahn)

1. Es sei p(k, ) die kleinste Primzahl in der arithmetischen Reihe
kn+l, (Lk)=1, O0<l<k =3, n=01,2 ..)
Man verdankt Yu. V. LinNIK (vgl. [2] und [3]) die Abschdtzung
(1. 1) p(k, I)y=<k€

mit einer von k& und / unabhéngigen Zahl C=0. Zur Herleitung bewies er zwei
fundamentale Sitze liber die Nullstellenverteilung der Dirichletschen L-Funktionen,
einen Dichte- und einen Nullstellensatz. Wihrend der Dichtesatz ein MaB fiir die
Zahl der Nullstellen der L-Funktionen in der Umgebung von s=1 angibt (vgl.
[5], 331), besagt der Nullstellensatz [5], 349, Satz 3. 1]:

Es gibt positive Konstanten A, und A, mit folgender Eigenschaft: Es sei k=3
und f, die Ausnahmenullstelle einer L-Funktion L(s, x,) zu einem reellen Charakter
71 mod k, welche in

8 1(:;‘;{-—,:0-—; 1, =0
liegen maoge: es moge 6, = |1 — [, gesetzt werden. Dann liegen im Bereich
(1.2) a>1_iz-log 8d; 0,Q<A4,, Q=Ilog(k(|t]+]1))

Q "°sQ°
keine Nullstellen = B, irgendeiner der mit Charakteren mod k gebildeten L-Funktionen.

In der Literatur gibt es bisher nur zwei wesentlich verschiedene Methoden,
den Dichte- und den Nullstellensatz zu beweisen: Die von Linnik entwickelte und
spater von K. A. Roposskn ([6]) vereinfachte und P. Turans diophantische Ab-
schitzungsmethode [7). Mit diesem Verfahren bewies TURAN ([8]) den Dichtesatz
und S. KNnapowski ([1]) den Nullstellensatz. Beide Autoren verwendeten Linien-
integrale der Gestalt

1 " eBv —e—Bv |
2ni f‘" [ Sae ]dw (4,B=0; r=1,2,..)

(e0)

S. Knapowski zog auBBerdem Linienintegrale anderer Bauart zu Hilfe.
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Wir wollen in dieser Arbeit den Nullstellensatz mit der Turanschen Methode
aufs neue beweisen. Dazu verwenden wir nur Integrale der Form

(1. 3) S = 21. fx ds =12 ...3 s>, x=0)

m .
(6o SIN"—

Gewisse arithmetische Uberlegungen, die in den Beweisen von Knapowski und
Rodosskii notwendig werden (vgl. [1], 176—177, [6], 347—349, [5], 359—362) kon-
nen wir mit Hilfe der Funktionen J,(x, ¢) etwas einfacher durchfiihren.

Die im folgenden auftretenden Konstanten ¢, ¢,, ... bzw. die 0- und <=-Kon-
stanten sind positiv, absolut und Kkonstruierbar; y bezeichnet einen beliebigen
Charakter mod k, y, den Hauptcharakter, y, einen reellen Ausnahmecharakter,
und damit werde

L(s, 1) =L(s)

gesetzt.

2. Hilfssatz 1. Es sei e<1, g=[l/e], ge=0o < (g+ 1)e, f(5) auf der Geraden
(0,) integrierbar und dort
f(s)=Me" (M=0).

Dann gilt
2.1 1 : ; _ f(S) oy ___MS me—-max(?—l.o)u
ani sin® ) sin” na,
g £ e

fiir alle r=0 mit r<e

und insbesondere

2.2) T (%, 8) < —>—%_ fir alle x>0.
..o R0g

‘sm -
Ferner gilt
2.3) Fin =t e x<0

e ml4+x¢
BEwers. Wegen
—t
Re(sin 5) = (sina)cos it, cos it = e'-{»-; = w(t),

It]
w(t): = max[l, E_}—]

ist das Integral auf der linken Seite von (2. 1)

o

<< M J'mil.!’:‘/.c'w‘”[?q]dr.
. , MO, P

sin .
£
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Wegen ¢=1 ist

g «.t:fe‘""«-"‘(r)dr.

Im Falle r’: = :: —1 = 0 schitzen wir dies durch

0[82" fe(l!t—u)rd’]

r+1

und im Falle r"<0 durch

1 o
O[elfdr+2"f e“”“""dt]]ab
0

1

und erhalten so unmittelbar (2. 1).
(2. 2) folgt daraus nach (1. 3) sofort mit Hilfe des Cauchyschen Integralsatzes.
Im Falle n=1, x=>1 liefert der Residuensatz

g x* g9 vs E £ : l
Tk 2 Rea—te. X (I ERN S Sl I
= — oo sin_ v = — oo
4

Das ist aber (2. 3) im Falle x=1. Der Fall 0=x=1 ergibt sich daraus mit dem
Prinzip der analytischen Fortsetzung.
Wir bemerken an dieser Stelle, dal man ohne Miihe

(—Dr0EJ (x, €)= 0 fiir alle x>0

zeigen kann. Mit dieser Ungleichung konnte man den nachstehenden Beweis erheb-
lich vereinfachen, wenn man (1. 2) nur mit L(1, z,) an Stelle von é, beweisen wollte.

Hilfssatz 2. z,. ..., zy seien beliebige komplexe Zahlen mit

max |z;|=1.

1=j=N

Dann gilt fiir alle natiirlichen m

-t ¥ | o A{ X
max |z}+...+2}]| > 2m+N))

msv=m+
veanz

Bewers. Vgl. [9], S. 311, (1. 7).
Hilfssatz 3. Die Anzahl der Nullstellen von L(s, y) in

{s:|s—(+ip)| = r} (y. r reell)

ist
|
<c rlog(k(ly|+2+r), falls r = ——————
el ) log (k(|7/+2))
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Bewgis. Vgl. [5], S. 331, 332 und Satz 3. 3 (S. 220).
Hilfssazt 4. Fiir jeden Charakter y und alle reellen y gilt

L TN 1 1

= i s s z c

I (s+i7. 0 a'ezn;, o + 0(Q), falls 0 =r= 5o SEB,,;.
Dabei ist

B, = {s:|l—c| =1, |t|=r}, Q = log(k(|y]|+2)

und > bedeutet die Summation iiber alle Nullstellen o* = B* +iy* von L(s+iy, )
mit 0=p*<1.

Bewels. Nach [5], S. 225, (4. 1) und Satz 4. 1 gilt wegen r=1 fir s€ B,,,

L’ & ’ l
LGt = 2 —L+0@).

ly*=tl= 1

Fir s¢B,,. ¢*¢B, ist [y*—t| = 3r < 1, also folgt

L g
(2.4) ; L (s+iy, 0 = .+ Ro(s)+0(Q) fir s<B,,
4 e*cB, S—0
mit
’ 1
Rol(s) = <
5 |..?:‘2":, e
Fiir s B,,,, 0*¢ B, hat man s
1 —o* {=¢] rf2+4rf2
11 =p%|= = | = e e | < 1.
[1—g*|=r, —o | = il+3—9*l_ + P <
Damit ergibt sich fiir s€ B,,,, r =1/Q nach Hilfssatz 3
’ I] - 5 e r ]
RO~ F by ¥ T~
e* |1—¢*| v=0 2vrs 1—gt<2v+1r [ 1 — Q"]
I1—p*l=r
o 2't1r(Q+v)
G i
und insbesondere
(2.5 |[Ro(8)| =< Q+ |Ro(1 +r/2)] fiir s€B,,.

Andererseits gilt nach (2. 4) und Hilfssatz 3 fiir ¢ = 1 +r/2, r=1/Q

| 7 ’

Ro(0)=< '} (@+in2)| +0 [?]wm) « SAmnT+0(Q) = . +0(D=L.
| n=] g

Mit (2. 5) folgt daraus die Behauptung.
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3. Bewels des Nullstellensatzes. Fiir einen Charakter y und reelle f, y sei

@.1) LB+inn =0, 5=<p=l,
und es existiere ein f, €(1/2, 1) mit _
3.2) L(B)=0, B,=B,
C ;
(3.3) 51:=l-ﬁt¢:33, Q: = log(k(|y|+2)-

Die Konstante ¢; denken wir uns im folgenden immer geniigend klein gewahit.

Nach [5], S. 130, Satz 6.9 a) folgt zunichst

G4 f6):= [T L+inm) =0 in 1-2 == 1, 151, 5 fi—in,
I=0,1

und

3.5 o:=1-p=26,.

Fiir ein natiirliches g sei
1 % £
(3.6) s_[2—+g] , also gz:--l--2

Fiir ein y>1 und eine natiirliche Zahl v setzen wir nun

3.0 C -Zm ff()[_-_] ds (1=0,=<(g+1)e)

sin
(#0) o

und zur Abkiirzung
(3.8) xX=p"
Mit Hilfssatz 1 (2. 2) und (1. 3) erhdlt man die obere Abschitzung

\Zx(n)(“rx.(n))/l(n) [::s] -f.,[;,*:] -

[ ] 1-e/4
<¢ c,., [ ] logp+
pm r=V¥x

1+e/4
+a(logx) Z (l+xl(p))£+s :_Z:c;[f-] logp +

Vx=p=x?
Z CaZ(IOEP) [p"‘]

m=2

m=21 p

(3.9)

1—e/4

Hierzu betrachten wir

I(X):= D ant, I*X):= —rrzn'a,,n"ljl [:' l] (X=0),
n=X n=1
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wo die a, durch

Z(s): = {(s)L(s) = Z’a n~s, also a, = ;’zl(d) =0

n=1

definiert sind. Nach Hilfssatz 1 (2. 3) gilt

(3.10) X-1(Z* () -R (X)) < () < X-12*(X) fir 1sX=X
mit
R,(X)=2a, n-’= [X, IJI
n=X n
Nun ist nach (I.3)
1

h i

.[WXSZ(S"—(S )ds (1461{3/2)’
(a1)

und der darin auftretende Integrand ist in 1/4 =06 =0, wegen (3. 2) bis auf einen
Pol erster Ordnung bei s = 144J,; mit dem Residuum

_nL(l) 144,
—sin n(l+6 ) "
holomorph. Wegen
(3. 11) Z(s) < (k(Jt|+2)%)** fir o=1/4

(vel. [5], S. 219, Satz 3. 1) folgt daraus mit dem Residuensatz

(3.12) I*(X) = x1+61¥(1+0(51))+ O(XV4k34) fiir X=2, §,log X=1.
1

Damit hat man bei geniigend groBlem c¢s wegen (3. 3) und (3. 10), a, =1

L(l
1 = Z(csk) = c4- 6(,) 50
insbesondere also
(3.13) L(l) = 1.
5y

Andererseits folgt wegen 0=a,=0(n)<n''%, §,<1/16 mit Hilfssatz 1 (2. 2) fiir
1=X'=X

+Y3/2
R,(X') < 2 n'® [i’;] a X2 Y18-112

n=X

also wegen (3. 10), (3.12) und (3. 13)

» 1 fiir X’=csk, X=c5k>.

(X)) > X% %l) +O(k/X')¥4) - X" uzX—ars»%”
1

1
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Damit haben wir wegen (3. 3)
(3.14) PR RS

n=cskt N 1

Auf Grund der Multiplikativitit der a, ist

(3.15) e T e L
m=yx o Vx<p=x? P Vx=n=x3 n

Wegen
St L bt 1.3 3
1+u l14+v (A+w(l+v) — 22(1+0v) ~ 8
ist nach Hilfssatz 1 (2. 3) und (1. 3)

v

fir O=u=l=v, 2u=sv

a, s 1 1 a,
r,;._.'x? » 8,.;: [ T+mX 1 +n/Y] n
und daher
1 s—1__ ys—1
- fnu- Z(s)ds fir 1<g,<2, X=2Y=2.
2ni —sin s
(a1)

255

Dies ist aber nach dem Residuensatz und (3. 11) unter der zusdtzlichen Voraus-

setzung d, log X =1

3/4
(3.16) < L(1)log )}i +0 [[i;] ] h
Wir setzen nun
(3.17) x=(csk?)?, Y=)x, X=x° & ,logx=1/3
voraus.
Da nach PAGE [4]

|
L(1) > —
Vk log?k
ist, folgt mit (3. 14), (3. 15) und (3. 16)
(3.18) > % <5, logx.
Vx<p=x?

Der Primzahlsatz liefert fir O0<p=1, X=3
n -n

X
Srtlogp=r,  Sprllogpe s
p=X 'f n

d =X
ferner gilt

| 1
AP R
m=2 p P rp P

In Verbindung mit (3.9) und (3. 18) folgt nunmehr
(3.19) S, < x((elog x)d, log x + O (cy x~*/%)).
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Nun sei bei geniigend groBem c-
£ = Cj(s
(3.20) r=ci8<1/2
20,2 = logx = ¢, Q.
Hilfssatz 1 (2. 1) werde mit o, = 1+ 1/log x, r/2 an Stelle von r und f’/f an
Stelle von f angewendet. Ferner setzen wir die durch Hilfssatz 4 gegebene Dar-

stellung von f’/f in (3. 7) ein und beriicksichtigen Hilfssatz 3. Die dazu notwendige
Vorausetzung r=1/Q ist mit (3. 4) und (3. 20) erfiillt. Wir bemerken noch

1—-iyeB, = B, —iyeB, (vgl. (3.9)

o

—(8) =< log x fiir 6=0,.

i

Bezeichnet nun " die Summation iiber alle Nullstellen

und

o* = B*+iy* # B,—iy von f(s) mit 0=p*<Il,
so ergibt sich wegen (3. 20)
(3.21) SI=1S1- 2" 0.~
p*o-cf—'za
11
31[
mit

—iy

[log x— l:; ctg % (oc— :’y)] ‘do+0 (c3 x(log x)r[e=m"/3¢ 4 x=2%])

= LA
n*'—(oc—i
sin”— (c—iy)

L e ; - ’9.
St S, By )T (vel. (3.8))
pa_=n1—25 Sin?Q*

®,(0%): = ; : f—xs—ds.

2ni . o TS
(6o) (§—0")sin =

Fir o*€B,, p* < 1—20 ist offenbar nach Hilfssatz 1 (2. 2) und (3. 20)

X x

0, = x* [E 10, o)t = chax?” [E#-141-302 G < cyxt- 32,
0 0
also nach Hilfssatz 3
(3.22) > | ®(0*)| = cyrQxt -2,
0" CB
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SchlieBlich ist |S,| bei passendem v nach Hilfssatz 2 abzuschitzen: Nach Hilfs
satz 3, (3.2) und 1 -0 = BB, gibt es

N:=[ceqr2] = 1
komplexe Zahlen z,, ..., zy mit |z;|=1 und

[
Z:," -

=1

|85 = | 2]

Daher kénnen wir uns v£[N, 2N] so gewihlt denken, dal3

|Sv] = 5%
also nach (3. 8)

(3.23) |S)| = cfox?
wird. Zusammenfassend folgt aus (3. 19) bis (3. 23)

XMl ygréalh 0
und damit (1. 2).
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