Uber den Vergleich von Mittelwerten

Von Z. DAROCZY und L. LOSONCZI (Debrecen)

1. Einleitung

Es sei I ein offenes Intervall und
I =% = v BNGEL, 135, i)

Es bezeichne R die Menge der recllen Zahlen und R, die Menge der positiven
reellen Zahlen. Wir fiihren die folgenden Funktionenklassen ein:

Q1) = {¢|@:I—~R, ¢ stetig und streng monoton},
O(l) = {fIf:I R, . f stetig).

Die GroBe
3o
(.1 M, [x], = ' | — (xeI"; n=23,..)
2{[(‘.)

wird der mit Gewichtsfunktion gebildete Mittelwert von x genannt, wobei ¢ € Q(7),
fe0Q(1) sind. Dabei ist ¢! die inverse Funktion von ¢.

Im Falle f(t)=c (11, ¢=0 ein konstanter Wert) geht (1. 1) in die bekannte
GrolBe
(1.2) M,[x] = ¢! :} ‘Zl'(p(x;)] (xel*; n=2,3,..)
iber. Die ausfiihrliche Theorie der symmetrischen quasilinearen Mittelwerte (1. 2)
wird in [6] aufgebaut. Beziiglich der Mittelwerte vom Typ (1. 1) kann man einige
allgemeine Ergebnisse in den Arbeiten [1], [2]. [5] und [7] finden.

In [5] wurde das Problem der Vergleichbarkeit der Mittelwerte (1. 1) aufgestellt.
Es seien @, Yy € Q(1), f, g€ Q(/), und wir betrachten die Ungleichung

(1.3) M, [x], = M, [x],

fir alle x€/I" (n=2, 3,...). Das Problem ist das folgende: Wir suchen notwendige
und hinreichende Bedingungen fiir die Funktionen ¢, . f und g, damit die Un-
gleichung (1. 3) fiir alle x€ /" (n=2, 3, ...) erfiillt wird. In der Arbeit [5] wurde dieses
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Problem im Spezialfalle f=g bzw. ¢ =1 vollstindig gelost. Beziiglich des all-
gemeinen Problems wurde in [7] der folgende Satz bewiesen:

Satz 1. Es seien @, € Q(I), f, g€ Q(I) und es sei ¢ eine wachsende Funktion.
Fiir beliebiges xcI" (n=2,3, ...) gilt die Ungleichung (1. 3) dann und nur dann, falls

l n
(1.4) - ‘=21 i = O, [¥lu

fiir alle y=(y,,...,y)EK" (n=2,3,..) erfiillt ist, wobei K=q@(I)= {o(t)|tcl}
und

1.9 10 =vlo~ 0L HO =500 ek

sind.
In unseren Untersuchungen wird dieser Satz eine grundlegende Rolle spielen.
Unter den Mittelwerten (1. 1) haben bekanntlich die homogenen Mittel die
groBte Bedeutung. Es sei jetzt /=R, und

x=(tx;, ..., 1) ER%,
wobei 7€ R, ,x=(x,,..., X,) € R sind. Der Mittelwert M [x], (¢ € Q(R.), f€O(R.))
wird homogener Mittelwert genannt, falls die Gleichung
(1.6) M, [1x], = 1M, [x]; (x€ER%: n=2.3,..)
fiir alle r€ R, erfiillt ist. Die Arbeit [1] enthélt den folgenden

Satz 2. Es seien ¢ € Q(R.), f€Q(R.). Der Minelwert M,[x], ist dann und
nur dann homogen, wenn I, [X], eine der Gestalten

=
a

>t
(1.7) M,[x], = |== (a#0)
xJ
i=1
é‘xip log x;
(1.8) M,[x], = ;',an') M,[x], = exp =
2 xf

i=1
hat, wobei a und p beliebige Konstanten sind.

Der Mittelwert (1. 7) wurde im Falle a=1 (p beliebig) in [3] eingehend unter-
sucht (vgl. [4]). Beziiglich der homogenen Mittelwerte werden weitere Ergebnisse
in den Arbeiten [1], [5], [7] dargestellt.

In der vorliegenden Arbeit untersuchen wir zwei Probleme. Einerseits geben
wir eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir (1. 4), anderseits — auf Grund
unserer allgemeinen Ergebnissen — l6sen wir das Problem der Vergleichbarkeit von
homogenen Mittelwerten vollstindig.
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2. Aligemeine Untersuchungen

Es sei K ein offenes Intervall, y€ Q(K), He Q(K). Wir wollen notwendige und
hinreichende Bedingungen fiir die Funktionen 7 und H geben, damit die Ungleichung

1 n
2.1 2 NERNL K" n=23,.)
erfullt wird.

Satz 3. Es sei y € Q(K) eine wachsende Funktion und H< Q(K). Die Ungleichung
1) gilt dann und nur dann, falls die Ungleichung

—
]

(2.2 [A(X) 1] = (x—1)x' @)

H(f)

fiir alle x< K, 1< K— K, erfillt ist, wobei K, die Menge derjenigen Punkte t¢ K ist,
in denen y(t) nicht differenzierbar ist.

BewEs. (i) Erstens zeigen wir, dass (2. 2) notwendig ist. Wegen der Monotonie
von 7 und der Positivitit von H erhalten wir aus (2. 1)

n I n
(2.3) 2 H() [z(yi)—x 5 2 n]] =0
fir alle yeK" (n=2,3,...). Es seien jetzt x¢ K, 1€ K—K,, beliebig. Wegen der

~* in K fir n=n,. Setzen wir (bein=ny) on (2. 3)

nt—x
Relation lim s t lnegt

Aso N — —

n—x

o Semd o S Sl el st Selvr g
Dann erhalten wir fiir n=n,

(2.4 H (x) [x(x) = z(D)] + (n - l)H _— ] x(f)] =0.
Auf Grund der Gleichung

o e

n—x
L2 z[n ] (1) _
“rflj{]u(r—x)H[ _:] m-x_ = ({=x)H@)y (1),
i~

bekommen wir aus (2. 4) mit n -2 (n>n,)

HX)[7(x) =2 (0)] = (1= x)7"(1)H (1) = 0,
woraus (2. 2) folgt.
(i) Zweitens zeigen wir, daB (2. 2) hinreichend ist. Es sei y<£ K" beliebig und

wir setzen S ]— "_}i Es ist bekannt (S. z. B. [8]) dal} die Menge K, das Mal3 Null
i=1
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besitzt, folglich ist die Menge K — K,, dicht in K. Wihlen wir die Folge 7, €K~ K,
n—1
(m=1,2,..) so, daB lim¢, =1 erfiillt wird. Es sei weiter y} = nt,,— > y,. so gilt
sy i=1
n=1
hm yp = nt— 3 y; = ya.
me=oo i=1

Aus (2. 2) (wegen )y, K fir m=>=mg, t, ¢ K—K,, ergibt sich
H(y)lx(y) —2tw)] = i—t )’ 0)H@)  (=1,2,....0—1)

H(ym) ) = 2] = (vm — )2 (L) H()  (m=mg)

Addieren wir diese Ungleichungen, so wird

bzw.

f-: H(y) [ ()= 2t + H(yn) [2(vn) — 2(t)] = 0

woraus (2. 1) mit m — << folgt. Damit haben wir den Satz bewiesen.

Bemerkungen 1. Ist die Funktion ¢ im Satz 1. (oder y im Satz 3.) eine
abnehmende Funktion, dann wird sich die Ungleichung (1. 4) (oder (2. 2)) umkehren.

2. Auf Grund des Satzes 3. kdnnen wir das folgende Korollar aussagen: Es
seien @, yeQ(I), f. g€ Q(I) und wir setzen voraus, daff die Funktionen @,y auf I
differenzierbar sind (¢’ #0). Die Ungleichung (1.3) gilt fiir alle xcl" (n=2,
3, ...) dann und nur dann, falls die Ungleichung

FO)—a0 A0 - ¥l -wle) gt
o) [flo) Yy g
fiir beliebige u, vel erfiillt ist.
3. Im Falle H(t)=c¢ (1€ K; ¢=0 Konstant) folgt aus (2. 2)
(2.5) 1xX)—x(@) = (x=0)'(t) (x 1€K),

wenn wir voraussetzen, daB y auf K differenzierbar ist. Es ist bekannt, dal (2. 5)
eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir ist, daB eine im Intervall K
definierte und dort einmal differenzierbare Funktion ¢ konvex ist. ([6]). In diesem
Sinne ist die Ungleichung (2. 2) eine Verallgemeinerung der Konvexitdtsungleichung
(2. 5). Wir erkldren: Eine einmal differenzierbare Funktion ¢(r) auf K wird H-kon-
vex beziiglich der Funktion H(r)=0 genannt, wenn sie der Ungleichung (2. 2)
geniigt. Ist H(t) =c (¢=0. Konstant), dann ist eine H-konvexe Funktion eine ein-
mal differenzierbare konvexe Funktion im gewdhnlichen Sinne.
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3. Homogene Mittelwerte

Es seien (a, p) und (b, q) reelle Zahlenpaaren. Das Problem der Vergleich-
barkeit der homogenen Mittelwerte kann man folgendermaBen formulieren: Wir
suchen notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Konstanten a, p, b und
g, damit die Ungleichung

3.1 M,[x], = M,[x], EER: n=23.:.)

erfullt wird.

Erstens untersuchen wir den Fall ¢=0 und 5=0. Dann sind die Funktionen
@ aus dem Satz 1 und yz aus dem Satz 3 wachsend (sogar differenzierbar), so konnen
wir die Ungleichung (2. 2) (fiir alle 7, x€ K) als eine notwendige und hinreichende
Bedingung anwenden. In der folgenden Tabelle haben wir mit den Bezeichnungen
der Siitze 1. und 3. die moglichen Fille zusammengefaBt.

X | = b o() | v £(1) g(n) 2() | H@) | K=¢(R,)
N ' - L T amp - -

1  a=0 5=0 " £ " 1 e ‘e ‘ (0, =)
|
i) . [ 1 P |

2 | a=0 b=0 & I log r i® 1Y | —log ¢ 3 ‘ (0, =)

a
o A= 4 i ¢ ’ e S
3 d=0| b=0 ]Qg; [ fad e I e el]-'l\'?f 1 (_m‘m)
x = L =

. | . _
4 | a=0| b=0 log 1 log ¢ e i &4 | t | Pt 2l } (-ao.co}|

Auf Grund der Sdtze 1. und 3. — zur Giiltigkeit der Ungleichung (3. 1) — sind
die folgenden Ungleichungen (entsprechend den Fillen der Tabelle) notwendig un
hinreichend: ‘8

f—

rq:p xR b -
; [T] (€ =18) = Qo) (x, 1€(0, =))

2

=V
-3 Rk 0 3 ! Pty l__ 2 e
: [r_] [-a- log x— logr] = (x=1) e (x, 1£(0, =))
3‘ L,tﬂ—ﬂl(x—l)(ebx_eh) = (x—t)beb' (x, té(_oo, oc)) ]

4. e PEN(x—1) = (x—1)  (x,1€(—=, =)).

Setzen wir in den Ungleichungen 1. und 2. y= ': (¥€(0, ==)) bzw. inden Ungleiél‘i-

chungen 3.und 4. z = (x—1) (z2€(— =, =)), so erhalten wir mit den Bezeichnungch

(3.2) A=—, 1:—;" (@a=0), Q=¢q-p
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die folgenden zu 1—4. dquivalenten Ungleichungen:

L y»(*-D=A@y-1) (y=0; 4>0)

2. Ylogyz=zy—-1 (y=0)

3. B -1)=bz (z€(—=,=); b=>0)

4, Fz=: (z€(—-o=, =)).

Wir beweisen jetzt das folgende

Lemma. Es sei A=0. Die Ungleichung
3.3) yort-n=Apy-1
gilt fiir alle y =0 dann und nur dann, falls die folgende Bedingungen erfiillt sind:

() Ist 0=<A<1, soist x = 1—A,

(% %) Ist A=1, so ist a=0.

Beweis. Die folgenden Ungleichungen sind bekannt ([6]):
(3.4) yi—-1=A(-1) (y=0,0=<4<1)
3.3 yi—1=A(y-1) (y=0, 4=1).

Im Beweis werden diese Ungleichungen angewandt. (%) Es sei erstens 0 <A <1,
dann erhalten wir aus (3. 3)

1 A(y-1) :
logylog e | 1-4 (=1, y—==),

dh. die Bedingung o = 1 —A ist fiir (3. 3) notwendig. Wir zeigen jetzt, daB diese
Bedingung hinreichend ist. Auf Grund von (3. 4) ergibt sich

(1-A)(y—=1)=ypy'-4-1 (y=0,0<1—-4 < 1),

o

IV

woraus
(3.6) nApA-1N=A(y-1) (y=0)

folgt.
(i) Im Falle 0 <y <1 erhalten wir aus (3. 6)

yi-a 5 AG=1)

3.7 2o
und wegen o = 1—4
(3.8) Yy
Aus (3.7) und (3. 8) folgt
A(y—1
Y= —(A}_ i )

dariiber hinaus gilt (3. 3) fir O<y<1.
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(i) Ist y=1, so folgt aus (3. 6)

o A(y-1)
)1 A R 8 |
3.9 Sl
und wegen o = 1 —4
(3.10) P Eyea
Aus (3. 9) und (3. 10) ergibt sich
i AY=D)
} = }A_ 1 E]

dariiber hinaus gilt (3. 3) auch fiir y=>1. Fir y=1 ist (3. 3) trivial. Damit haben
wir den Fall (%) erledigt.
(#* %) Es sei jetzt A=1, dann folgt aus (3. 3)

1 A(y—1)
ey lo > -0

dh. die Bedingung o« =0 ist notwendig.
Um die Hinldnglichkeit zu beweisen, betrachten wir die Ungleichung (S. (3. 5))

o O<y<1, y-0)

v

(3. 11) yA—1l = A(y—1) (y=0,4=1).

(i) Fir 0=y <=1 bekommen wir aus (3. 11)

= ity =1)
(3.12) 1 = o
andererseits wegen =0
(3.13) y=1,
so folgt aus (3. 12), (3. 13)
g 2O =1)
i

Diese Ungleichung zeigt, daBl (3. 3) fiir 0=y <1 gilt.
(i) Im Falle y =1 schlieBen wir aus (3. 11)

A(y—1)
und wegen a =0
(3.15) y=1,

woraus sich (3. 3) auch fiir y>1 ergibt. Damit haben wir das Lemma bewiesen.

Satz 4. Es seien a=0, b=0. Dann ist zur Giiltigkeit der Ungleichung (3. 1) not-
wendig und hinreichend, daf die Bedingung

(3. 16) q—p = max {a—b, 0}
besteht.
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Beweis. Wir fithren den Beweis in vier Schritten (entsprechend den Fillen
der Tabelle).

1. Jetzt ist die Ungleichung (1.) die notwendige und hinreichende Bedingung
(S. die Bezeichnungen (3. 2)). Nach unserem Lemma haben wir die folgenden Mog-
lichkeiten:

(%) Ist O-:i-:l, so muf q;p = l—-q sein, dh. im Falle a—b6 = 0 gilt

b
g—p = a—b = max {a—b, 0}.

(% %) Ist L=1, dann muB “’—&p = 0 bestehen, dh. im Falle a—b = 0 gilt
g—p = 0 = max {@a—b, 0}.

2. Jetzt miissen wir die Ungleichung (2.) betrachten. Es ist leicht zu schen,
daB (2.) dann und nur dann gilt, falls x=1,dh. g—p = a(@a=0) bzw. g—p = a =
= max {a—0,0} = max {a—b, 0} erfiillt ist.

3. Wir sollen jetzt die Ungleichung (3.) untersuchen. Man sicht leicht, daB
(3.) dann und nur dann gilt, falls Q =0, dh. g—p = 0. Dies ist aber wegen a=0,
b=0 mit (3. 16) dquivalent.

4. Endlich gilt (4.) dann und nur dann, falls Q=0 dh. ¢—p = 0, woraus
(wegen a=bh=0) (3. 16) folgt. Damit haben wir den Satz 4. vollstindig bewiesen.

Auf Grund des Satzes 4. konnen wir das folgende Hauptergebnis beweisen.

Satz 5. Es seien (a,p), (b, q) beliebige reelle Zahlenpaaren. Fiir beliebiges
XER. (n=2,3,...) gilt die Ungleichung

(3. 1) M,[x], = M,[x],
dann und nur dann, falls
(1°) im Falle sga=sgb die Bedingung q—p = max {a—b, 0}
und
(2°) im Falle sga#sgb die Bedingung q—p = max {a, —b}
erfiillt ist.

Beweis. Wir fithren die folgende Bezeichnung ein:

(a,p) < (b, q)

gilt dann und nur dann, wenn (3. 1) besteht. Nach dem Satz 4 fiir a=0, =0 gilt
(a.p)<(b, q) dann und nur dann falls ¢g—p = max {@a—b, 0} ist. Im folgenden
werden wir die Identitat

(3.17) M,x],= M_,[xl.., (X€R%, n=23,..)

anwenden.
(I) Ist a=0, <0, dann gilt auf Grund von (3. 17) und des Satzes 4

(a,p)< (b,q) = (a,p) < (=b,b+q)=>b+qg—p =

= max {a+b, 0} < g—p = max {a, —b},
dh. es besteht (2°).
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(IT) Ist a<0, =0, dann erhalten wir
(a,p)< (b,q)e(—a,a+p)<(b,qg) = q—p—a =

= max {—a—b, 0} < g—p = max {a, — b},
dh. es gilt (2°).

III. Endlich sei a<0, h<0. In diesem Falle ergibt sich
(@ap<(b,q)e(—aa+p)<(-bbtq)ebtq—a—p=

= max {—a+b, 0} & g—p = max {a—b, 0},
dh. es gilt (1°).
Damit 1st der Satz 5 bewiesen.
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