Das verallgemeinerte freie Produkt
in primitiven Klassen universeller Algebren I

Herrn Professor Dr. Otto-Heinrich Keller anlisslich seines 65. Geburtstages

Von RENATE LANCKAU (Halle)

Einleitung

In der Arbeit ,,Das verallgemeinerte freie Produkt in primitiven Klassen uni-
verseller Algebren I” (erschienen in dieser Zeitschrift Band 16 (1969)) wurde das
verallgemeinerte freie Produkt belicbiger Amalgame in beliebigen primitiven Klassen
universeller Algebren definiert, und einige Existenzuntersuchungen wurden vorge-
nommen. Wie bereits in dieser Arbeit angedeutet wurde, sollen in diesem Teil II
Existenzuntersuchungen fiir das verallgemeinerte freie Produkt spezieller Amalgame
in speziellen primitiven Klassen vorgenommen werden. Zundchst werden Amalgame
mit nur einer amalgamierten Unteralgebra untersucht, und dann werden solche
speziellen primitiven Klassen betrachtet, in denen auf Grund der vorangegangenen
Untersuchungen allgemeine Aussagen iiber die Existenz des verallgemeinerten
freien Produktes moglich sind. Insbesondere kann gezeigt werden, daBB die primi-
tive Klasse der n-Quasigruppen und die primitive Klasse der Multioperatorloops
zu jedem beliebigen Amalgam auch dessen verallgemeinertes freies Produkt besitzen
und dal} die primitive Klasse der Multioperatorgruppen die Amalgamationseigen-
schaft hat.

Hinsichtlich der hier verwendeten Begriffe und ihrer Bezeichnungen sowie der
angegebenen Literaturstellen wird auf die Arbeit ,,Das verallgemeinerte freie Produkt
in primitiven Klassen universeller Algebren 1" verwiesen, die im Folgenden kurz
als Teil T bezeichnet werden soll.

IV. Existenzuntersuchungen
des verallgemeinerten freien Produktes spezieller Amalgame
in primitiven Klassen und beliebiger Amalgame in speziellen primitiven Klassen

§ 5. Amalgame mit nur einer amalgamierten Unteralgebra

R =(Q, J) bezeichne eine primitive Klasse von Q-Algebren. Wir wollen jetzt
nur Amalgame mit einer amalgamierten Unteralgebra betrachten, also Amalgame
der Form

W {d}icr, {Ubicrs {0}, (i,j)eIXI.
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Sind in U die U, simtlich die minimalen Unteralgebren in den entsprechenden A,,
so liefert die in Teil I § 2 gegebene Definition des verallgemeinerten freien Produktes
von 2 in der primitiven Klasse & offenbar die von ConN in [4]') angegebene Defi-
nition des freien Produktes der K-Algebren A; in der primitiven Klasse K. (Ebenso
ergibt sich die von Sikorsk1 in [17] gegebene Definition.) Es handelt sich somit
bei der in Teil I § 2 ausgesprochenen Definition tatsdchlich um eine Verallgemei-
nerung des freien Produktes von Algebren einer primitiven Klasse .

Betrachten wir insbesondere in einer primitiven Klasse 8, =(Q, J) mit 0 ein
Amalgam 2, in dem die U, simtlich minimale Unteralgebren, d.h. in diesem Falle
die aus der 0 bestehenden Unteralgebren in den entsprechenden A; sein mogen.
so folgt aus Satz 3. 5 (Teil 1), daB zu 2 in K, stets das verallgemeinerte freie Produkt
existiert. D.h., man erhdlt die in [4], [17] und in [1] bewiesene Aussage. daBl das
freie Produkt der {4,};c; in K, existiert, auch aus der in Teil I angegebenen Theorie.
Ubrigens findet man iiber die ,,Konstruktion™ des verallgemeinerten freien Pro-
duktes mit Hilfe der exakten R-Hiille auch den Zusammenhang zu der von BARA-
Nowi¢ in [1] gegebenen Definition des ,,R-freien Produktes™ von Algebren einer
primitiven Klasse R.

Auch fiir Amalgame mit nur einer amalgamierten Unteralgebra in beliebigen
primitiven Klassen wird man kaum allgemeine Aussagen iiber die Existenz des
verallgemeinerten freien Produktes erwarten konnen. Es soll hier fiir diese speziellen
Amalgame noch eine hinreichende (aber nicht notwendige) Bedingung angegeben
werden, die fiir solche Amalgame eine etwas allgemeinere Aussage als die von
Satz 3.5 (Teil 1) darstellt.

Satz 4. 1. K sei eine primitive Klasse von §-Algebren,
WAAi}icr» {Ulicrs {ou)s (i,J)eIXI

sei ein Amalgam von K. Existiert zu jedem ic I eine Projektion &; von A; auf U;, so
existiert in K das verallgemeinerte freie Produkt von .

BeEwels: Der Beweis verlduft analog zu dem von Satz 3. 5 (Teil I), er soll nur
skizziert werden. Man denke sich wieder die R-Algebra P gebildet, und es wird
gezeigt, daBl die Homomorphismen #; von A; in P siémtlich Monomorphismen sind.
k sei wieder ein beliebiger aber festgehaltener Index von /. Die Homomorphismen
Yy von A; (i€l) in A, definieren wir analog:

def
Wi = Qi

(insbesondere ist Yy, =1,). Die Abbildung ¢’ des Erzeugendensystems von P
in A, erkldren wir durch

(Eiﬂi)(Pmd'—cr'f-’f‘,’ik fir e€cE; (i€l).

@' 14Bt sich dann zu einem Homomorphismus von P in A4, fortsetzen, denn man
kann zeigen, daB die definierenden Relationen von P bei @™ in giiltige Relationen

1) D_a_s_ entsprechende Literaturverzeichnis befindet sich in Teil 1.
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in A, ilbergehen. Dazu betrachten wir nur die identifizierenden Relationen von
P — fiir die Relationen aus |J R; gelten die gleichen Schliisse wie im Beweis zu

i=I
Satz 3.5 —
Ui = Ujp N

mit u;, € U; und w;, € U;. Dann ist

v~

00—

Uy ;@ Wy = g,

und
Ujy qj(p{m = Ujy 'ijk = Uy
also gilt
u o™ = Ui P,
Nun schlieBt man ebenso wie frither, daB dann die ; Monomorphismen von A;
(iel) in P sind, fiir die
(il U) (U)~" = @y

gilt. DaB in P auch die Durchschnittsbeziechung
A\ Ajmy = Uy = Uy,

erfullt ist, folgt analog wie im Beweis zu Satz 3. 5. P bettet somit das Amalgam
2 ein, alsoexistiert zu [ das verallgemeinerte freie Produkt in 8. DaBB diese Bedin-
gung nicht notwendig ist, ist durch ein Beispiel — etwa aus der primitiven Klasse
der Gruppen — leicht zu belegen.

Fir die primitiven Klassen mit Amalgamationseigenschaft wollen wir fiir
Amalgame mit nur einer amalgamierten Unteralgebra noch eine einfache Folgerung
aus Satz 3.9 (Teil I) angeben, die fiir sich betrachtet interessant sein diirfte und
daher hier ausdriicklich formuliert wird.

Folgerung 4. 2. aus Satz 3. 9: Besitzt die primitive Klasse 8 die Amalgamations-
eigenschaft und ist sie durchschnittstreu in der primitiven Klasse K enthalten, so
existiert in 8" das verallgemeinerte frei Produkt des K\'-Amalgams

W{Adticr, {Udicrs {oi}s (@, )HeIXI,

in dem die A;, i€ I, sogar K-Algebren sind, dann und nur dann, wenn U ein K-Amalgam
ist.

DaB diese Bedingung notwendig ist, besagt Satz 3.9 (Teil 1). Ist andererseits
U ein K-Amalgam, so existiert auf Grund der Amalgamationseigenschaft von &
das verallgemeinerte freie Produkt P von 2 in &, und nach Folgerung 3. 1 (Teil 1)
ergibt sich die Richtigkeit obiger Aussage.

Ist & die primitive Klasse der Gruppen und K’ die primitive Klasse der Halb-
gruppen, so sind die in der Folgerung angegebenen Voraussetzungen erfiillt, und
man erhilt die Aussage von Howie in [8]. Beachtet man weiter, daBl die primitive
Klasse der Booleschen Algebren die Amalgamationseigenschaft besitzt, (man ver-
gleiche dazu [6]), so hat man folgende Aussage: In der primitiven Klasse K’ der
distributiven Verbdnde mit 0 und 1 existiert zu dem Amalgam K dieser primitiven

Klasse
Wi{Blicr, Viicrr {oi)s (i,j)eIXl,
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wobei die B, (i< I') sogar Boolesche Algebren sind, das verallgemeinerte freie Produkt
dann und nur dann, wenn alle V; in den B; Boolesche Unteralgebren sind.

Um diese Aussage zu illustrieren, betrachten wir folgendes Beispiel: B, und
B, seien die Booleschen Algebren:

B, s | und B,: 1
a
a 0'2 5 GJ

0 0
Beide besitzen den Unterverband V, =V,:
o 1
e
50

Dieser Unterverband ist distributiv, aber nicht boolesch. Daher existiert nach
obiger Folgerung zu dem Amalgam 21 von &’

WA:A{B,, By}, {(Vi,Va)s {lv,s Ivn}

in K" das verallgemeinerte freie Produkt nicht. Wohl gibt es einen Verband V,
der B, und B, monomorph enthdlt und in dem B, (B, =V, =V, gilt, nimlich

v 1
a; 19, a,
0

aber dieser Verband ist nicht distributiv.

Wir wollen nun Amalgame in verschiedenen speziellen primitiven Klassen
betrachten, und es soll untersucht werden, ob die entsprechenden verallgemeinerten
freien Produkte dort existieren.
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§ 6. Die primitive Klasse & =(Q2,0); die primitive Klasse der n-Quasigruppen

In K =(Q, 0) bezeichne Q eine beliebige nichtleere Menge von Operatoren
(endlicher Linge). In dieser primitiven Klasse existiert zu jedem Amalgam 9 stets
das verallgemeinerte freie Produkt P, denn es existiert zu der in Teil I § 3 konstruierten
Q-partiellen Algebra B, stets die exakte R-Hiille B, und es ist B= P (Satz 2. 4 Teil I).
Die exakte K-Hiille (By)g = Bkann folgendermaBen gebildet werden: B, ist beziiglich
der O-dren Operatoren aus 2 abgeschlossen. Man bilde eine aufsteigende Kette
von Q-particllen Algebren

B(]:HU

I

H,

1N

HyC o SH,E
wobei
U

H,’+| = H:JI hl hz e h,,v)

WENEN, hy,h2,s..., h,EHy,
hyha...h,0fH;

-

fiir i=0,1,2,... sei. Dann ist H= |J H; eine Q-Algebra, also eine R-Algebra,
i=0
die H,= B, enthilt und, wie man unmittelbar einsiecht, deren exakte K-Hiille ist.

Diese Klasse ist insbesondere eine primitive Klasse mit Amalgamationseigen-
schaft.

Als spezieller Fall sei die primitive Klasse der Gruppoide erwiahnt: in diesem
Falle besteht @ nur aus einem bindren Operator. Aus obigem folgt dann die be-
kannte Aussage'): Zu einem Amalgam von Gruppoiden existiert stets ein Gruppoid,
das das veraligemeinerte freie Produkt dieses Amalgams ist.

Analog zu dem Begriff der n-Gruppen (polyadische Gruppen) kann man die
n-Quasigruppen definieren. Es soll jetzt die primitive Klasse dieser n-Quasigruppen
betrachtet werden. Diese primitive Klasse R =(£2, J) wird beschrieben durch einen
Operatorenbereich €, der aus (n+ 1) n-dren Operatoren

Q=09 = {wo,n,,...0}
besteht, und durch die Menge der identischen Relationen
R L TR P - S R DRORG X% LN X
X5 sos X 1 U0y i B0 By g 50a' X005 W XS 8 S S

In Zukunft wollen wir fiir x,...x;_,px;;...x,®, einfach x,...y...x,®; schreiben,
wobei y dann immer an der i-ten Stelle zu stehen hat. n=2 liefert die primitive
Klasse der Quasigruppen?').

Analog zu dem Begriff der partiellen Quasigruppe soll jetzt angegeben werden,
was unter einer partiellen n-Quasigruppe zu verstehen ist:

Eine partielle n-Quasigruppe ist eine Q-partielle Algebra Q, fiir die Q aus
(n+1) n-dren Operatoren besteht

Q= {w, w0, w,,..,0}
und in der gilt:

'y Man vergleiche dazu: Bruck, R. H., A survey of binary systems, Berlin, 1958.
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1) Ist das w-Produkt b,b,...b,® in Q definiert, so mogen in Q auch die Bezie-
hungen
bl i (ble . b"w) e b,.(ui = b"

fiir alle i=1, 2, .... n erkldrt und erfillt sein.
2); Ist das @;-Produkt b,...b...b,m; (i=1,2, ...n) in Q definiert, so mogen
in Q auch die folgenden Gleichungen erklédrt und erfiillt sein:

by ... bj1(by e b...b,0)b;yy...00=0D (i=12, ....n),
by ...bjoy(by .. b...by@)byyy .. bbby ... by = by,
falls 1=i<k=n ist, und
B i Bp g O o4 s B By i 0 s DD 4 o Bty = D,
falls 1=k<i=n ist.

(Ist n=2, so erhilt man eine partielle Quasigruppe.) Nach diesen Vorbereitungen
soll nun gezeigt werden, daB es zu jeder partiellen n-Quasigruppe in der primitiven
Klasse & der n-Quasigruppen eine exakte R-Hiille gibt. Damit und mit Satz 2. 4
(Teil I) werden wir dann beweisen konnen, daB zu jedem Amalgam von n-Quasi-
gruppen das verallgemeinerte freie Produkt existiert.

Hilfssatz 4. 3. Zu jeder partieflen n-Quasigruppe B, gibt es in der primitiven
Klasse K der n-Quasigruppen eine exakte W\-Hiille.

Bewels. Nach bekannter Methode werden wir eine n-Quasigruppe B konstruie-
ren, die B, enthalten wird, und von der wir dann zeigen werden, daB sie die exakte
K-Hiille zu B, ist.

B, werde als {w}-partielle Algebra aufgefaBBt. Dann gibt es in der primitiven
Klasse R“ = (w, 0) nach den unmittelbar vorangegangenen Uberlegungen zu B,
die exakte SX“-Hiille, BY =(By)a~. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit wollen
wir annehmen, daB B{ die {w}-partielle Algebra B, enthilt (nicht nur als isomorphes
Bild enthilt). Auf dieser {w}-Algebra B{ sollen jetzt die n-dren Operationen ,. @,.
..., m, so erklirt werden, daB BY dadurch eine partielle #-Quasigruppe wird: Die
{®,.®,, ..., w,}-partielle Struktur von B, wird fir B iibernommen (d.h.. in B}
werden fiir alle die Tupel aus B, die Operationen w,, ,, ..., ®, so erklirt, wie
sie bereits in B, definiert waren; die Relationen 1) und 2); sind erfiillt, denn B,
ist nach Voraussetzung eine partielle n-Quasigruppe.). Die Operationen ©,.®,,
..., w, definieren wir ferner in BY fiir alle Tupel der Form

byy.oisbioyy(by ... by), by ... b,
mit 1=i=n und b,,b,.....b,€BY wie folgt
(6) By s B B i B B ko Dol s F=Nid i

Diese Definition sichert offenbar die Giiltigkeit der Relationen 1). Aber auch die
Gleichungen 2); sind, falls sie tiberhaupt erklirt sind, erfiillt. Sei namlich b, ...b,m = b,
so ist in BY nach (6) b,---b;_ bb;, ,...b,w; definiert, und es gilt

bl"'bll-‘(bl"'b“’bﬂ'wl‘)bl‘" l"'bﬂw=bl“'bl'— Ibfbi+ 1...b"w =b,
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und fiir 1=i<k=n ist
bl. wew b;—l(bl ee b wee bnw")b'_i_l LR bk-lbbk‘i'l ...bnwl— =
— bl e bi—lbibf+l - b[‘_‘bb*+l e bnmk = bk'

Die entsprechende Beziehung gilt fiir 1 =k <i=n. Die {®}-Algebra BY ist also mit
der durch (6) angegebenen {w,, ...w,}-partiellen Struktur eine partielle n-Quasi-
gruppe, die mit B, bezeichnet werden soll. Dabei ist B, < B, .

Nun fasse man B, als {w, }-partielle Algebra auf. In der primitiven Klasse K=
=(w;, 0) gibt es dann zu B, die exakte K“'-Hiille BY'. Die Operationen o, @,,
..., @, konnen, wie gleich gezeigt werden wird, so auf B%' erklart werden, daB
B%' eine partielle n-Quasigruppe B, wird. Dann fasse man B, als {w, }-partielle Algebra
auf, betrachte die primitive Klasse 8“2 = (w,, 0) und fahre so wie oben angegeben
fort.

Es soll noch gezeigt werden, wie die {®,}-Algebra B{, (i fest, 1 =i=n) zu einer
partiellen n-Quasigruppe durch geeignete Definition der w, w,, k=1.2,....n,
k =i, erkldart werden kann. Die {w, @, k=1, 2, ..., n, k #i}-partielle Struktur von
B; wird fiir B, libernommen; @ werde fiir alle Tupel der Form

byy s bioys(by b by@), byyys ooy by
mit b, b,, ..., b;, ..., b,€ BP, definiert:
by ...by_y(by...0...5,0)b. ... b,0%b.

Die w; mit 1 =i<k =n sollen fiir alle Tupel der Form b,, ...b;_,. (b,...b...b,»)).
Orags ees Dpaygs 0,044, ..., b, definiert werden:

By i B f 3 B i BB g oo Do« D v i == By

Entsprechend wird @, mit 1=k <i=n fiir entsprechende Tupel definiert. Mit
dieser {w, oy, k=1,2,...,n, k=i}-partiellen Struktur ist die {w;}-Algebra B,
offenbar eine particlle n-Quasigruppe: B;. .

Fiihrt man diese Uberlegungen zyklisch mit o, @, , ..., », fort, so erhilt man
eine aufsteigende Folge partieller n-Quasigruppen

B, < B, & B, S ...

derart, daBl Bf,,,;+, dic exakte K“-Hiille der partiellen n-Quasigruppe B,.,;
ist und B, y;+i+, die exakte K“-Hiille der partiellen n-Quasigruppe B, )+
ist, mit i=1,2,...,n und j=0, 1, 2, ... . Bildet man

B= 1) B
v=0

so ist B eine n-Quasigruppe, die von B, erzeugt wird.

Kann man nun noch zeigen. daBl jeder Homomorphismus ¢ von B, in eine
n-Quasigruppe Q zu einem Homomorphismus von B in Q fortgesetzt werden kann,
so ist B die exakte K-Hiille von B, in der primitiven Klasse der n-Quasigruppen.
Zunichst kann der Homomorphismus ¢ von B, in Q zu einem (v —) Homomorphis-
mus ¢, von BY in Q fortgesetzt werden (auf Grund der Hiilleneigenschaft von
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B?). ¢, wird dann weiter auf natlirliche Weise auf die w;-Produkte, die partiell
in BY erkldrt sind, Gbertragen. Die Relationen, die in der partiellen n-Quasigruppe
B, gelten, werden dabei von ¢, in giiltige Relationen in Q iibertragen. Also kann
¢ zu einem Homomorphismus ¢, von B, in QO fortgesezt werden und zwar so, dal}
¢! B, = ¢ ist. Auf diese Weise kann man Homomorphismen ¢; von B, in Q angeben,
fir die
@By = @iy

(i=2.3,...) ist. Daher 1d8t sich ¢ auch zu einem Homomorphismus von B in Q
fortsetzen.

Benutzt man nun die Definition des verallgemeinerten freien Produktes mit
Hilfe der exakten K-Hiille (man vergleiche Teil I § 3), so kann man zeigen:

Satz 4. 4. In der primitiven Klasse der n-Quasigruppen existiert zu jedem Amalgam
dieser primitiven Klasse

W:A{Ad}icrs {Uy)s {ou)s (i, jyelxI
das verallgemeinerte freie Produkt.

Beweis. Es muB nur nachgepriift werden, ob die in Teil I § 3 gebildete Q-partielle
Algebra B, im vorliegenden Falle, in dem der Operatorenbereich Q= {w, w,, ®,.
., @,} ist, eine partielle n-Quasigruppe darstellt. In B, waren die Operationen
@, @y, ..., », nur fir solche Tupel von Klassen von B, erkldrt worden. die alle
mindestens ein Element b, aus ein und demselben A, enthalien; dabei waren die
- bzw. @,-, ..., ®,-Produkte dieser Tupel die Klassen, in denen jeweils die Ele-
mente b,b,...b,w bzw. bb,...bw,, ..., b;b,...b,0, (alle aus A4;) liegen. Da die
A; nach Voraussetzung n-Quasigruppen sind, sind also die Beziehungen 1) und
2); fiir alle die Tupel von B, erfiillt, fiir die die Operationen o, ®,, ®,, ..., ®, in
B, definiert sind. B, ist somit eine partielle n-Quasigruppe, zu der es nach Hilfssatz
4. 3 stets eine exakte Hiille in dieser primitiven Klasse der n-Quasigruppen gibt.
Aus Satz 2. 4 (Teil 1) folgt damit die Behauptung.
Es soll noch bemerkt werden, daB die primitive Klasse der #-Quasigruppen
also insbesondere die Amalgamationseigenschaft besitzt. Satz 4. 4 liefert fiir n=2
die bekannte Aussage fiir die primitive Klasse der Quasigruppen.

§ 7. Die primitive Klasse der Multioperatorloops

Die Loops bilden eine primitive Klasse mit 0, sie werde mit K& =(Q’, J’) be-
zeichnet. (Hinsichtlich Q" und J’ vergleiche man [7]). BATES zeigte in [2], daB zu
jedem Amalgam K von Loops in dieser primitiven Klasse S’ das verallgemeinerte
freie Produkt existiert. Insbesondere besitzt also & auch die Amalgamationseigen-
schaft.

Wir wollen nun die primitive Klasse der Multioperatorloops betrachten. Ein
Loop L heiBt ein Loop mit Multioperatorenbercich, kurz ein Multioperatorloop,
wenn in L aufler den Operationen von " noch weitere n-dre (n=1) Operationen
— wir wollen diesen Operatorenbereich Q nennen — erkldrt sind und auBer den
identischen Relationen J” noch die Relationen

00..00=0 fur alle wecQ
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erfiillt sind. Die Multioperatorloops bilden somit eine primitive Klasse & mit 0:
KR=(Q"UQ,J"J{00...00=0/we Q}): dabei gilt offenbar K"2K. Die Opera-
torenbereiche Q' JQ und Q" sowie die Mengen von identischen Relationen
J’1J{00...00 =0/w< Q} und J’ erfiillen die im Satz 3. 2 (Teil I) angegebenen Vor-
aussetzungen. Diesen Satz 3. 2. die Behauptung 3. 1 (Teil I) und die oben genannte
Aussage von BATES anwendend, erhilt man die folgende Aussage:

Satz 4.5. In der primitiven Klasse der Multioperatorloops existiert zu jedem
Amalgam dieser primitiven Klasse das verallgemeinerte freie Produkt.

R\ besitzt also insbesondere auch die Amalgamationseigenschaft.

§ 8. Die primitive Klasse der Multioperatorgruppen

K'=(Q’, J’) bezeichne jetzt die primitive Klasse der Gruppen.?) H. NEUMANN
und B. H. NEUMANN zeigten, (man vergleiche dazu [15], [16] und [14]), daB in dieser
primitiven Klasse mit 0 nicht zu jedem Amalgam von Gruppen das verallgemeinerte
freie Produkt existiert, wohl aber — und das bewies bereits O. SCHREIER — besitzt
diese primitive Klasse die Amalgamationseigenschaft. Gewisse notwendige und
hinreichende Bedingungen fiir die Existenz des verallgemeinerten freien Produktes
von Gruppen wurden in den genannten Arbeiten angegeben; Satz 3. 5 (Teil 1) bzw.
die Folgerungen aus diesem Satz liefern weitere hinreichende Bedingungen.

Eine Menge G heilit cine Gruppe mit Multioperatorenbereich Q, kurz eine
Q-Gruppe, wenn auf G aufer den Operationen aus Q" noch weitere n-dre (n=1)
Operationen w € Q erklirt sind und auBer den identischen Relationen J* die Rela-

tionen
00..0w=0 fir alle weQ

erfillt sind. Die Klasse der Q-Gruppen ist eine primitive Klasse mit 0:8 =
= (Q'UQ,J"J{00...00 =0/w e Q}), sie ist in der primitiven Klasse der Gruppen
enthalten und stellt eine interessante primitive Klasse von universellen Algebren
dar, da die Gruppen, die Gruppen mit Operatoren, die Ringe, die linearen Algebren
spezielle Typen von Q-Gruppen sind. Diese primitive Klasse soll noch etwas aus-
fithrlicher betrachtet werden.

Zunichst stellen wir fest, daB die Operatorenbereiche Q') Q und Q' sowie
die entsprechenden Mengen von identischen Relationen J’U {00...0w =0/w ¢ Q}
und J* den im Satz 3.2 (Teil I) genannten Bedingungen geniigen, daher ergibt
sich aus diesem Satz, der Behauptung 3. 1 (Teil I) und aus Satz 2.3 (Teil I) die
folgende Aussage:

Satz 4. 6. Das verallgemeinerte freie Produkt eines Amalgams U von Q-Gruppen
existiert in der primitiven Klasse der Q-Gruppen dann und nur dann, wenn es eine
Gruppe gibt, die das Amalgam U (als Amalgam von Gruppen betrachiet) einbettet.

Daraus folgt dann unmittelbar: Die primitive Klasse der Multipoeratorgruppen
besitzt die Amalgamationseigenschaft.

_ 2) -Man vergleiche dazu: Kuros, A. G. ,,Vorlesungen (iber allgemeine Algebra™, Leipzig, 1964.
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Interessant wiren Untersuchungen in speziellen primitiven Klassen von Q-
Gruppen (z. B. in der Klasse der Ringe), d.h. Untersuchungen in einer Gesamtheit
von Q-Gruppen, in denen auBer den identischen Relationen J'J {00...0 =0/w ¢ Q}
noch weitere identische Relationen J* erfiillt sind (nach [7] J*Q-Gruppen). Allerdings
diirfte es schwierig sein, Existenzkriterien fiir das verallgemeinerte freie Produkt
solcher primitiver Klasse von J*Q-Gruppen anzugeben. Wir wollen abschlieBend
noch zwei primitive Klassen von Q-Gruppen betrachten, bei denen man die Exi-
stenzfrage nach dem verallgemeinerten freien Produkt dhnlich wie in Satz 4. 6 auf
die Existenzuntersuchungen des entsprechenden Gruppenamalgams zuriickfithren
kann.

Die primitive Klasse der QA-Gruppen:

Nach Kuro§ [12] wollen wir eine Q-Gruppe mit abelscher additiver Struktur
eine QA-Gruppe nennen. Die primitive Klasse R, dieser Multioperatorgruppen
ist gekennzeichnet durch den Operatorenbereich und die identischen Relationen,
wie sie fiir die primitive Klasse der Q-Gruppen angegeben wurden und durch die
weitere identische Relation x+y = y+x. In [12] wurde von KUROS angegeben,
wie zu jeder partiellen QA4-Gruppe (gemeint ist eine abelsche Gruppe mit partieller
Q-Struktur) die exakte R, -Hiille gebildet werden kann. Daher gilt der folgende
Satz:

Satz 4. 7. In der primitiven Klasse der QA-Gruppen existiert das verallgemeinerte
freie Produkt eines Amalgams N von K, genau dann. wenn es eine abelsche Gruppe
gibt, die das Amalgam U, als Amalgam abelscher Gruppen betrachtet, einbettet.

BEwEIs: Gibt es eine abelsche Gruppe, die 2 einbettet, so gibt es nach Satz
2.3 (Teil I) in der primitiven Klasse der abelschen Gruppen zu 2 auch das verall-
gemeinerte freie Produkt P. Beriicksichtigt man, daB P durch Ubertragen der
Q-Struktur der QA4-Gruppen von 2 zu einer partiellen QA-Gruppe wird, zu der
es dann eine exakte R ,-Hiille gibt, so folgt nach Satz 2. 3 (Teil 1) die Behauptung.
Die Umkehrung folgt sofort aus Behauptung 3. 1 (Teil I).

Beachtet man, daBl die primitive Klasse der abelschen Gruppen die Amal-
gamationseigenschaft besitzt, so gilt: Die primitive Klasse der QA-Gruppen besitzt
die Amalgamationseigenschaft.

Die primitive Klasse der Q-Gruppen mit annullierender Null:

SmirNow fiihrte in [18) den Begriff der ,,Q-Gruppe mit annullierender Null”
ein: Eine Q-Gruppe G heiit Q-Gruppe mit annullierender Null, — wir wollen
sie kurz Q°-Gruppe nennen —, wenn fiir jedes we Q,S Q(n=1) und jedes Tupel
X1y X3, -+05 Xy € G die Bezichungen Ox,...%,0 =X;0X3...X,0 = ... =X X3...X5- 100 =0
in G erfiillt sind. (0 sei dabei das Nullelement von G.) Die 2°-Gruppen bilden somit
eine primitive Klasse von Q-Gruppen. nennen wir sie R°. Besteht insbesondere
Q nur aus einer bindren Operation, so heil3t eine solche Q°-Gruppe G ein Quasiring.
Offenbar ist die primitive Klasse der distributiven Q-Gruppen in der primitiven
Klasse der Q°-Gruppen K° echt enthalten.

In [18] wird von Smirnow auch der Begriff der partiellen Q-Gruppe mit annul-
lierender Null wie folgt eingefiihrt: Eine partielle Q-Gruppe. in der fir alle € Q,<
SQ (n=1) und fir beliebige Tupel x,, x,,....x,€G die Elemente 0x,...x,m,
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Xx,0x;5...x,0, ... X;X,...X,_,0e definiert und gleich 0 sind, heiflt eine partielle Q-
Gruppe.

Analog zur Konstruktion der exakten Hiille einer partiellen Q-Gruppe laBt
sich eine Konstruktion der exakten R°-Hiille einer partiellen Q°-Gruppe angeben.

Hilfssatz 4. 8. Zu jeder partiellen Q°-Gruppe existiert in der primitiven Klasse
der Q°-Gruppen eine exakte Hiille.

BEWEIS: G, sei eine partielle Q°-Gruppe. Wir bilden eine aufsteigende Folge
von partiellen Q--Gruppen
G, &6,56,¢<...,
wobei

Gy = GI'T' Z_:gp(glgz s @)
gk_’i'o' ngG".. k:l.. 21 ....,H,

£,8; - L0 Gy

ist (+ und X* bezeichne die freic Summenbildung in der primitiven Klasse der
Gruppen: gp(g,g,...2,w) bezeichnet die durch das Element g,g,...g, erzeugte
freie Gruppe) und ferner fiir alle x,, x,.....,x,€G;;; und alle €Q, S Q gilt:
0x,...x,0 =x,0x3...X,0= ... =X, X3...X,,- 10w =0. (G;,, ist offenbar wieder eine
partielle Q°-Gruppe: x,x,...x,® ist genau dann definiert, wenn entweder x,.x,,
...v X, £ G; oder eines der x; gleich 0 ist.) Dann ist

G" = (Go)nn

LCs

i
die exakte K°-Hiille von G,.

Wir benutzen nun wieder die Konstruktion des verallgemeinerten freien Pro-
duktes iber die exakte R-Hiille und zeigen:

Satz 4. 9. In der primitiven Klasse K° der Q°-Gruppen existiert das verallgemei-
nerte freie Produkt eines Amalgams U von K° genau dann, wenn es eine Gruppe gibt,
die das Amalgam N, als Amalgam von Gruppen betrachtet, einbettet.

BEwEIs: Man betrachte wieder 2 als Amalgam von Gruppen. Nach Voraus-
setzung und Satz 2. 3 (Teil I) existiert dann dessen verallgemeinertes freies Produkt,
es sei die Gruppe P. Nun liBt sich die Q-Struktur der Q°-Gruppen von 2 auf P
ibertragen, und in dieser partiellen Q-Gruppe P werden dann noch fiir alle Tupel
X{s X34 ..., X, €P und alle weQ,=Q die Produkte Ox,...x,0, x,0x;...x,0, ...
XX3...X,- 10w definiert und zwar alle gleich 0 gesetzt. Auf diese Weise wird P cine
partielle Q°-Gruppe, zu der nach Hilfssatz 4. 8 die exakte K°-Hiille existiert. (P)ge
ist eine Q°-Gruppe, die das Amalgam 2 von Q°-Gruppen einbettet. Satz 2. 3 (Teil I)
liefert somit die Behauptung. Die Umkehrung des Satzes folgt wieder aus der Be-
merkung 3. 1 (Teil I).

Insbesondere folgt daraus: Die primitive Klasse der Q°-Gruppen besitzt die
Amalgamationseigenschaft.

{ Eingegangen am 12. Dezember 1969.)



