Uber die Eigenwerte von Matrizen

Von JAN AMBROSIEWICZ (Biatystok)

Die vorliegende Arbeit besteht aus zwei Teilen. Im ersten Teil fiihre ich eine
neue Definition fiir Matrizen ein und berechne ihre Determinante. Im folgenden
beweise ich, dass die Determinante in einigen Fillen die gleiche Rolle wie die Re-
sultante spielt. Im zweiten Teil beweise ich mit Hilfe der neuen Matrixdefinition
einige Sitze, die den Eigenwert der Matrix betreffen.

L

Wir betrachten die folgenderweise definierte Matrix.

Definition 1. Das Element r;; (i, j=1,2, ..., n) ist ein algebraisches Kom-
plement, das dem an der Stelle (7, j ) der Matrix f(4)g(B)—k; E stehenden Element
entspricht, wenn f(x) und g(y) beliebige Polynome, k;=f(x;)g(»;) sind, und x;, y;
(i=1, 2, ..., n) die Eigenwerte der entsprechenden kommutativen Matrizen 4 bzw.
B bedeuten.

Fiir diese Matrix fiithren wir das folgende Symbol ein:
(M R = f(A)g(B)—kiE.
Wir beweisen folgenden

Satz 1. Sind f(x), g(v) beliebige Polynome und A und B kommutative Matrizen
einfacher Struktur (s. [1] S. 69), so gilt

n
DetR = W. [] Py(Det T)"~*,
i=1

WO
W= (=12"""fx)e(r) —fxDEDIP o (Ko 1) (Vae 1) — S (x) 23],

Xi, vi (i=1,2, ..., n) Eigenwerte der entsprechenden Matrizen A und B sind; T be-
zeichnet eine Fundamentalmatrix der Matrix A (s. [1] S. 69) und P, die Hauptunter-
determinante, die durch das Streichen der i-ten Zeile und der i-ten Spalte in der Matrix
T~ entsteht.
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Bewels. Nach der Voraussetzung sind 4 und B solche Matrizen, fiir welche
eine regulidre Matrix existiert und TAT ' und TBT ! gleichzeitig Diagonalmatrizen
sind, also

(2) TAT1=diag (x;, X3, .20 Xs) Wnd TBT  =ding (V1s V15 ++=s Vo)
Wir erhalten sofort aus (2) fiir die beliebigen Polynome f(x) und g(»)
(3) Tf(A)T ~' = diag (f(x,). f(xy), -.-. f(x,)) = Dy,
Tg(B)T~' = diag(g(»,), g(»2), ---» &(¥w) = D,.
f(A)g(B)=T"'D,D,T.

Hieraus folgt

Es gilt ebenfalls
f(A)g(B)—kiE=T""'D,D,T—k;E,

oder

(4) f(A)g(B)—kiE =T~ (D,D,—k:E)T,

wo k; ein beliebiger Parameter ist. Aus (4) folgt, dass die Matrizen
(5) R = f(A)g(B)—k;E,

und

(6) T-'(D,D,—k;E)T

gleich sind.

Betrachten wir die Matrix (6). Jedes Element der i-ten Zeile der Matrix (5)
und demnach auch (6) besteht aus Minoren vom Grad (n—1). Aus dem Satz von
Binet—Cauchy (s. [1] S. 8) folgt eine Formel fiir jedes Element der i-ten Zeile der
Matrix (6).

iyiy ... iy 0y Oy ..
(7 T"[ ](D D,—k;E [
;u:;z?::_;p ST R Rt ) BiBs s

Die Minoren des Grades (n—1) der Matrix D, D, —k; E sind alle gleich Null, ausser
dem Minor, der aus dieser Matrix durch das Streichen der i-ten Zeile und der i-ten
Spalte entsteht. Diesen Minor bezeichnen wir mit L;. Demnach reduziert sich die
Summe (7) auf den Ausdruck P;L;T;;, wo T;; das algebraische Komplement der
Matrix T darstellt, das dem Element 7;; entspricht, und P; ist die Hauptunter-
determinante von 7', die durch das Streichen der i-ten Zeile und i-ten Spalte
entsteht. So erhalten wir fiir die Matrizen (5) und (6) die Form:

o BB .- Bp]
ﬁp]T jljZ“‘f.p >

(8) R =ffz)_é(3_).:j"_:£; = (PyLyT;)) ihj=12,..,n
Aus (8) bekommen wir jetzt
) DetR = JJ Py J[ Ly Det(T?),

i=1 i=]

wo TP die adjungierte Matrix bezeichnet.
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Wir konnen leicht einsehen, daf3 die Gleichheit

(10) W = 1] L; =
i=1
f(x,)g(y2)—f(x)g(yy) Sx)g(y)—f(x)g(y)
= Det : ... Det : =
S(x)g(a) —f(x1)g(yy) S X )8 (Vue1) =S (x)g(V2)

= (— 1)2(N_l)[f(xz)g(yz)—f(xl)g(}’t)lz cor [fnz )8 (Va=-1) —S(x) g ()]
gilt,
Da Det (T?)=(Det T)""!(s. [2] S. 362), erhalten wir aus (9) und (10)
(11 Det R = Det f(A)g(B)—k,E = [ Py-W-(Det Ty,
i=1

was zu beweisen war.
Jedes Element der Hauptunterdeterminante P, ist durch Det T dividiert. Wenn
wir mit K;; die Hauptunterdeterminante der Matrix (7?)" bezeichnen, erhalten wir

3

Pii — K;,»(Det T)-n(u— R

i=

e

(12)

-
-

Setzen wir (12) in (11) ein, so erhalten wir eine neue Formel:
(13) Det R = W- J] K;(Det T)~"= 17,
i=1
Folgerung 1. Ist A eine Matrix einfacher Struktur und f(x) ein beliebiges Polynom,
so gilt
Det (f(A)_klE) — ”/l rf K”(Dct T)—(n—l_\Z’
i=1
wo

(14) W, = (=12 " L) = fP - [ ) = f )]

Tatsachlich brauchen wir im Satz (1) nur anzunehmen, dass g(y)=1, B=E ist.

Um die kommutativen Matrizen A und B, die eine einfache Struktur besitzen,
in die Diagonalform umzuformen, kann eine solche Matrix F benutzt werden, mit
F-'AF=diag (x,, x,, ..., x,) und F~!BF=diag (y,, y,, ..., V,), wobei die Ordung
der Eigenwerte die gleiche bleibt, wie bei (2). Dann erhalten wir aus (9)

(15) DetR = Detf(A)g(B)—k.E =W 1] Nii(DetF)=®-Y = W.N(Det F)~"-1,
i=1
wo N = [?Nﬁ das Produkt der Hauptunterdeterminanten bezeichnet, die aus

i=1
der Matrix F durch das Streichen der i-ten Zeile und i-ten Spalte (i=1, 2, ..., n)
entstanden sind. Die weiteren Bezeichnungen sind die gleichen, wie im Satz (1).

S.
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Setzen wir in (15) g(»)=1 und B=E, so erhalten wir

(16) Det f(4)—k;E = W,(Det F)~"-1. ﬁN,-t-.
i=1

Nun ergibt sich die aus Formel (15)

Folgerung 2. Sind einige Eigenwerte der entsprechenden kommutativen Matrizen
A und B gleich, d.h. x;=x, und y,=y,, so ist

Det (f(A)g(B)—k,E) = 0.

Aus den Formeln (11) und (16) erhalten wir

(17) N.-W.(DetF)'=" = P-W(DetT)y"" ',

wo N und P die entspechenden Produkte der Hauptunterdeterminanten der Matrizen
F und T-' bezeichnen., Unter der Voraussetzung, dass W =0, erhalten wir

(18) N = [(Det F)-(Det T)]"~' - P.

Folgerung 3. Sind die Wurzeln des Polynoms f(x) = x"—x""!—... —a, paar-

weise verschieden, so ist Det (E“Q-I,-E) # 0 und die Determinante hingt nur von den
Wurzeln des Polynoms ab, wobei C die Begleitmatrix von f(x) ist.
Tatsichlich, wie bekannt (s. [3] S. 253), gilt

-1

A Ll )l et

Also, die 3. Folgerung folgt aus (17), wenn wir annehmen, dass f(x)=x, A=C.
Wenn wir in (15) annehmen, dass f(x)=x, g(»)=1, erhalten wir

(19) Det (A — k;E) = W-N-(Det F)' "

Bezeichnen wir mit f das charakteristische Polynom der Matrix 4, und mit /" die
Ableitung dieses Polynoms, so driickt sich die Resultante R( f, /") durch folgende
Formel aus

(20) R(f.f)=aW, a,=1.

Aus (19) und (20) erhalten wir

(21) Det(A— k;E) = NR(f,f’)(Det F)' =
1.

Wir beweisen jetzt einige Sitze, die die Struktur der Fundamentalmatrix be-
treffen.
Es sei 7-!= F gegeben, so nimmt (8) folgende Form an:

(22) R = f(A)g(B)—kiE = F(D,D,—k;E)F~' = (NyL;F5') i.j=12..,n.
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Satz 2. Sind A und B kommutative Matrizen einfacher Struktur und sind k
der entsprechenden Eigenwerte gleich, d.h. x;=x;, ; und y;=y;.; (j=1,2,...,k—1),
so hat die Matrix (22) mindestens k Zeilen, die aus lauter Nuf}en bestehen.

BEWEIS. Aus der Voraussetzung folgt:

f(x) = f(x;y)) und g(») = g(is)) (i=1,2; i, k=1).
Demnach

[ (x)g (1)) = f(Xi4 )8 (Vis )

S (X4 5= 1)_8(}'“1— 1) —f(xi+j)g(}'i+j)
S (X4 1)8(Visjs1) _f(xi+j)g(yi+j)

Sx)gw) —f(xis )E(is))

Li,ji+;= Det

was zu beweisen war.

Satz 3. Sind die kommutativen Matrizen A und B einfacher Struktur und hat
die Fundamentalmatrix F k Hauptunterdeterminanten N, iy, ..o Nijyisx, die
gleich Null sind, so hat die Marrix (22) mindestens k Zeilen, die aus lauter Nullen
bestehen.

Der Bewels dieses Satzes folgt daraus, dass in & Zeilen der Matrix (22) in jedem
Element der Faktor Null vorkommt.
Aus den Sitzen (2) und (3) und der Formel (22) folgt:

Folgerung 4. Ist A eine Matrix einfacher Struktur und hat 4 eine k-fache Wurzel,
so hat die Matrix 4—k;E mindestens k& Zeilen, die aus lauter Nullen bestehen.

Folgerung 5. Ist A eine Matrix einfacher Struktur, und hat die Fundamental-
matrix Fk Hauptunterdeterminanten Ny ;4y, ooy Nigg isx, die gleich Null sind,
so hat die Matrix 4—k;E mindestens k Zeilen, die aus lauter Nullen bestehen.

Weil die i-te Zeile der Matrix 4 —k; £ aus Unterdeterminanten der i-ten Zeile
der Matrix A4 —xE besteht, wenn wir in der letzten Matrix annchmen, dass x=ux;,
so erhalten wir aus den Folgerungen (1) und (2):

Folgerung 6. Ist A eine Matrix einfacher Struktur, und hat 4 einen k-fachen
Eigenwert x,, so existieren k Zeilen in der Matrix A —xE, all deren Unterdetermi-
nanten die gleiche gemeinsame Wurzel x, haben.

Folgerung 7. Ist A eine Matrix einfacher Struktur und hat die Fundamental-
matrix Fk Hauptunterdeterminanten N;. i41s .-y Nigg 45, die gleich Null sind,
so bestehen k& Zeilen in der Matrix 4 —xE, von denen jede Unterdeterminanten be-
sitzt und deren gemeinsame Wurzel einer der Eigenwerte der Matrix ist.

Unter dem Begriff der Unterdeterminante einer Zeile verstehen wir die algebrai-
schen Komplemente aller Elemente dieser Zeile,

Satz 4. Ist A eine Matrix einfacher Struktur, x;#Xx; fiir j#i, und besitzt die
Fundamentalmatrix F bei einer gewissen Permutation der Spalten k Hauptunter-
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determinanten, die gleich Null sind, so bestehen genau k Zeilen u,, %,, ..., o, der
Matrix A—xE, deren Unterdeterminanten als Wurzeln entsprechende Eigenwerte
Xy, s Xays ooy Xy, der Matrix A haben.

BEwEIS. Aus (22) haben wir
(23) R = A—x,-E = (N;;L;‘E;I) .f..j = l, 2, weny M.

Nach der Voraussetzung sind die L; (i=1, 2, ..., n) verschieden von Null. Jede
Zeile der Matrix (F~')? ist ebenfalls verschieden von Null, weil die Matrix F nach
der Voraussetzung regulir ist. Wenn also N, ,, =0 (i=1,2, ..., k), so hat die Matrix
(23) k Zeilen gleich Null. Dies bedeutet, mit Riicksicht auf die Bezeichnung der
Matrix R, dass die Matrix A —xE k Zeilen o, a5, ..., o, hat, deren Unterdetermi-
nanten fir x=x, (i=1, 2, ..., k) gleich Null sind. Die iibrigen Unterdeterminanten
der Zaile «; haben als gemeinsame Wurzel die Zahl x, .

Satz 5. Ist die Matrix A eine Matrix einfacher Struktur, und hat die Fundamental-
matrix F auf der Hauptdiagonale k (k=1, 2, ..., n) Nullen, die in den Zeilen o, , ,, ...
., o, lokalisiert sind, so bestehen in der Matrix A—xE k Spalten «,, a;, ..., o,
deren Unterdeterminanten als Wurzeln entsprechende Eigenwerte x, , X,,, .... X, der
Matrix A haben.

Beweis. Auf Grund der Voraussetzung ist F eine regulire Matrix n-ten Grades
und hat k£ Nullen auf der Hauptdiagonale. Wir betrachten den Fall, dass die Nullen
in den ersten & Zeilen liegen. Die Matrix F~' hat dann & Hauptunterdeterminanten
gleich Null, d.h. J;;=0 (j=1, 2, ..., k), die durch das Streichen der j-ten Zeile und
der j-ten Spalte entstehen. Das folgt aus der Definition dieser Matrix. Weiter bilden
wir eine zu R analoge Matrix.

Definition 2. Das Element r;; (i, j=1, 2, ..., n) ist ein algebraisches Komple-
ment, das dem an der Stelle (i, j) der Matrix f(A4)g(B)—k;E stehenden Element
entspricht, wenn k;=/(x)g(y) fiir j=1,2, ..., n; f(x), g(y) beliebige Polynome und
x; und y; fir die Kommutativen Matrizen A und B entsprechende Eigenwerte sind.
Diese Matrix bezeichnen wir durch R. Die Rolle der Zeilen der Matrix R” spielen
hier die Spalten. Es ist aber keine transponierte Matrix R. Wenn wir die gleiche
Uberlegung, wie fiir die Matrix R, weiterfilhren und den Satz von Binet—Cauchy
fiir die Determinante der Spalten der Matrix R anwenden, erhalten wir die Form

(24) R=(JJJD;J'F}}) j.j: ],2, ey M,

wo J;; durch das Streichen der j-ten Spalte und der j-ten Zeile in der Matrix (F~')7
entsteht. Dj; ist gleich L;;.

Die Matnx (F;;) ist eine zu F” adjungierte Matrix. Wie gezeigt wurde, folgt
aus der Tatsache, dass in der Matrix Fk Nullen stehen, dass die Matrix (F~ )Tk
Hauptunterdeterminanten, die gleich Null sind, hat. Demnach erhalten wir aus (24),
dass die Matrix Rk erste Spalten gleich Null hat, was den Satz in dem Falle beweist,
wenn die Nullen auf der Hauptdiagonale in den ersten Zeilen lokalisiert sind. Im
Falle, wenn die Nullen in nicht aufeinanderfolgenden Zeilen liegen, ist der Beweis
der gleiche.
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Satz 6. Ist A eine Matrix einfacher Struktur und hat die Fundamentalmatrix
Fink (k=1,2,....n) Zeilen «,. a,, ..., o, wenigstens je eine Null, wobei die Nullen
nicht in einer Spalte liegen, so bestehen in der Matrix A—xE k Spalten u,, %5, ..., %
deren Unterdeterminanten als Wurzeln entsprechende Eigenwerte xz , Xy, , ..., X, der
Matrix A haben.

Beweis. Das Vertauschen der Spalten in der Matrix F hat ein entsprechendes
Vertauschen der Eigenwerte in der Matrix F~'4F=diag (x,, ..., x,) zur Folge. Wir
vertauschen also die Spalten in der Matrix F so, dass die Nullen sich auf der Haupt-
diagonale befinden. Dieses determiniert uns die Anordnung f,, f,, .... ;. Der
weitere Beweis des Satzes (6) folgt aus dem Satz (5).

Als Anwendung des Satzes betrachten wir eine doppelt symmetrische Matrix.,
Die Umformung

=)
—_—

.......

E
(25) T=|0
J

formt die doppelt symmetrische Matrix A ungleichen Grades in die Form

B 0
i -1 =
(23) M=T AT_[O C],

wo B und C entsprechend den Grad n;l_ und ";l haben. Die Matrix 4 ist eine
symmetrische Matrix. Sie ist also einer Diagonalmatrix dhnlich. Demnach also ist
die Matrix M auch einer Diagonalmatrix dhnlich. Es existiert also eine solche Um-

formung V=diag (V,, V;), mit
(27) G R T b AR, X §
Indem wir (26) und (27) beachten, haben wir

(28) (TV) 2 A(TV)=diag (x;, X3, s X2
Es sei
Vll VIZ O
V= V2| C 0 E]
0 0 Vi,

e 1 ; . . . on+1 :
dann stellen wir leicht fest, dass in der Zeile mit dem Index i = - i3 der Matrix

U=TV die letzten n_;_l Elemente gleich Null sind. Nach dem Satz 6 haben die

Unterdeterminanten der Spalte mit dem Index j = % der Matrix A —xE als

Wurzeln die Eigenwerte X, ,, der Matrix A. Fiir Berechnung dieser Wurzeln wird
durch eine Gleichung des Grades (n—2) gelost.
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Aus (8) und (24) erhalten wir

Satz 7. Ist A eine Matrix einfacher Struktur und hat sie eine vielfache Wurzel
Xo, S0 hat jede der Unterdeterminanten des Grades (n—1) der Matrix A—xE eine
Wurzel x,.

Aus dem Beweis der Satze (5) und (6) folgt, dass diese Siatze wahr bleiben,
wenn wir die Matrix A durch die Matrix f(A4)g(B) ersetzen, wo die Matrizen 4 und
B kommutativ sind und eine einfache Struktur besitzen, und f(x) sowie g(») beliebige
Polynome sind. Das beriicksichtigend, kommen wir zu folgendem

Satz 8. Sind die kommutativen Matrizen A und B einfacher Struktur und hat
die Fundamental matrix F in k Zeilen o, a,, ..., o, wenigstens je eine Null, wobei
diese Nullen nicht in einer Spalte liegen, so bestehen k Spalten f,. B,, ..., B, in der
Matrix A—xE und B— yE; deren entsprechenden Eigenwerte

Xp1s Xpas ooes Xy

Yoo Vpas o2 Vs
die Wurzeln von Gleichungen hichstens (n—2). — Grades sind.
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