Subkommutative Dedekindringe

By H. H. BRUNGS (Alberta, Canada)

1. Einleitung

Es sollen noethersche Ringe mit Einselement und folgenden Eigenschaften unter-
sucht werden,
() Jedes einseitige Ideal ist ein zweiseitiges Ideal.
(M) Fiir zwei Ideale 4 und B von R, die nur in einem einzigen und zwar demsel-
ben maximalen Ideal M von R enthalten sind, gilt entweder 4 © B oder
ADB.
Diese letzte Eigenschaft charakterisiert zusammen mit einer Abschwichung von
Bedingung (I) und einer weiteren Bedingung von Baer in [1] definierte Ringe.

Jeder Ring ist im folgenden immer ein noetherscher Ring mit Einselement. Ziel
der Untersuchung ist es, einen Reduktionssatz fiir- Ringe mit (I) und (M) zu ge-
winnen (Satz 1) und die dabei auftretenden Typen von Ringen zu charakterisieren.
(Satz 2.)

2. Idealtheorie in Ringen mit (I)

Da alle einseitigen Ideale zweiseitig sind, und R ein Einselement besitzt, folgt
aus RaS aR< Ra, daBB Ra=aR fiir jedes Element @ aus R gilt, und ra=ar’, ar=ra
fiir a, r aus R und fiir gewisse Elemente r’, 7 aus R. Man kann nun (vergl. etwa [2])
die wesentlichen Ergebnisse der Idealtheorie fiir kommutative noethersche Ringe
auf unseren Fall libertragen.

Wir benétigen die folgenden Ergebnisse:

Jedes Ideal 4 von R besitzt eine Darstellung als Durchschnitt endlich vieler
primérer Ideale Q;

zélg

Dabei ist P;=Rad Q;={rcR; Zn€N mit r"cQ; (#P; fir i#j)und kein Q; in
der Darstellung von A is tberfliissig. Ein ideal Q hCIBt Primérideal, wenn aus ab
aus Q, b nicht aus Q folgt. daB @" in Q liegt fiir eine natiirliche Zahl », und wenn
a nicht in Q liegt, muB eine Potenz von b in Q enthalten sein. Insbesondere kann

das Nullideal (0) = ﬂ P! als endlicher Durchschnitt von Potenzen minimaler

Primideale dargcstcllt werden Alle Primideale sind vollstindige Primideale, und das
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Radikal Rad Q eines Primirideals Q ist ein Primideal. Weiterhin beweist man, daB
die Potenzen maximaler Ideale primire Ideale sind.

Es soll nun der Krull'sche Durchschnittssatz fiir die hier betrachten Ringe be-
wiesen werden.

Lemma 1. Erfiillt der noethersche Ring R mit Einselement die Bedingung (1),
und ist A ein Ideal von R, dann existiert ein Element a in A mit

(1-a) fjo A" = (0).

BEwEIS. Sei B = [) A", dann soll als erstes gezeigt werden, dal

n=0
AB > BN A’
fiir eine ganze Zahl i gilt.

Wir betrachten eine Primdrdarstellung AB = Q;. {Q;} sei die Familie der
Primirideale unter den Q;, deren Radikal A4 enthilt, und {Q } seien die iibrigen.
Setzt man B’=Q; und b= Qj, so folgt AB = B’ B” und A°C B’ fiir eine
natiirliche Zahl s. Ist y; ein Element aus 4, das nicht in Rad Q] liegt, dann folgt aus

y;BE Q7. daB BS Q;’ und damit B B” gilt.

Damit ist B 2 AB 2 A°\ B = B gezeigt, woraus

(=) AB=B
folgt.

Nun ist R noethersch, also B endlich erzeugt, etwa B=(b,, ..., b,): aus (%)
erhilt man damit ein Gleichungssystem

a;:b,—b; =0, a;; aus A, = Lq
2 vy J

Daraus konnen wir folgern, daB zu jedem b; ein Element der Form 1—¢;, mit ¢
aus A und (1—¢)b; = 0 existiert. Das ist offensichtlich, wenn n=1 ist, und folgt fiir
n=1 durch Induktion:

Es gilt (a,,— a;, = a;,(a,,—1) fir Elemente a, aus R, und in

(3n=—1) [ # aijbj‘— bi] —a| 2 aujbj“bu] =0
r =

J=1

ergibt sich ein Gleichungssystem der Form 2’ a;jb;—b; = 0 mit a;, aus A, fir
j=

i=1, —1, und nach Induktlonsvoraussctzung erhilt man die Elemente (1—c¢;)
fir :'=1 ,n—1. Das Element (1 —c¢,) erhalten wir durch einen analogen SchluB,
wobei nur ein Index & =n die Rolle von n iibernehmen muB. Das Produkt der Ele-
mente (1 —¢;) hat die Form | —a mit @ aus A4 und erfiillt (1 —a)b; = 0 firi=1,....n,
was das Lemma beweist,

Es sei bemerkt, daB ein entsprechendes Ergebnis nicht gilt, wenn man voraus-
setzt, daB alle Rechtsideale zweiseitig sind und die Maximalbedingung fiir Ideale
erfullt ist.
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3. Lokalisation in Bezug auf ein maximales Ideal

M sei in diesem Abschnitt ein maximales Ideal des Ringes R, der die Bedingun-
gen (I) und (M) erfiillt, weiterhin N = [] M" und R=R/N.
n=0

R ist ein noetherscher Ring, in dem alle einseitigen Ideale zweiseitig sind, und
in dem kein Bild eines Elementes s aus RN\ M =S Nullteiler ist. Denn wenn wir
mit @ das Bild von @ aus R in R bezeichnen, folgt aus §7=0, daB sr aus N ist, und
da M" ein primires Ideal und s nicht aus M ist, folgt, daB r fiir alle n in M" liegt,
also 7=0. Das gleiche Ergebnis folgt aus der Annahme 7§=0. Ferner ist N in jedem
Primideal P S M enthalten, was sofort aus Lemma 1 folgt.

Lemma 2. Jedes maximale Ideal M des noetherschen Rings R mit Einselement
enthdlt genau ein minimales Primideal.

Beweis. Es sei Rg=R; der Ring von Quotienten von R beziiglich der Menge
S, der existiert, da R ja die Orebedingung 7§ =5§F" fiir 7, §, " aus R erfiillt.

Die Elemente von Rg konnen in der Form 75~ geschrieben werden. M? ist
ein Ideal von R, das ebenso wie jedes Ideal zwischen M? und M nur in dem einen
maximalen Ideal M enthalten ist. Daher muB3 der Vektorraum M/M? iiber R/M
1-dimensional sein, da sonst fiir zwei Elemente a, b aus M, deren Bilder in M/M?
iiber R/M linear unabhiingig sind, aus aR+M? € bR+ M? oder bR+ M? <
C aR+M? (wegen (M)) in jedem Fall ein Widerspruch folgt. Unberiicksichtigt

blieb noch die Méglichkeit M= M2, In diesem Fall sind wir aber mit unserem Beweis

fertig, da ja dann M selbst ein minimales Primideal P = |J M" = M ist,
n=0

Also konnen wir annehmen, daB M/M? I-dimensional iiber R/M ist. Daraus
folgt aber, daB MRs ein Hauptideal ist und es moge die Form aRg mit @ aus M
haben. Da der Durchschnitt aller Potenzen von aRg das Nullideal ist, treten als
Ideale in Rg nur die Potenzen von aRjg auf. Sind nun P, und P, zwei verschiedene
Primideale aus R in M, dann sind auch P,Rg und P,Rs verschiedene Primideale
in Rg. Damit ist das Lemma bewiesen.

Aus der Darstellung des Nullideals und Lemma 2 folgt nun die erste Hilfte des
folgenden Satzes mit Hilfe des Chinesischen Restsatzes.

Satz 1. Erfiillt ein noetherscher Ring R mit Einselement die Bedingungen (I)
und (M), dann ist R die direkte Summe endlich vieler Ringe mit (1) und (M). Diese
direkten Komponenten sind entweder lokale Ringe. deren maximale Ideale nilpotente
Hauptideale sind, oder subkommutative, nullteilerfreie Dedekindringe.

BEwEIS. Es bleiben die Ringe R/P/ zu untersuchen, wenn wir von einer Dar-

stellung
k

0= N P

des Nullideals als Durchschnitt von Potenzen minimaler Primideale P; ausgehen.
Es wird mit dem Fall begonnen, in dem P/ P; ist. Dann sei 0 =a aus R;=R/P}i
ein nilpotentes Element und {u € R, mit ua=0}=L(a)+# R, in dem maximalen Ideal
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M von R; enthalten. Das Bild von @ in R;/ [| M" ist verschieden von o, da wegen

n=0

Lemma 1 ein Element 05 aus RAN\M mits | N M"] = 0 existiert; also ist es
n=0

auch in dem Ring von Quotienten (R;)g . der ein lokaler Hauptidealring ist,
verschieden vom Nullelement und nilpotent. Das zeigt, daB in R; die Ideale M und
P; libereinstimmen, R; selbst lokal und damit lokaler Hauptidealring mit nilpotentem
maximalen Ideal ist. Natiirlich erfiillt R; die Bedingungen (M) und (I).

Den zweiten Fall, in dem der direkte Summand von R die Form R/P; hat,
werden wir etwas genauer studieren, insbesondere sollen diese Ringe auf verschiedene
Weise charakterisiert werden. Der weitere Teil des Beweises von Satz | ergibt sich
dann als Folgerung zu Satz 2.

4. Der nullteilerfreie Fall

In diesem Abschnitt betrachten wir nur noethersche Ringe R mit Einselement,
die nullteilerfrei sind und Bedingung (I) erfiillen. Es existiert also der Quotienten-
korper Q(R)=K.

Ein R-Linksmodul B< K heilit gebrochenes Ideal, wenn ¢B < R fiir ein Element
d#0 aus R gilt. Diese Definition ist rechts-links-symmetrisch. B heiBt umkehrbar,
wenn ein gebrochenes Ideal B” mit BB’=R existiert. Definiert man (R:B), =
= {x€K3Bx S R} und (R:B), = {x¢K3xB S R}, dann gilt (R:B), = (R:B), =
= (R:B).

Ein gebrochenes Ideal A ist genau dann umkehrbar, wenn (R:4)4 = R ist,
oder wenn A(R:A4) = R gilt. Ist nimlich A4"=R, so folgt A" S (R:A), also A’A S R.
Ferner gilt (R:4)A < R, also ist (R:4) € RA" = A’, was (R:A) = A" liefert. Ist
nun A’A=Bc R fiir ein Ideal B aus R, erhiilt man 4 =AB. Aber A ist wegen A4"=R
endlich erzeugt als R-Linksmodul, und daher folgt aus 4 =AB (vergl. Beweis von
Lemma 1) die Existenz eines Elements der Form 1 —5b mit b aus B und A(1—5) = 0.
Dieser Widerspruch liefert A4"=A4"A=R.

Der nun noch zu beweisende Teil der Behauptung folgt aus Symmetriegriinden.

Noch eine Bemerkung ist niitzlich: Fiir Primideale P, und P, von R gilt P, P, =
=P, P,, denn fiir Elemente p, aus P,, p, aus P, ist p, p, =p,p;, wenn p, nicht aus
P, p,p2=pap,, wenn p, nicht aus P,, in jedem Fall aus P, P,.

Satz 2. Folgende Bedingungen sind fiir einen nullteilerfreien noetherschen Ring
mit Einselement und mit (1) gleichwertig:

(1) Bedingung (M).

(2) Ry, ist ein Hauptidealring fiir jedes maximale Ideal M von R.

(3) Die maximalen Ideale =0 von R sind umkehrbar.

(4) Jedes Ideal =0, # R ist Produkt maximaler Ideale.

(5) Jeder endlich erzeugte (R-Links) Torsionsmodul ist die direkte Summe zykli-

scher Untermoduln.

Beweis. DaB aus (1) die Bedingung (2) folgt, haben wir schon friiher bewiesen.
(Vergl. Beweis von Lemma 2.) Um (3) aus (2) herzuleiten, sei M ein maximales Ideal
von R mit (R:M)Mc R. Dann ist (R:M)ME M, fir ein maximales Ideal M,



Subkommutative Dedekindringe 93

von R und wegen (2) ist MRy, =cRy, mit ¢ aus M und ¢=#0 (wir diirfen M0
annehmen). Ist (a,, ..., a,) eine Basis von M in R, dann gibt es ein Element ¢ in
R, t4 M, so, daB a,=cs;t ~'=si{ct™!, s;, 5{ aus R, fiir i=1, ..., n gilt, was besagt,
daB r¢' ein Element aus (R: M) ist. Daraus folgt aber mit 1€(R:M)cS M, ein
Widerspruch.

Ist nun R#A4#0 ein Ideal von R und maximal in der Familie der nicht als
Produkt maximaler Ideale darstellbaren Ideale, dann gilt 4 < M fiir ein maximales
Ideal M von R. Daraus folgt AS M'A S R.

Der Fall A=M’A ist nicht moglich, und M’A4 ist daher Produkt maximaler
Ideale, womit (4) aus (3) hergeleitet ist.

Maximale Ideale sind Primideale, daher ist die Multiplikation von Idealen unter
der Voraussetzung der Bedingung (4) kommutativ.

SchlieBilich folgt (1) sofort aus (4): Denn die Ideale, die genau ineinem einzigen
maximalen Ideal enthalten sind, sind die Potenzen dieses maximalen Ideals, und die
sind offenbar linear geordnet.

Es bleibt die Gleichwertigkeit der Bedingung (5) mit den Bedingungen (1)—(4)
zu bewiesen. (Vergl. [5], [6].)

Setzt man (1)—(4) voraus, so folgt, daB jeder endlich erzeugte Torsionsmodul
(alle Moduln sind R-Linksmoduln) direkte Summe von M-primidren Moduln ist,
das heiBt solchen Untermoduln, in denen der Annihilator jedes Elementes eine
Potenz des gleichen maximalen Ideals M ist. (Im kommutativen Fall siche [4].)
Einen solchen M-primidren Modul kann man als R, -Linksmodul betrachten. woraus
(5) mit (2) und [3] Th. 19, p. 44 folgt.

Jetzt wird Bedingung (5) vorausgesetzt. Sei M ein maximales Ideal von R,
E=E(R/M) die injektive Hiille von R/M, betrachtet als R-Linksmodul. Der ab-
steigenden Kette von Idealen

R=M°>M>oM?*>-.DM"DM"1 ...
entspricht in £ eine aufsteigende Kette von Untermoduln
0=4,CA,E4,5SA,E4.1

mit A;={x€E3M'x=0}. Dann gilt A4;,,/4;,~Homg (M'/M**', E) und dies ist
ein R-Linksmodulisomorphismus, wobei Homg (M{/Mi*' E) durch ro@(m) =
= ¢(mr) zum R-Linksmodul wird. ([7])

Das Bild eines jeden Homomorphismus / aus Homg (M'/M'*', E) liegt in A4,
und man kann daher alle Moduln A4;,,/4;, M/M'*', A, als R/M-Moduln auf-
fassen, und erhilt eine R/M= F-Isomorphie A4;,,/A;=Homg (M{/M*' A,). F ist
ein Korper (nicht notwendig kommutativ) und A4, als Vektorraum iiber F betrachtet
mul} isomorph zu F sein, denn E(R/M) kann, da M maximal und R/M groB} in
E ist, keine nichttrivialen direkten Summen enthalten. Damit folgt

A;j 1 JA; 2 Homp(MIM*L F) 2, M'IM'*1,

da ja M'/M*! ein endlich erzeugter Vektorraum iiber F ist. Also sind die 4, ,/4;
endlich erzeugte F- und damit auch endlich erzeugte R-Moduln.

Mit Induktion zeigt man, daB jedes A; selbst ein endlich erzeugter R-Links-
modul ist. Wir kénnen Bedingung (5) auf diese Moduln 4; anwenden und erhalten
insbesondere A4, als direkte Summe zyklischer Untermoduln dargestellt: wieder ist
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das nur moglich, wenn A, selbst zyklisch ist, woraus folgt, daB A4,/4,=M/M? ein
I-dimensionaler F-Vektorraum ist. Daraus folgt (Beweis von Lemma 2), daBl R,,
ein Hauptidealring ist. Das beendet den Beweis des Satz 2.
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