Verallgemeinerte Hankel-Funktionen

Von EKKEHARD KRATZEL und HARTMUT MENZER (Jena)

§ 1. Einleitung

Bei der Untersuchung der Anzahl der Partitionen natiirlicher Zahlen in k-te
Potenzen stieB Wright [4] auf gewisse Verallgemeinerungen der Bessel-Funktionen,
die heute unter der Bezeichnung Wright-Funktionen bekannt sind und die fiir
0< <<=, B beliebig, durch :

o z"
(D P, B;2) = ,,:Z'o nT(en+B)
definiert sind. Fiir o= 1 fallen diese Funktionen auf die gewdhnlichen Bessel-Funktio-
nen J,(z) zuriick, und es besteht der Zusammenhang

2 o)
¢[I,v+l; —%] = [5] J.(2).

Bzkanntlich lassen sich die Bessel-Funktionen in eine Summe von Hankel-Funktionen
erster und zweiter Art aufspalten. Es gilt

(2) 2J,(2) = Hi"(2)+ H?(2).

Die Gleichung (2) legt es nahe, beziiglich ®(g¢, f; z) Funktionen zu konstruieren,
die eine Ubertragung von (2) auf die Wright-Funktionen gestatten. Diese Funktionen
sind also als Verallgemeinerungen der Hankel-Funktionen aufzufassen, und wir
werden sie in folgendem stets als #-Funktionen bezeichnen.

Andererseits spielen diese Funktionen eine Rolle bei folgendem zahlentheoreti-
schen Problem: Mit natiirlichen Zahlen a, b, n, m, k bezeichne

dla,b:k)= > 1
(a ) ﬂ"nf':‘:lc
und
Da,b; x)= > da,b;k).

1=k=x

Il

Fiir groBe x verhdlt sich D(a, b; x) in erster Nidherung wie

L)l
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(a#b, {(s) ist die Riemannsche Zeta-Funktion). Der Rest

1

A(a,b:x) = D(a,b;x)_c[%] e é,[g]x;

1aBt sich, wie in [2] dargestellt, in eine unendliche Reihe entwickeln, die noch ge-
wisse Integrale enthilt, die sich aber durch die hier zu entwickelnden y-Funktionen
ausdriicken lassen.

§ 2. Definition der »-Funktion

Wir beginnen mit einer besonderen Integraldarstellung der durch (1) definierten
Wright-Funktion.

Satz 1. Unter den Voraussetzungen

(a) ¢ = 1, B beliebig, |argz| < ';" n, ¢ >0
oder
(b) =1, ‘Be(p):-1, z50; =0
gilt
g a ot < 1 f'(—&') 5
{=c)

Dabei ist das Integral lings der Vertikalen von —¢—i=> bis —c¢+i== zu fiihren,
und im Falle ¢=0 muB ein Haken um den Nullpunkt geschlagen werden.

BeEwEls. Vermoge der Funktionalgleichung

n
4) rq—xr(x)= ——
kann man das Integral (3) in die Form
(5) (o, p; —2) = ﬁ ff(*s)r(l — 05— B) sin n(os + f)z* ds

(—¢)
bringen. Da sich die Gammafunktion fir [t| - wie

T

1 n
C(+it)|~ht] 2e 2°

verhiilt, folgt fiir den Betrag des Integranden in (5) mit s = —c¢+it

|F(—s)T (1 —gs— B)sin n(gs + P)z*| ~ hy || *‘”‘"""“"”e.’[_z_w_”Hmﬂ]:r|

fir |t| <o, Daraus liest man unmittelbar die Konvergenz des Integrals unter den
Bedingungen (a) und (b) ab. Durch Verschieben des Integrationsweges nach rechts
uber die Polstellen von I'(-s) entsteht ohne weiteres die Reihe (1), womit die Dar-
stellung (3) bewiesen ist.
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Die Darstellung (5) gibt in Zusammenhang mit (2) den AnlaB. Verallgemeine-
rungen der Hankel-Funktionen einzufiihren.

Definition. Als n-Funktion werde die durch das Integral

(6) n(e.p:z) = % ff(s)r(gs+ 1—p)z"%ds
(©

unter den Voraussetzungen 0=gp<=-, [ beliebig, |argz| = (1+0)n/2, ¢=0,
¢ > (Re (B)—1)/o dargestellte Funktion bezeichnet.

Bei Verwendung von (6) in (5) folgt fir p=1, |largz| = (1 —g)n/2
(7 2nid(g, B; —2) = ePi(o, B; e z)—e " n(o, B e™™¢z).
Aus den bekannten Integraldarstellungen fiir die Hankel-Funktionen

miv v—25
H“.":—zi-ze_ 2 fr(v)r(s‘-\)[ ]

()

[c = 0, ¢ = Re(v), |arg(—iz)| = K],

=iv v— 2%
HY(z) = -2—;2 e? f r(s‘)f(s—v)[ ]

{c)

[c = 0, ¢ = Re(v), larg (iz)| = %]

ergibt sich

[

n[l v4l:e "< ] - ’“‘[2]”;‘15”(:),

2

n[l.r«i-l;e“z.‘] = — mie "“[ ] H®(2),
so daB (2) als Spezialfall in (7) enthalten ist.

§ 3. Einige Eigenschaften der »-Funktion

Satz 2. Fiir pn+f £ Omod 1, n=0,1, 2, ..., gilt

S (—z)
®) n(e b;z) = Z o n!'T'(on+pP)sinn(on+p)

m+1—8

3 S\
LB e T
m=0 m’r[m'i'; ﬂ gin m+l""‘ﬁ

rn|l———-

Fiir gn+p = Omod 1 setze man m = gn+f—1 im Sinne eines Grenziiberganges.
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BEWEIS. Fiir on+p # 0 mod 1 hat der Integrand in (6) nur Pole 1. Ordnung.
Durch Abschopfen der Residuen der Pole ergibt sich

r(1—f—on) ol I3 ](‘” mpei
e B = > ; (z)"+Z’ e,

g n! m!

und bei Verwendung von (4) erhilt man (8).

Uberpriift man die Relation (7) mit Hilfe der Reihenentwicklung (8), so er-
kennt man, daB3 die dort angegebenen Einschrinkungen tiber ¢ und z weggelassen
werden konnen.

Unter Ausnutzung von (6) oder (8) ergeben sich leicht die folgenden Glei-
chungen:

| l—ﬁ
9 i 807
9 0, B: 2% = z [e 1+—— > ,
(10) -5 n(e, B;z) = —n(e, f+o:2),
(11) (1—=Pmn(e, Bz) = nl(e, f—1;2)—pzn(o, f+0;: 2).

Die Gleichung (2) gibt eine Darstellung der Bessel-Funktion durch die Hankel-
Funktionen. Umgekehrt lassen sich bekanntlich die Hankel-Funktionen durch die
Bessel-Funktionen ausdriicken. Es gilt:

J_.2)—e "] (z
H,‘,“(Z) _ __(_);_sm_;-[_v_—(—)_
e J,(2)—J_,(2)

isin v

H?() =
Eine Ubertragung dieser Gleichungen auf die n-Funktion gelingt nicht, statt dessen
ergibt sich nur der folgende Zusammenhang:
Satz 3. Es gilt

exiﬁ, (Q : (,xl'fo—l)z _e—m'ﬂ . B: e—m’{p—llz) .
(12) 10, B ) n(e, B;

- P) (/] I — :
2mi {¢(Q ﬁ ) Z 0 ze

1—- ; ;
BEwels. Ersetzt man in (7) ¢ durch L und f durch 1+ ’—ﬁ . so ergibt sich
g

L_ﬁ ot ni > 1—p L _m‘_
'_e:u ¢ n[l l-r—l“—]i E’QZ]'!‘Q i e q[l ]+_I ﬁ,e 02]:
0 e

@

-

= 2nid [i, l+ﬂ; —z]
@ e
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und vermittels (9)

—n(g, B; ez +n(e, p; e ™29 = 2 iong [i- 1+];ﬂ: -2]-
1 0 0 0

Mit z - (em@¢~Dz)e wird daraus
—e"n(o, B; e2) + e n(e, B; e~ Pz) =
B-1
$ i e = 1
= _E’E‘_["_] ® [_1 il _E;(t,-,..»z),,]_
e \z 0 e
Nach Addition dieser Gleichung und der Gleichung (7) folgt
e n(e, B; e¢~Pz)—e""n(e, p; e7™0z) =
p—1

) s I 1—-p . o8
=21’tf{¢ PDs—2 -——[—] ¢[_,]+__; e~ ®i 9]},
(e.B:—2) il p R
und die Substitution z «~e*z liefert (12).

Satz 4. Unter den Voraussetzungen (<0<, |arg z| -:.g oder 0<g<eoo,

T

5 Re(f) = o+ 1 gilt

largz| =

(13) ne.p:z)= f u-be-w+=0 gy
[1]

Beweis. Es geniigt, sich auf den Fall der absoluten Konvergenz des Integrals zu
beschrinken. Dann kann man den Faltungssatz der Mellintransformation anwenden.
Ist fir v=1, 2

oo

f.s) = M{F,(t)} = [ t*-'F,() dt,
so gilt ’

M l [ wF, [;] F (1) du} = fi(fa(s+a+1).
Wegen i

rs)= [ e "du
/

folgt fiir das Integral in (13)
M . - [H[:'])d} __.l r[_fq.]r 1 i
{Gf gore u (s+ B

und durch Umkehrung der Mellin-Transformation und wegen (6):

o

fu*"e_[”[?) ]du = 2;‘_0 ff [;] I'(s+1—=p)t*ds = n(o, B; t°).
0 (c)
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§ 4. Asymptotische Entwicklung

Unter Ausnutzung der Integraldarstellung (13) soll mit Hilfe der Sattelpunkts-
methode fiir die n-Funktion eine asymptotische Entwicklung gefunden werden. Aus
{13) ergibt sich unmittelbar

(14) q(gs ﬂ: 2'0+1) —— zl_ﬂ f I‘_ﬂe—:(Il%u-n]du
]

fir largz| = ; Wir setzen
z=2¢e", h(u) =e"(u+u°)

Die Sattelpunkte sind durch /'(«)=0 gegeben. Bestimmt durch die Lage des Integra-
tionsweges verwenden wir den Sattelpunkt

1
ug=ge*! >0.

Die Fallinien durch u, geniigen der Gleichung
Im {/(u)} — Im{h(uy)} = 0,

woraus sich mit
u=re®, r=0, |p|l<n

(15) re*t1sin (}J+(p)+5in(}'—gfp)—-r"[l +~%] uysiny =0

ergibt. Mit y=0 ist ¢ =0 eine Fallinie, und man gelangt zu einer asymptotischen

Entwicklung von n(o, f; z¢*") fiir |argz| = ’25 Um den Giiltigkeitsbereich der

Entwicklung auszudehnen, wird man y 0 ebenfalls zulassen und eine Deformation
des Integrationsweges lings der Fallinie (15) vornehmen. Dies gelingt ohne weiteres

y <=n. Aus (14) wird

n
unter den Voraussetzungen larg &) = >

(16) 'I(Q.ﬂ;:.’"“) = z1-# fu“"e""""‘du
C

mit dem durch (15) gegebenen Integrationsweg C, wobei fiir r -0 ¢ —~ 3 und fiir

r—eo @ - —y gilt. Wegen |y|=n und |¢| < muB zusitzlich ¢ =1 gefordert werden.
Bei Verwendung der Funktionalgleichung (9) erkennt man aber, daB3 das Ergebnis
(18) auch fiir o<1 richtig ist. Auf dem Integrationsweg C ist h(u)—h(u,) reell,
so daB man auf (16) den folgenden Hilfssatz (vgl. [1], S. 85) anwenden kann.

Hilfssatz. Es seien h(u) und g(u) in u=ug holomorph, h(u)—h(uy) fiir uy=u=u,
reellwertig und =0 und

W (ug)=h"(ug)= - =h'"=V(uy) =0, h™ (u,)=0 (m=1).
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Lapt sich in dem Integral
u2
J@) = [ gwe =® du
u
die Substitution :
1

1
T = [hW)—h@)]™ = (U—to)[Cn+ Cpy (U —Up) + - ]™

mit =0 ausfiihren, so gilt die asymptotische Entwicklung

- ) L <l
(l7) J'(Z) ~ ?]"- e~ zhiuy) Zavr il] z m

y=0 m
mit

: d\‘ U—1u v+1
o= 5r [ {0 G icear™] ..

T
fiir z = <o in |argz| < 5 =& e=0.

Wenden wir diesen Hilfssatz auf (16) an, so miissen wir jenes Integral in zwei
Teilintegrale zerlegen, wobei der eine Integrationsweg von 0 lings C nach u, und
der andere von u, lings C nach < verlduft. Das hat zur Folge, daB sich in der asympto-
tischen Entwicklung (17) Glieder mit ungeradem v wegheben, die mit geradem v
dagegen verdoppeln. Fiir unser Problem setzen wir in dem Hilfssatz also

m=2 gu=u"t h@=e(ut+u "),

z = e, |argé| < %—s, Iyl < =,

1 1
e Al : ] .
ug =gt =0, h(uy) = e”‘[H—E]Q‘?“ ’
Damit ergibt sich sofort:

Satz 5. Fiir z—+< mit |argz| < g T—& < -%:t gilt die asymptotische Ent-

wicklung

1 oo
(18)  n(e. p:z¢*") ~ z"’exPI_Z[l+ ;’]QH—'] 2 aT [v+“;lf]z
v=0

mit

1
2

N

fr 5 1-28
an = a4 2(a+l)’
¥ ]r Y

1 d2v “_Ql_ﬂe-f-l) 2v+1
% = ! [Tﬂ{""’[f = WS T ;.,‘] }] -
(2v)! | du Vu+u=2—(1+1/g)e" ogtiaii)

10 D
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Folgerung. Bei Verwendung des Zusammenhanges (7) erhilt man die asympto-
tische Entwicklung der Wright-Funktion, wenn man in (18) einmal z durch
(e™ez)!/e* 1) ynd einmal z durch (e~™¢z)!/ e+ 1) ersetzt:

o) 1
P(0, B; —2) ~ EIT; (e™z)e+1! exp [[H%] (e"'"QZ)"“]

= 1 B i B
« 2 (=1)ay,T [v+—i-](e“’"'z) 2e+1) 4

1—p 2v+1

1 -
i (e"z)e+1 exp [[1 s ](e""'gz)”—ll 2 (~1a,,rI [v+ : ](e""z) 20+D)
21’[ o v=0 2

Diese Entwicklung gilt fiir |arg z/=n und wurde von Wright in [3] angegeben.

§ 5. Darstellung von D(a, b, x)

Mit den Bezeichnungen

1 1
C[-ﬁ—]x7+t§[g-]x;+—l— fir a=b
H(a,b; x) =

xlogx+(2C—l).\H—-}1 fiit a=b=1,
0,,(0,0; k)= 3 n"m*
nemb =k

1

ea 1 a
. = X dt
Q,(a,b;x)zéfsm2m"stn[!] i

wurde in [2] mit der Einschrinkung -§<b—

=1

(‘i' die Entwicklung

D(a, b; x+0)+D(a, b; x—0)
2
bewiesen, wobei die Reihe in jedem abgeschlossenen Intervall, welches keine ganze

Zahl enthilt, gleichmiBig und fiir ganzes x gegen den Mittelwert konvergiert. Mit
der hier eingefiihrten y-Funktion konnen wir g/(a, b: kx) ausdriicken. Nach (13) ist

X i
=H(a,b:x)+? Zﬂ'l_t l_l(a,b;k)é’o(a-b:kx)
k=1 b

+
@

(19) n(y, B;y'z) = y'-# f g-Pgrm=mTr gy,
]

und aus der Definition von g,(a, b; x) folgt

b . . -/ df >4 4 fa.= bl df
. T s 2mi(t+x1/ag=bla) —2gi(t+xt/ap=blay 77
20(4,b;x) 4n? {of 2 1 +of . 1

e f e2mi(t—x'/ag~b/a) dr _ f e—2mi(t—x1/ag~bla) dt {
4 f ¢ t



Verallgemeinerte Hankel-Funktionen 147

. b +2 - 5 :
Setzt man in (19) =1, y= LY e 2 o — an"ei 2, so wird

b b

_m a ®iya 1
Qo(ﬂsb;x):—aiz{n[-z-,l; dne B ﬁ]“’[g"? 2re? ) x.]_

2 b
niya ¥l 1 % :+l A
_n[b’ Lk 2"’8-7] ""'-']_’I\‘[*b-,l;e"'i {Z:Ie_i-) x"a']}
v a
und wegen (10)
3

b . . LI b b _miYa 1

’ . Sl 0 2 - . 2 .
0o(a, b; x) = ks 2ne ] x {q[a, 1+ a,{Zrze ] x ]+

LI
+ n{%,H—%;e"‘ [ere_ ;] x%]}—
ni ':' 1 ; ni ':H 1
~ 2b' [Zne_z] xj_l{q[b-, 1+ b;[ZneT] x;]+

ria B8

b
—+1

+n [%, l+%;e"" [Zne?)n x%”
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