Réiume von zweifach rekurrenter Kriimmung

Von A. MOOR (Sopron)

§ 1. Einleigung. Unter den n-dimensionalen Riemannschen und affinzusammen-
hingenden Riumen sind die Rdume von rekurrenter Kriimmung diejenigen Riume,
deren Kriimmungstensor der Relation

(I.1) Rsfu].m:me;"u

geniigt, wo ,.|,,** die kovariante Ableitung nach x™ bzw. x,,(x) ein kovariantes Vektor-
feld bedeutet.

Im folgenden wollen wir solche Riemannschen und affinzusammenhingenden
Rdume untersuchen, deren Kriimmungstensoren den Relationen von der Form

(1-2) Rijktrmlp‘: Tmplekl

geniigen, wo 7, einen rein kovarianten Tensor zweiter Stufe bezeichnet. Diese
Réaume wollen wir Rdume von zweifach rekurrenter Kriimmung, oder kurz: T, -Réume
nennen.

Es kann leicht verifiziert werden, dall ein Raum von rekurrenter Kriimmung
immer ein solcher von zweifach rekurrenter Kriimmung ist, da aus (1. 1) folgt:

Rijkl' |m |p = (”m?p + % xp) Ri"k! ’

und das driickt schon die Behauptung aus. Die Umkehrung gilt aber im allgemeinen
nicht, da aus (1. 2) die Relation (1. 1) nicht gefolgert werden kann. In unseren Unter-
suchungen werden wir in § 3 hinreichende Bedingungen angeben, damit ein 7,-
Raum gleichzeitig ein x-Raum sei, wenn wir jetzt und im folgenden mit x-Raum
die durch (1. 1) charakterisierten Riume bezeichnen. Wir verweisen noch darauf,
daB der Satz 1. als das Analogon des Schurschen Satzes der n-dimensionalen Rie-
mannschen Rdume von skalarer Kriimmung betrachtet werden kann, da beide durch
die Umformung der Bianchischen Identititen entstanden sind.

Im niéichsten Paragraphen — in § 2 — wollen wir den metrischen Fall niher un-
tersuchen und zeigen, daB im wesentlichen Det (7,,,)=0 gilt (vgl. Satz1.), falls
die Dimension des Raumes groBer als 2 ist; ferner werden wir die Form von 7,
bestimmen.

Die Zerlegbarkeit der Raume von zweifach rekurrenter Kriimmung ist ganz
analog zu der der »-Rédume. Endlich, in § 5, wollen wir kurz die Parallelitit und
Metrisierbarkeit der 7,-Rdume besprechen. Die Integrabilititsbedingungen der
Parallelitat reduzieren sich wesentlich in den 7,-Rdumen ebenso, wie in den x-
Riumen,
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§ 2. Metrische 7,-Ridume. Nehmen wir an, daB unser Fundamentalraum ein
Riemannscher Raum mit dem metrischen Grundtensor g; (x) ist. In diesem Falle
hat der Riemannsche Kriimmungstensor R;;, bekanntlich die folgenden Eigen-
schaften:

1) Ry, ist in i, j und auch in &, / schiefsymmetrisch.

2) Es gelten die Bianchischen Identitdten:

2.1 Riytlm+ R mli + R it = 0.
3) Es ist der Tensor
Ry = R,
symmetrisch.
Nach diesen Vorbereitungen differenzieren wir (2. 1) kovariant nach x”, und

beachten wir die Relation (1. 2), so wird:
(2‘ 2) Ri}kl Tmp .o Rfjlm Tkp+ Rijmk ?-}p - 0'
Wir beweisen den folgenden

Satz 1. Ist die Dimension: n=2, ferner R/,,+#0, so ist
Det (Tk P) = 0.

Bemerkung. Im zweidimensionalen Fall (n=2) gilt der Satz | offenbar nicht,
da der zweidimensionale Riemannsche Raum ¥, immer e¢in Raum von skalarer

Krimmung ist, d. h.: _ ) )
R’y = R(S’;ké’f _giréi)~

somit wird ¥, — wie es leicht bestitigt werden kann — gleichzeitig ein x-Raum und
ein 7, -Raum mit

(2.3) Tip = R*|il,+ R*| R*|,, R* <'log|R|
und Satz | wird im allgemeinen nicht bestehen, falls R|,|,#0 gilt.

BEwEls des Satzes I. Aus der Gleichung (2. 2) folgt nach einer Verjiingung
beziiglich j, /in Hinsicht auf die schiefsymmetrischen Eigenschaften des Kriimmungs-
tensors:

(2 4) Rﬂ: Tmp P Rim Tkp X 3 Ritml Tl'p = 0.

Eine Uberschiebung mit g™* gibt, wieder in Hinsicht auf die schiefsymmetrischen
Eigenschaften des Kriimmungstensors,

RT,,—2R%,T,, = 0,

wo R den Kriimmungsskalar R= R*, bedeutet. Diese Gleichung kann auch in der
dquivalenten Form

2.5 Tip(RO%—2R%,) =0
geschrieben werden. Wiire nun Det (7,,) #0, so miiite auf Grund von (2. 5)
(2.6) RS% —2R%, =0
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sein. Verjiingung beziiglich k, m gibt wegen

RY%=g"Ryx=R
die Relation:
R(n—2) = 0.

Wegen der Bedingung n=2, ist R=0 und aus (2. 6) folgt auch R*,=0, d. h. R,,=0.
Die Gleichung (2. 4) geht somit in

Ri'mk Tlp =0

tiber. Wenn wir z. B. i, m fest halten, so wird wieder in Hinsicht auf Det (7;,) =0,
auf Grund der Theorie der linearen Gleichungen R/, =0, in Widerspruch beziiglich
der Bedingung des Satzes, womit der Satz | bewiesen ist.

Wir bemerken noch, dafl die Relation Det (T,‘p):o koordinateninvariant ist,

was aus der Transformationsformel
|2

Det(T,,) = Det (7y,)

ox
0xX
unmittelbar folgt.

Wir wollen jetzt die Form von 7,,, bestimmen. Bekanntlich ist in den x-Raumen

#,, €in Gradientvektor (vgl. [3], Formel (1. 4)): fir 7,,, gilt der folgende
Satz 2. Die Form des Tensors T,,, ist in einem metrischen T, -Raum die folgende:
(2.7 Top = R*|ulp+ R*|mR*|,, R* £log|R].

Bewers. Aus (1. 2) folgt nach einer Verjiingung beziiglich j, / und dann nach
einer Uberschiebung mit g™ wegen g*|,, =0 die Formel:

'R.Fm!p': Tmp R.

Da R ein Skalar ist, gilt: R|,=0.»R und es folgt aus der letzten Formel:
I [ R . OR

2 St [3?" oo %)

wo offenbar statt R sein absoluter Wert |R| gesetzt werden kann. Durch unmittel-
bare Berechnung von
1 OR
¥ — Bl = =
Ry = Gog R, = 1 o]
folgt, daB (2. 7) mit (2. 8) tbereinstimmt, womit der Satz 2 bewiesen ist.

§ 3. Zweifach rekurrente Riume, die x-Riume sind. Wir wollen jetzt hinreichende
Bedingungen angeben dafiir, daB ein T,-Raum gleichzeitig ein x-Raum ist. Ferner
werden wir im folgenden die Bedingung, daB der Raum ein metrischer Raum sei,
fallen lassen. Der Fundamentalraum sei also ein affinzusammenhiingender 7,-Raum
(moglicherweise kann er auch metrisch sein). Es gilt der

Satz 3. Hat in einem affinzusammenhingenden T,-Raum das Differentialglei-
chungssystem
3.1 Hijllm[p-i-meijklp =0
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aufer dem Nulltensor keine weitere Lisung, hat ferner T, die Form:

3.2 Toup = %ulp+%uky,

wo x, ein kovariantes Vektorfeld bedeutet, so ist der T,-Raum ein »-Raum.
BewEis. Auf Grund von (1. 2) und (3. 2) besteht die Relation

(3.3) Riyilmlp = (tmlp+ %m#p) R

Wiire nun entgegen der Behauptung des Satzes unser 7,-Raum nicht ein x-Raum,
so miifBte

(3.4 Rivlm = #mRIu+ Ho
mit
(3.4a) HiunZ0

bestehen, wo der Tensor H/,,, die Abweichung des Raumes von den x-Riumen
bestimmt. Eine kovariante Ableitung von (3. 4) nach x? gibt in Hinsicht auf (3. 4)
selbst:

Ri"ki|m|p = (xmlp+zmxp)RijM+Hijklm|p+xmﬂijk|‘p-

Wegen (3. 3) geht aber dieses Gleichungssystem in (3. 1) iiber. Nach unserer Annahme
hat aber (3. 1) nur die triviale Lésung, d. h. es ist

Hoyn=0

in Widerspruch zu unserer Bedingung, ausgedriickt in der Relation (3. 4a). Die
Behauptung des Satzes 3 muBl also bestehen, womit der Beweis beendet ist.

In den metrischen 75-Rdumen fillt die Bedingung (3. 2) weg, da nach Satz 2
die Relation (3. 2) im metrischen Fall mit

#n=(10g |R|)]|

immer erfiillt ist. Das Bestehen von (3. 2) ist iibrigens notwendig; aus (1. 1) folgt nim-
lich die Relation (3. 3) und somit auch (3. 2). Ist also der 7,-Raum ein x»-Raum,
so mub (3. 2) bestehen.

Es ist aber die andere Bedingung des Satzes 3, daB nédmlich (3. 1) nur die ecinzige
Losung H/,,,=0 habe, nicht unbedingt notwendig; es kann ndmlich méglich sein,
daB (3. 1) auch eine von Null verschiedene Losung hat, statt (3. 4) gilt aber fiir den
Kriimmungstensor die Formel (1. 1).

§ 4. Zerlegbarkeit der 7,-Riume. In diesem Paragraphen werden wir zeigen,
daB die Zerlegbarkeit der affinzusammenhéngenden T,-Rdume mit der der x-Rédu-
me identisch ist. Die Definition der Zerlegbarkeit der affinzusammenhéngenden
Rédume befindet sich z. B. in unserem Aufsatz [1]. Das bedeutet beziiglich des Kriim-
mungstensors das folgende: Wenn die Indizes o, f8, y,  die Zahlen 1,2, ...,r,
ferner v, ¢, o, t© die Zahlen (r+1), (r+2), ..., n durchlaufen, so sind die sogenann-
ten gemischten Komponenten des Kriimmungstensors, unter dessen Indizes sowohl
die Indizes a, f, y, & als auch v, g, 0, T vorkommen, identisch Null. Die reinen
Komponenten

R’ bzw. RS,

konnen dabei Null, oder auch von Null verschieden sein.
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Nehmen wir nun in (2. 2)
m=p, p=o, Ljk,lI=ua,p1723,
so wird:
@.1) Toe RS 5=0.
Nehmen wir dann
m=o, p=f, Ljk.I=Y, 0 6:%,
so wird aus (2. 2):
(4' 2) T:ﬂ Rv‘ar =0
Aus den Gleichungen (4. 1) und (4. 2) folgt unmittelbar der

Satz 4. Ist T,;7#0 und ist der T,-Raum zerlegbar, so ist eine der Teilrdume
eben.
Beweis. Nach der Bedingung ist entweder 7,, oder T,, von Null verschieden.

Aus (4.1) und (4.2) folgt somit, daB entweder R} ;, oder R, verschwindet,
wW.Zz. b. w.

§ 5. Parallelitiit in den 7,-Riumen. Die absolute Parallelverschiebung eines
Tensors H;, _; in den affinzusammenhingenden Riumen ist durch die Gleichungen:

(5.1) Hi,..ilm=0
gekennzeichnet. Die Integrabilitdt-*=dingungen von (5. 1) sind (vgl. [2] § 8 und § 9):
(5.2 Hg, R u+Hi, . Rij'ut-+H, i R'a=0,

(5.3) Hy, i R sty + Higsty.t, Ri2utlmg + o + Hiy i is R il = 0,

(5.4) Hg, i Ri ulm)my+ oo+ Hi o sRualmglms = 0,

Aus (1. 2) folgt nun der

Satz 5. Die Integrabilitiitsbedingungen von (5.1) sind (5.2) und (5. 3).

BEWEIS. (5. 4) und die weiteren kovarianten Ableitungen reduzieren sich nim-
lich nach (1. 2) immer auf die Gleichungen (5. 2) bzw. (5. 3). Daraus folgt schon

der Satz.
Ist der Tensor H; ; totalsymmetrisch in allen seinen Indexen, so ist die Zahl

der Gleichungen (5.2): ;1—2 ["+;_ l]n(u— 1) und die von (5. 3):%("+:_1)n2(u—1).

Falls r=2 ist, so bestimmen (5. 1)—(5. 3) die Metrisierbarkeit des Raumes mit dem
metrischen Grundtensor H;; und r=2.
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