Zweiseitige Operatorenrechnung®)

Von A. SZAZ (Debrecen)

Einleitung

P. STRAUSZ beschiftigte sich in seiner Arbeit [3] unter anderen mit der Verall-
gemeinerung der Operatorenrechnung auf das Intervall —ee<f<<=, In der Menge
C der im Intervall — e =r=-=> stetigen komplexwertigen Funktionen betrachtet er
neben der gewdhnlichen Addition die folgende Erweiterung der Faltung:

©.1) f-g= {ff('—r)-g(r)dt} (—oo =<1 = o2).
0

Er zeigt, daB dic Struktur C ein kommutativer Ring mit Nullteilern ist, dessen
Quotientenring R, ein kommutativer Ring mit Einselement, existiert, Er verweist
darauf, dal R bei der Losung von gewissen Differentialgleichungen anwendbar ist.

All dies enthilt auch diese Arbeit, aber in einer anderen Betrachtungsweise.
Die Elemente von R werden wir hier Operatoren nennen. Dies konnen wir machen,
weil gezeigt wird, daB der Mikusinskische Operatorenkorper in R eingebettet werden
kann. R ist sogar die direkte Summe des Mikusinskischen und eines mit ihm iso-
morphen Korpers.

Das wird in den ersten drei Paragraphen gezeigt. In § 4 wird der Differentiations-
operator s definiert,

Fiir s gilt die Formel

0.2) s<f=f"+/0),

wobei / eine stetig differenzierbare Funktion im Intervall —eo<f<oo ist,

Bei der Losung gewisser linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffi-
zienten ist es zweckmiBiger, die Operatoren des Ringes R statt der Mikusinskischen
Operatoren anzuwenden. In den § 5 und 6 werden die stetige Ableitung einer Operator-
funktion und die Exponentialfunktion e""*(w € R) untersucht. In § 7 wird der Operator
e~ % eingefiihrt, fiir den die bekannte Formel der Mikusiniskischen Operatoren-
rechnung

(0.3) e f = {f(t—-N)) (—= <i <)
hier genau dann gilt, wenn die Funktion im Intervall [ -4, 0] identisch gleich Null ist.

*) Dies ist die deutsche Fassung der im Jahre 1969 eingereichten Doktorarbeit des Autors.
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Die Transformationen 7%, U, und D spielen bei Mikusinski eine wichtige Rolle.
In § 8 werden diese Transformationen nach dem Beweis von zwei sehr allgemeinen
Sétzen in R erklért. In § 9. werden einige Ergebnisse der Arbeit [4] auf den Ring R
tibertragen. Die streng monotonen, stetigen, von unten und oben unbeschrinkten
Funktionen werden Basisfunktionen genannt, Es wird bewiesen, dall zu jeder im
im Intervall (a, b) erklirten Basisfunktion u(x) auf Grund der mit ihrer Hilfe ge-
bildeten Verallgemeinerung von (0. 1)

0.4)  fog={ [/ @@—pON) -2} (a =x < b, u(xe) =0)

ein zu R isomorpher Ring R, zugeordnet werden kann. AbschlieBend zeigen wir
daB in R,
Iif

(0.5) Suof = jﬂ +f(x,)

analog zu (0. 2) gilt und gewisse Anwendungen hat. Es sei den Professoren E. Gesz-
TELYI und J. ERDOS fiir ihre wertvollen Bemerkungen und Ratschlige wiarmster Dank
ausgesprochen,

§ 1. Uber einen Korper, der mit dem Mikusifikischen
Operatorkorper isomorph ist

Definition 1. 1. Es sei C* (C~) die Klasse der in [0, =) (bzw. in (— ==, 0]) stetigen
komplexwertigen Funktionen.
In C* sind die gewdhnliche Addition und das Faltungsprodukt

(1. 1) fg={[fet-v-g@d} (O=t<)

definiert ([1]). Es ist bekannt, daB die Struktur C* ein Integrititsbereich ist, und
ihr Quotientenkorper M* der Mikusinskische Operatorenkdrper ist.

Definition 1. 2. Betrachten wir in C~ neben der gewdhnlichen Addition das
folgende Produkt:

0
%) fg={-[1c-»-2gWd} (-=<x=0).

So gilt der folgende

Satz 1. 1. Die Strukturen C* und C— sind isomorph.
Es ist namlich die Abbildung

(1.3) L{f()}) = {-f(-x)} (feC*)

ein Isomorphismus.

14*
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Wir zeigen zum Beispiel, daB3 die Multiplikation bei der Abbildung L erhalten
bleibt:
Sind f,g€C™, so

L(f-g)=L({ f ft=1)-g(x)di}) = {—If(—x—r)og(r) dt} =

= {- [f=x+p» -2 dy} = {~ [ (/=) (-2(=»))dy} = L(f)-L(g).

Folgerung 1. Die Struktur C~ ist auch ein Integritdtsbereich. (Ihren Quotienten-
korper bezeichnet man mit M~.)

Folgerung 2. Die Korper M* und M~ sind zueinander isomorph. Dieser Iso-
morphismus ist die folgende Erweiterung von L:

o 7 0 1 S
(L5 L[g]" L(g) [geM ]

Definition 1. 3. Es sei x eine beliebige komplexe Zahl. Wir bezeichnen mit
{z}* (mit {z}~) diejenige Funktion von C* (bzw. von C~), die iiberall den Wert «
annimmt. Wir setzen

B - P | o
(1. 5) . gr= (- o — =
Dann ist offenbar
(1.6) (et )y=a

§ 2. Der Quotientenring von C

Definition 2. 1. Es bezeichne C die Menge der in (— oo, =) stetigen, komplex-
wertigen Funktionen.
In C definieren wir die folgenden Verkniipfungen:

(2.1) f+g={f()+g®)}
[}

2.2) fg= {f‘r‘(r—r)-g(r)dr} (o =t < ).

Definition 2. 2. Ist z eine beliebige komplexe Zahl, so bezeichnen wir mit {x}
diejenige Fullktlnn von C, die identisch gleich « ist.

Satz 2. 1. Die Struktur C ist ein kommutativer Ring mit Nullteilern.

Bewes, Jede Funktion f von C kann man als ein geordnetes Funktionenpaar
(2.3) =00

auffassen, dabei gilt f~ € C—, f*€C*; f~(1)=f(t), wenn —oo<t=0 und f*(#)=/(1),
wenn 0= (Die Funktionen f~ und /* nennen wir im weiteren die negative und
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positive Komponente der Funktion £)) Im Zusammenhang mit dieser Betrachtungs-
weise gilt folgendes:

(2.4) f€C genau dann, wenn f~€C~, f*€C* und f~(0)=S*(0).

(2.5) =g genau dann, wenn f~ =g~ und f*=g*.
(2.6) FEEw L " Agt)
2.7 f-g=("-g.f*g").

Nach dieser Vorbereitung ist es schon naheliegend, dal3 die Struktur C ein Unter-
ring der direkten Summe der Integritiitsbereiche C~ und C* (es ist bekannt, daB die
direkte Summe von Integrititsbereichen ein kommutativer Ring mit Nullteilern ist),
niamlich es gilt fiir beliebige /. g€ C

(2.8) S~ =8 li=o =S*—8%i=0=/(0)—2(0),
und
(2.9) S8 limo =J*+8"lmo =0.

Andererseits ist jede solche Funktion von C ein Nullteiler in C, die auf mindestens
einem der Intervalle (— <=, 0] und [0, =) identisch gleich Null ist. (Es ist zweckmiBig,
auch das Nullelement eines Ringes selbst als Nullteiler zu betrachten.) Damit ist der
Satz bewiesen.

Definition 2. 3. Es sei H die Menge der Nichtnullteiler von C. (Offenbar gilt
f€H fur feC, genau dann, wenn f auf den Intervallen (—<=, 0] und [0, =) nicht
identisch gleich Null ist.) In der Algebra ist es bekannt, da die Menge der Nicht-
nullteiler eines Ringes eine echte Untermenge des Ringes ist, die, sofern sie nicht
leer ist, eine multiplikative Halbgruppe bildet. Ferner 1Bt sich jeder kommutative
Ring mit mindestens einem Nichtnullteiler in einen kommutativen Ring mit Eins-
element einbetten (in seinen Quotientenring, der bis auf Isomorphie eindeutig be-
stimmt ist), in dem jeder Nichtnullteiler des Ringes ein Inverses hat ([2]).

Definition 2.4. Es sei R der Quotientenring von C.
R besteht aus allen Quotienten ;: wobei f€C und g€ H. Fiir sie gelten die

folgenden Rechenregeln:

(2.10) % = ;cf dann und nur dann, wenn a-d = b-¢,
a a-d+b-c
(2.11) R S W e
L
(2.12) I 5
{0

Das Nullelement von R ist ﬂ (oder g}]’ und das Einselement von R ist {i—;

{1}
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(oder %} Jedes Element ;7- von R mit f€ H hat ein Inverses, denn es gilt E,ER

Pl

f £ Iz {4 : v : .
nd ~.2 =2 = 1 Aber jedes Element — von R, wobei f en Nullteiler
Y ST i . g 4 }

von ist, hat kein Inverses, deshalb konnen wir durch gf— in R nicht dividieren. C

ist als
(2.13) Fa ng (f<C)

in R eingebettet.
Wie man leicht sieht, lassen sich die komplexe Zahlen als

(2.14) o = %}_ (x ist eine komplexe Zahl)

in R einbetten. und es gilt die Formel:

(2.15) a-f={a-f(1)} (f€O).

Nach dieser Einbettung ist die Zahl 0 das Nullelement von R und die Zahl | das
Einselement von R.

Bemerkung 2. 1. Im weiteren werden wir die Elemente von R die Operatoren
nennen. Das kénnen wir machen, weil wir in dem folgenden Paragraph zeigen wer-
den, daB M sich in R einbetten laBt.

§ 3. Die direkte Zerlegung von R
Satz 3. 1. Die Korper M~ und M™ lassen sich in der folgenden Weise in R

einbetten:

3.1) z - (p("}-{.l{llf}—‘_{%t)- [;GM', yEC*, p(0) =0, y = {0}+],

cy 5=0Lr0) [{f—ew, xeC-, x(m:o,x;e{or]-

BEwEels, Zu der Einbettung von M~ betrachten wir die folgende Abbildung:

P o (p-{1}".{0}") [p_ (G +]
q (Q'{l}_,.") qu !)GC ,_].(0)__0,},#(0} '
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@ ist eindeutig: Namlich, wenn % = —; ist, so gilt

pre=gq-r,
({1} -0-{1}7.{0}*) = (q- (1}~ -r-{1}~. {0} "), .

(p-{1}~.{0}*) _ (-{1}".{0}*)
(q-{1}".») (e-{1}",y2) ~

h 21, P2 p- und wir setzen

@ ist eineindeutig: Es sei ndahmlic
9 92

(Pa-{1)72 0} _(pa- {1}, {0))
e o (g:-{1}".») (g2+{1}".») ~
Daraus ergibt sich
(Pr-{1}" g2+ {1}, {O}*) = (g1 - {1}~ P2+ {1}, {0} "),
pi-{1}7 g2 {1} = q,-{1}7-p- {1},
Pr°q92=4q1°P2»

Py _ Pa

?
" q1 q2
was zu zeigen war.

Im weiteren wird gezeigt, daB die Verkniipfungen bei der Abbildung erhalten
bleiben

o R e

_ (ot} +q-r-{1}7.{0}") _ (p-o-{1}".{O}") (q-r-{1}",{0}*) _
(g-e-{1}",») (g-0-{1}",») (g-e-{1}7,»)

_ @ (0, ({10 _ (p[ﬂ]w[f.].
q 0

@-{1}"»n " -}y

P.rl_ol2r| - (per-{)7.{0}") _ (-1} -r-{1}".{0}*) _
(P['q a] 'p[q e] (g-2-{1}",») (g-{1}~-0-{1}~,{0}*)

_ (-} {0}0)-¢- {11, {0}) _ (p-{1}~.{0}") (-{1}".{0}") _
@-{1}7,»-C-{1}".» (g-{1}",» (e-{1}".»

- o(2)ole)

Die Existenz der Einbettung (3. 2) konnen wir ganz analog verifizieren.
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Bemerkung 3. 1. Nach diesen Einbettungen kénnen wir genau durch die Ele-
mente von M~ JM™* in R nicht dividieren. Ferner haben die Verkniipfungen (2. 11)
und (2. 12) einen Sinn fiir die Elemente der Korper M~ und M*,

Satz 3. 2. Der Ring R ist die direkte Summe (im Sinne der Ringtheorie) der
Karper M~ und M*, d. h.

R=M"M*+.
Beweis. Die Elemente von R lassen sich in der Form
(3.3) r=n+p (neM~=, pe M)

schreiben.

Ist ééR, dann gilt

P A L PR ) e L SO ) LS Y A LY i

R (1 R (| S S 11 B Fan (R AR (1)
VAt (VR 0 50 W RV Akt 1150 W Al
()7 e () e - (gt ) T g gt

Wenn géM‘ und :EM+ ist, dann gilt

.
(3.4) =0

Es ist nimlich

q . u_ (@{1}7.{0)") (0} . u-{1}*) _ (e-{1}~,{0}*)- (0}~ u-{1}*) _

e v ({1}, o} T (e-{1},»)-(xo-{1})
(-0  _ 0 _,

Ty (1) T (1) T

Die Darstellung (3. 3) der Elemente von R ist eindeutig.
Setzen wir fiir irgendein r€ R

r'=n, +p1(ﬂ1€M_,p1€M+)’

und
r=mn,+p,(n;€EM-,p, e M*).
Dann gilt
ny+py = ny+p;.

Daraus ergibt sich nach (3. 3)
nysny =mny-ny und pyepy = py-py,

und folglich
ny=n, und p,=p,,

was zu zeigen war, Damit ist der Satz 3. 2. bewiesen. Aus diesen Sdtzen ergeben sich:
einige einfache Folgerungen.
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Folgerung 1. Aus re M~ und re M ™ folgt r=0.
Folgerung 2. Sind rée R und me M~ UM?", dann gilt remeM - UM™.
Foleerung 3.

g u_ (g-{7u{1}") [q Mo
k3 et o T 1), e 1)) Tl Ao

Wenn ¢(0)=u(0) und ¢(0)=v(0) sind, dann gilt die einfachere Formel

g u _(q.u
3.6 - = :
¢.6) e o (e. v)

Folgerung 4. Fiir eine beliebige komplexe Zahl % und f¢ C gilt
3.7 a=a"+a*,
(3.8) f=r"+sr".

Ich beweise (3. 8). Der Beweis von (3. 7) verlduft analog.

S U O {00 (1))

=Ty =T o 0P

B¢ it VR I\ i L) TR e L il L)
1= {13 {1} {1 {1}- {1

Bemerkung 3. 2. Wegen des Satzes 3. 2. konnen wir von der negativen und der

positiven Komponente eines beliebigen Operators von R sprechen, fiir die folgende
Rechenregeln gelten:

+ =f-+f*.

a+b=(a +b")+(@* +b"),
ab=a b~ +a*-b*.
Bemerkung 3. 3. Auf Grund der Mikusinskischen Theorie liBt sich ecine all-
gemeinere Theorie mit Hilfe des Satzes 3. 2. und der Abbildung L in R leicht auf-

bauen. Aber oft ist es zweckmibBiger, sich auf die Analogie zwischen M* und R zu
stiitzen.

§ 4. Der Differentiationsoperator

Definition 4. 1. Den Operator s = werden wir den Differentiationsoperator

1
{
nennen.
Diese Benennung ist durch den folgenden Satz begriindet:

Satz 4. 1. Wenn die Funktion f(t) eine im Intervall — o= <1t< == stetige Ableitung
f(t) hat, dann gilt

4.1 s{f@} ={D}+f0) (—== <1t'<=-<=).
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Bewels. Wegen der Stetigkeit von f7(7) ist

f0)= [ (@) de+£(0).}
d. h.
)} ={ [ @&} +{10),

bzw.

{7} = {1}- {y'O}+ {/0)}.
Daraus ergibt sich unmittelbar

s = 7O+ 0) = ey,

und damit ist unsere Behauptung bewiesen.

Satz 4. 2. Fiir eine beliebige komplexe Zahl x gilt

I e 2t
4-2) i {(n—li"’ ]

wobei n eine natiirliche Zahl ist.

BEwEIs. Zuerst zeigen wir, daBB der Operator (s—a)" ein Inverses in R hat.
Dazu geniigt es einzusehen, dall s—o ein Inverses in R hat, d. h. s—ad M~ UM~

SRR W " R 1 R C° SO U1 Bt 28 Y R 1) B C20) SO et 20).
o ap 1 {1}? {1y? (5 T
wobei die Funktion 1 —x -7 auf keinem Intervall identisch gleich Null ist. Also hat

die linke Seite von (4. 2) einen Sinn. Die Giiltigkeit der Formel (4. 2) konncn wir
durch vollstindige Induktion leicht beweisen.

Satz 4. 3. Ein Operator der Gestalt

Po(s) = 08"+ oy 18" 1o oy 5+t (2, # 0),

wobei die o; (i=0, 1, ..., n) beliebige, komplexe Zahlen sind, hat ein Inverses in R,
d. h. es ldpt sich durch ihn in R dividieren.

Beweis. Mit der Anwendung von (4. 2) ergibt sich

‘éfx,,_i'{]}"+l-.§“_i iéan_i_{l}i+l
P,(s) = Z%; ot = N

i _ IZ’ 'l_
(]
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n <
Das Polynom 2-1_:[;_'.:; ist auf keinem Intervall identisch gleich Null. So ist
i=o I
dieses Polynom ein Nichtnullteiler in R, womit unsere Behauptung bewiesen ist.
Man kann ganz analog den folgenden Satz beweisen:

Satz 4.4. Aus dem Zusammenhang
Ao S A Ay g o ST o St ag = Pue S Py S e+ Bres+ By

folgt
3,‘—_-[;,‘ (l'=0., l,....n).

Mit Hilfe der in diesem Paragraphen angefithrten Theorie kénnen wir lineare
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten l6sen.
Suchen wir zum Beispiel diejenige Losung y der Differentialgleichung

4.3) V' =3:.y'+2-y=¢ (o =t < ),
welche die Bedingungen
4.4 y(0)=1, »'(0)=0

erfiillen soll.

Aus der Gleichung (4. 3) folgt, daB die gesuchte Losung y auf dem Intervall
—oo=t=-oo zweimal stetig differentierbar sein mub.

Aus den Zusammenhiingen (4. 1), (4. 2) und (4, 4) ergibt sich

—l!;-_—s.}'—]’ {e’}:sll,

V' =sty—s.
Substitutieren wir diese in die Operatorform der Differentialgleichung

(4.3) y'=3:y'+2.y = {e},
dann folgt
|
Ve e Yty Ve — —
§2ey—85§—=3.5.y4+342+) —1
und hieraus .
s?—4.5+4 (s—2)? §—2

YE D) (73512 ~ G- (5= (—1)?F"

Nach der Zerlegung in Partialbriiche erhalten wir die Gestalt

L . i ) 5
T os=1 e

Daraus ergibt sich nach (4. 2)
(4.5) y={e}—{t-e'} = {&—1.¢},

womit die Differentialgleichung (4. 3) unter den Bedingungen (4. 4) gelost ist.
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Mit Riicksicht darauf, daB wir in der Mikusinskischen Theorie die Differential-
gleichung (4. 3) im Intervall (— ==, ==) als Operatorgleichung nicht betrachten kénnen,
erhalten wir ihre Losung bei dieser Mikusiniskischen Methode unmittelbar in dem
Intervall [0, ==), beziechungsweise im Intervall [4, =) (—==<=/i-=2), wenn wir die
Formel (7. 5) von [4] benutzen. Es scheint zweckmaBiger zu sein bei der Losung
der Differentialgleichungen die in dieser Arbeit angefiihrte Theorie zu verwenden,
weil man jetzt keine Schwierigkeiten mehr damit hat, dall wir nicht durch gewisse
Operatoren in R dividieren konnen.

Ganz anders ist die Lage im Zusammenhang mit der Verschiebung entlang der
t-Achse.

In R existiert der Verschiebungsoperator nicht, d. h. es gibt keinen solchen
Operator a; aus R (A4+0), so daB die Formel

(4.6) a;-f = {f(t—7)}

fiir beliebige Funktionen aus C gilt.
Wenn es einen solchen Operator a, gidbe, dann wiirde fiir f= {1} aus (4. 6)

folgen
a;-{1} = {1},
= ],

was offensichtlich ein Widerspruch ist.

Da die Verschiebung entlang der t-Achse in der Mikusinskischen Theorie durch
die Multiplikation mit dem Operator e~*" ** (siehe [1]) realisiert wird, ergibt sich
folgende Frage: Existiert der Operator e~** in R? Und wenn er existiert, was ergibt
dann das Produkt e—s4-f( f€C)?

Um dies zu beantworten, werden wir uns jetzt mit der stetigen Ableitung von
Opcratorfunktionen beschiftigen.

§ 5. Stetige Ableitung der Operatorfunktionen

Definition 5. 1. Eine Funktion einer reellen Variablen, deren Wertebereich in R
liegt, werden wir eine Operatorfunktion nennen.

Definition 5. 2. Ist f(2) eine auf einem endlichen Intervall 7 definierte Operator-
funktion, und existieren ein Operator p und eine Funktion f; (2, 1) so, daB die Be-
dingungen

L. p~%, f1(4, 1) €C (A€D),

2- f;f-) ‘:' P {fl (;".' r]}‘

3. —r-J—f'—(S;' 44 ist im Gebiet D = {
die Funktion f(4) in [ stetig differenzierbar ist. und

of (4. 1)

07

A€l

— o =] =co

} stetig gelten, dann sagt man, dal

.1 f(A) = p-{

ihre stetige Ableitung ist.
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Bemerkung 5. 1. Die Stetigkeit von f, (4, ¢) folgt aus den Bedingungen 1. und 3.

Bemerkung 5. 2. Jede reellvariable komplexvertige Funktion (d. h. jede Zahlen-
funktion) ist auch eine Operatorfunktion. Im Falle einer Zahlenfunktion, die im
gewohnlichen Sinne eine stetige Ableitung besitzt, fillt die oben gegebene Definition
mit der gewdhnlichen Definition der stetigen Ableitung zusammen,

Die stetigen Ableitungen von Operatorfunktionen haben die folgenden Eigen-
schaften, die man ganz analog beweist, wie die Entsprechenden bei Mikusinski ([1]).

Satz 5. 1. Die stetige Ableitung einer Operatorfunktion ist eindeutig bestimmt,
d. h. sie ist unabhdingig von der Wahl des Operators p.

Satz 5. 2. Sind die Operatorfunktionen f(A) und g(2) in einem endlichen Intervall
I stetig differenzierbar, so ist auch die Funktion a-f(.)+b-g(2) (a, b€R) in I stetig
differenzierbar, und zwar ist

(5.2) (@-f()+b-g(A)) = a-f () +b-g"(3).

Satz 5. 3. Sind die Operatorfunktionen f(4) und g(4) in einem endlichen Intervall
I stetig differenzierbar, so ist ihr Produkt f(2)-g(A) ebenfalls in diesem Intervall stetig
differenzierbar, und es gilt die Formel

(5.3) (f(D)-8(D)) = f(2)-g(A) +[(2) -8 (A).

Satz 5. 4. Ist die Operatorfunktion f(1) in dem endlichen Intervall K stetig dif-
ferenzierbar und ¢(2) eine Zahlenfunktion, deren Werte in K liegen und die in einem
endlichen Intervall I stetig differenzierbar ist, so ist die mittelbare Funktion F(1)=
=f(¢(4)) in I stetig differenzierbar, und es gilt die Formel

(5-4) F'(2) = 1" (¢(A)- ¢(4).

Satz 5.5. Die in einem endlichen Intervall I stetig differenzierbare Funktion f(1)
ist in I konstant, dann und nur dann, wenn ' (2)=0 in I ist.

Definition 5. 2. Wir sagen, eine Operatorfunktion () ist in einem unendlichen
Intervall stetig differenzierbar und ihre stetige Ableitung ist /7(2), wenn dies fiir jedes
seiner endlichen Teilintervalle gilt.

Die vorigen Eigenschaften der stetigen Ableitung (ibertragen sich unmittelbar
auf die stetige Ableitung in unendlichen Intervallen.

§ 6. Die Exponentialfunktionen

Satz 6. 1. Wenn die Operatorfunktion f(1) den Bedingungen

6.1) (7)) = w-f() (WER, — < 1 < =),
(6.2) f0) =1
geniigt, dann gilt

f(2)
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BewEls. Betrachten wir die Operatorfunktion g(2) = f(4)-f(—4). Es gilt dann
nach (6. 1), (5.2) und (5. 3)

gA) =D SA)—S DS (=) —wfQ)-f(=D=Sf(A)-w-f(-1) =0

(— [= =0 = /-‘ - w)’
Demzufolge ist die Funktion g(4) nach Satz §. 5. fiir alle reelle 2 konstant. Nun gilt
aber wegen (6. 2)
2(0) = f(0)-f(0) = 1.
gD =fDf(=D) =1 (—oo<]<o).

Daraus ergibt sich nach Folgerung 2 der Sitze 3. 1. und 3. 2.

Folglich ist

(6.4) f(AGM- UM,
und die Formel (6. 3).

Satz 6. 2. Es gibt hichstens eine Operatorfunktion [(4), die den Bedingungen
(6. 1) und (6. 2) geniigt.

BEWEIS. Angenommen, es gibe zwei Operatorfunktionen f,(4) und f5(4), die
den Bedingungen (6. 1) und (6. 2) geniigen. Wegen (6. 4) kénnen wir die Hilfs-
funktion

f1(2)

8(4) = f2(2)

einfiihren, und es gilt nach Satz 6. 1.

g(4) = f1(2)fo(=2).
Offenbar ist

g'(2) = fi(A) Lo(=D) =1 (D) f2(=2) = wf (D) [o(=D)—f1(A)w-f(=4) = 0
(—e < A oo)’

und

Hieraus folgt
=1 (co<i<w),
d.h. es ist

i) =f(1) (e <d<e)

was zu zeigen war.

Definition 6. 1. Diejenige Operatorfunktion, die den Bedingungen (6. 1) und
(6. 2) geniigt, nennen wir Exponentialfunktion und schreiben

(6.5) f()=e"".

Nimlich, wenn w eine komplexe Zahl ist, dann geniigt die reellvariable komplex-
wertige Funktion e"# den Bedingungen (6. 1) und (6. 2), und sie ist nach Satz 6. 2.
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die einzige derartige Funktion. In diesem Fall schreibt man
(6. 6) eVt =(e*) =a
wodurch unsere Benennung begriindet ist.

Satz 6. 3. Wenn die Exponentialfunktionen e** und e** existieren, und t, u belie-
bige reelle Zahlen sind, dann gelten die folgenden Formeln:

6.7) () = W™,
(6.8) o
(6.9) (€")i=0 = W,
(6.10) i, ol = glwral
(6.11) M) — oWk
(6.12) . WH — eW(THI)

BEWEIS. (6. 7) und (6. 8) sind die Definition von e"* (6.9) ist eine einfache
Folgerung von (6.7) und (6. 8). (6. 10) beweist man folgenderweise: Nach den
Bedingungen des Satzes 6. 3. existieren die Exponentialfunktionen f,,=e** und f,, =

=e°*, fiir die gelten
f-; =W Of“,. f:, =W Ju,

L0 =1, f,00 =1

Daraus ergibt sich
(,fw '.fw)’ - f\:? 'fw +fw 'f;; =W 'fw '.fw +.fu- ‘@ 'f;u — (“’. a 0)) 'fw 'j;u ’
fw(O) 'fw(o) S lv
womit (6. 10) bewiesen ist.

Zum Beweis von (6. 11) betrachten wir die mittelbare Funktion e*“#_ Nach
(5. 4) gilt

und

(€Y = weetDog = wog. ™D,
Daraus folgt wegen
ew{r-O} = ewO = l
die Formel (6. 11).
(6. 12) ist eine Folgerung von (6. 10) und (6. 11). Wegen (6. 11) existieren nam-
lich die Operatoifunktionen e™ 4 und e™**, fir die

e Wi plwrtwi)i . p(w(T+m)i

nach (6. 10) gilt.
Fir 2=1 ist aber

e(w-r)t ‘elu-‘ml - etu'-t¥+ﬂlll‘

also ist nach (6. 11)
ewt_ew,u — ew(f+.ll]_

Damit ist der Satz 6.3 vollstindig bewiesen.
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Bemerkung 6. 1. Wenn wir
(6.13) e” =¢e"!
setzen, dann gilt nach (6. 11) ?®

ewi e ewli- by T e(u'q‘,j R ew‘i.

Auf Grund der Exponentialfunktionen kénnen wir weitere Funktionen erkldren,
damit werden wir uns aber jetzt nicht beschiftigen.

§ 7. Die Exponentialfunktion ¢~ **

Wir werden eine Operatorfunktion angeben, und zeigen, daB sie mite~**identisch
ist. Dazu ist der folgende Satz notwendig:

Satz 7. 1. Wenn die Operatorfunktion f(A) den Bedingungen
(7.1 (A =w-f2) (WER, 0 =4 < )
(7.2) J0) =1
geniigt, dann geniigt die Operatorfunktion

(%) fir 0=141
{#.3) F(A) = l

7=h fir A<0
den Bedingungen
(7.4 . F'(2) = w-F(4) (—= = A < =),
(7.5 F(0) =1
d.h. F(A)=e".

Der Bewels erfolgt in vier Schritten.

(a) SOSW) =fc+n) (O=1t<, 0=p <o)

Die Formel (a) konnen wir genau so, wie die Formel (6. 12), einsehen.

(b) Es existiert eine reelle Zahl 4,, mit A,=0 und f(4,)§ M~ U M™*. Entgegen
der Behauptung (b) nehmen wir an, daB f(A)e M~ U M™ fiir beliebige A=0 erfiillt
ist. Da die Operatorfunktion f(4) in dem Intervall [0, =) stetig differenzierbar ist,
schreibt man sie auf einem beliebigen endlichen Intervall [0, A] in der Form

(7.6) ) =p-{fiGG 1)} (p~'eC),

0=i=41

-—oc-c[-c_".'_'ao

wobei die Funktion f,(4, 7) in dem Gebiet D = { } stetig ist. Wegen der
Stetigkeit von £, (4, 1) gilt

(.7 lim £, (s 1) = f(0, 1) (=0 <1 <)

falls 2, -0 (0=2,=A).

i5s D
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Aus der Formel (7. 6) folgt wegen unserer Annahme, dal3
(7.8) filh)eM-UM*

fiir beliebige A>0 gilt, d.h. f,(4,r) ist als Funktion von ¢ identisch gleich Null
auf mindestens einem der Intervalle (—<=, 0] oder [0, ==).
Daraus ergibt sich wegen (7. 7)

(7.9) SO, )eM- UM,

welches der Formel (7. 2) widerspricht.

Damit ist die Behauptung (b) bewiesen.

(c) Ist f(Ao)4 M~ |UM™ fiir irgendein /=0, dann ist /(1)§ M~ UM™ fiir jedes
A=0. In diesem Fall gilt nach (a)

(7.10) S fl=20) = [(hg) (0 =lp =4 <)

woraus sich die Behauptung (c) aus der Folgerung 2. der Sitze 3. 1. und 3. 2. unmit-
telbar ergibt.

(d) Die Funktion F(Z) geniigt den Bedingungen (7.4) und (7. 5). Wegen der
Giiltigkeit von (b) und (c) hat die Definition (7. 3) von F(2) einen Sinn. Aus (7. 3)
und (a) folgt, daB die Funktion F(2) auch die Eigenschaft

(7.11) F(1)-F(p) = F(t+np) (oo < T < o0, —o0 < I = o)

hat. Es sei [a, b] ein endliches Intervall. Nach (7. 11) und (7. 3) gilt
(7.12) F() = F(a)-F(A—a) = F(a)-f(A—a) (a=i=0b),
und wegen (5. 2), (5.4), (7. 1) und (7. 3) folgt

F'(A) = F(a)-f'(A—a) = F(a)-w-f(A—a) = w-F(4) (@a=1=0b).
Damit, denn F(0)=1 ist trivial, ist der Satz (7. 1) vollstindig bewiesen.
Satz 7. 2. Es gilt
Lﬂ]} fir 0=,

(7.13) VU
{(p-).“ _))} ﬁ-f!' )' - 0
{(P—;.(f)} 4
wobei
t—u fiir pu=t,
(7.14) e,(1)=1 0 fir O<t<pu, @O=p

t Jr =0

Bewels. Wegen des Satzes 7. 1. geniigt es zu zeigen, daB die in dem Satz 7. 2.
gegebene Operatorfunktion auf dem endlichen Intervall [0, 4,] (0=24,) die folgenden
Bedingungen befriedigt:

(7.15) f(2) = —s-1(3),
(7.16) f0) =1,
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Es seien
322 fir 0=,
(7.17) o 0 fir —A,<t<0,
_"l"(t"'j.o)z fﬁt‘ l' é'_;no,
und

3e(t—=2)? o A=
(7.18) Hild. 1= 0 fir —2o+A<t<A4,
—3-(t+4,—A)? fiir t=—-2,+4,

dann sind die Funktion f;(4, 7) und

_ —t+4 fir A=s1,
(7.19) f)f‘%ﬁ = 0 fir —d,+Ad<t<d,
t+4g—A4 fir t=—-2y+4,
g . 0=i=1 : o
im Gebiet D = BT stetig. Ferner gilt die Formel
(7.20 @ =2 )
{@,(1+A)}
im Intervall [0, 2,). Es gelten ndmlich
f%-(l—t)z-(‘t—-ﬁ.}d'r filt A%
A
{p:(0)}-p~" = 0 fir —Jo <t <4,

._;‘0

— [ =) (=3 (c+2))dr fir 1=—12,

und
f(f—t)-{:-(r—l)zdt fir A=1,
{@:(t+ D) {f1 (A1)} =1 : 0 fir —A<t<0,
—ff; (A, t—1)(t+Adr fiir t=-12,
wobei ;

f
[ =03 =2 dr =4 (=0 4+ (= )B4 -

& I

— [-4 (=0 (c—Ndr= [ (1~ (x— ) dr,
Fi

A

15*

227
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und

—ffl() t—1)-(t+A)dr = — ff,() X)(t—x+2i)dx =

1+ 4
0 fir —Ag+4A<t+4=0,
—dg+i
=) S E G+ (r-—r4~/)dr e i+d s =244 =
t+4
0 fir —A,=t1=-4,

- Ao+ A
- _[ Fo(x4+2g—=)2@—x+Ddx fir t=-12,, =

t+4

0 fir =4 <t=-14,

_,10

[ 1 +br-pdy fir t=—i,

sind, wo x = y+ A
So ist die Operatorfunktion f(4) im Intervall [0, 2,] stetig differenzierbar und es ist

)
(7.21) ¥ ) O {‘f'f)’i ”} ©=2=4y).
Anderseits gilt nach (4. 1) _ :
—s- ) = —s-p-{fi (D)} = — [{ @, ”} +1G 0)] { 4, ‘f,‘:'”} =
0 (A1) r)f,(z i | I

womit der Satz 7. 2. bewiesen ist, denn (7. 16) gilt oﬂ'enbar.'

Satz 7. 3. Es sei f¢C.
(A) Wenn die Funktion f im Intervall [ — 4, 0] identisch gleich Null ist, dann und
nur dann gilt

(7.22) e~*A.f = {f(t—2)} (—= <= A < ).

(B) Wenn die Funktion f im Intervall [—4i. 0] nicht identisch gleich Null ist,
dann ist

(7.23) e~* 4. f¢C.
BeEweis. Es sei zum Beispiel 2<0 und wir setzen
(7.24) ey (g€ C).
Die Formel (7. 24) ist mit
{o_.(t-4)} _ . _
{o_.(1)} PR

d.h. mit
(7.25) {o_, (=D} -f={o-;(0)}-2
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dquivalent. Nach den Relationen

f(r—r) f()dr fir 0=,

{o_,(t—A)}-f =1 0 fir A<1<0,

_.ff(;-—z)-(r—).)dr fir t=4,

also nach der Substitution 7 = r—y+4 folgt:

[ 0 f@de fir 0=1,

{o_(t—=A}-f = 0 fir A<t<0,

—f'(l—)') S(y—Ady fir =2,

f(r)  fir = I,
= {t}- 0 fir A<t=<0,
f(t-4) fir =4,

und
fg(l—r)-(t+i)dr fir —A=14¢,
—

{p_i()}-g =" 0 fir 0<t<=-—A,=

0
_f(,_f).g(:)dz fir t=0,
t

f“".")-g(yﬂ)d)- fir —A=1,
-2

— % 0 fir O<i<-—1,7=

0
_f(r——-r)-g(r)dt fir r=0,
T

g(t+4) fir —4
= {t}- 0 fir 0=
g(r) fir ¢

(— wo wir die Substitution T = 7—y— A angewandt haben —) ist die Formel (7. 24)
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mit den Gleichungen
(7.26) f)=0 (0=1t=-2),

(7.27) g ={f(t—2)

dquivalent, (A) ist fiir 0=/ ganz analog einzusehen,
Die Behauptung (B) offensichtlich, ndmlich dann fiihrt die Voraussetzung (7. 24)
zu cinem Widerspruch mit (7. 26).

§ 8. Die Transformationen 77, U, und D

Definition 8. 1. Als Operatortransformation bezeichnen wir jede Funktion F
die den Elementen x einer gewissen Teilmenge Dy von R Elemente F(x) aus R zu-
ordnet.

Die Operatortransformation F, mit dem Definitionsbereich D, heilt

homogen, wenn

(8.1) F(z-x) = a-F(x) (x€ Dg, o komplexe Zahl),
additiv, wenn

(8.2) F(x+y) = F(x)+F(y) (x,y€Dyp),
multiplikativ wenn

(8.3) F(x-y) = F(x)-F(») (x, y€ Dy).

Die Operatortransformation F hei3t /inear, wenn sie homogen und additiv ist ([4]).
Es gelten die folgenden allgemeinen Sitze, von denen wir nur den zweiten
beweisen werden.

Satz 8. 1. Ist F eine multiplikative Operatortransformation mit dem Definitions-
bereich C, fiir die

(8.4) F()§M-UM*, falls faM-UM*
gilt, dann ist
=S ] F(f) [f ]
il E} ¥ g
die einzige multiplikative Operatortransformation in R, die die Eigenschaft
(8.3) F()=F(f) (f€0O)
besitzt. Wenn F homogen ist, dann gilt fiir beliebige komplexe Zahlen
8.7 F(a@)=a.

Wenn F linear ist, dann ist F auch linear.

Satz 8. 2. Ist F eine Operatortransformation, mit dem Definitionsbereich C,
fiir die
(8.8) F(f-g)=g-F(f)+f-F(g) (f.8€C)
gilt, dann ist

8.9) [l] ve F(u)—u F(v) [f€R]
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die einzige Operatortransformation in R, die den Bedingungen

(8.10) F(f)=F() (f€0)

(8.11) F(x-y) =y-Fx)+x-F(y») (x,y€R)
geniigt. Ist F homogen, dann gilt fiir jede beliebige komplexe Zahl
(8.12) F(x)=0.

Ist F linear, dann ist F auch linear.

BEweIS. Es se1 x = % (u,veC)und y = %(p, q < C). Zuerst zeigen wir, daB} die
Definition (8. 9) von F korrekt ist.

Ist
u _p
ik
dann sind
U-q=10-p,

und nach (8. 8)
q-F(u)+u-F(q) = p-F(v)+v-F(p).
q-Fu)—p-F@v) =v-F(p)—u-F(q),
q*+v-Fu)—q-v-p-F@) = v*-q-F(p)—u-q-v-F(g),
q*-v-Fu)—q*-u-F(v) = v*-q-F(p)—v*:p-F(q),

v-Fu)—u-F@v) _ q-F(p)—p-F(q)
v? - q; .

Daraus ergibt sich

was zZu zeigen war. B
Jetzt zeigen wir, daBl F den Bedingungen (8. 10) und (8. 11) geniigt.:

F(f) = F{f;?‘f] o B0 Teg-Fl) q’-F(f)+4-ff_!:§r_)_—__f-q-F(q) -

q q
2-

Fev o _plup|_veq-Fu-p)—u-p-F(v-q) _
TR _F[v-q] 5 (v-q)? .
_veq-p-F)+v-q-u-F(p)—u-p-q-F()—u-pvF(q) _

- T - -

_ q-p(v-F)—u-F(v))+u-v-(q-F(p)—p-F(q) _

[Tzoqz —
- L S T L T T S R G R F

Die Existenz von F ist damit bewiesen.
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Man mufB nun noch die Eindeutigkeit einer solchen Operatortransformation
zeigen. Nehmen wir an, daBl die Transformation F* auch die Eigenschaften (8. 10)
und (8. 11) besitzt. Dann ist offenbar

F*(1) = F*(1-1) = 1. F*(1)+1.F*(1) = 2. F*(1).

Hieraus folgt

F*(1) = 0.
Aus
0=F*(l)=F*[%] [ ] F(0)—v- F‘[]]
folgt noch
" | I e
F [b]_ _[:_é‘F([)'
Es gilt also

1
F'[‘.‘] = F*[u-{!] - l-F(tr)+::-f‘*[L__J = : s Fu) l“z F(v) =

_ ve F(u)—u F(v) _F[ ]

Die iibrigen Behauptungen des Satzes 8. 2. beweist man sehr einfach.

Bemerkung 8. 1. Man sicht leicht, daB fiir beliebige x, ye R (y4 M~ UUM™) im
Zusammenhang mit den vorigen Sitzen

= I x __F(x)
bzw,
(8. 14) }?‘[ ]* v-F(x)—x-F(»)
l
gilt,

Im weiteren werden wir uns mit den entsprechenden denjenigen Operator-
transformationen beschiftigen, die bei Mikusinski eine wichtige Rolle spielen.

Definition 8. 2. Es sei fiir beliebige reelle k£ <0 und komplexe z

(8.15) T*(f) = {e*'-f(2),
(8.16) U(f) = tk-fk-1)}  (f€C),
(8.17) D(f) = {—1t-f(1)}.

Offenbar sind diese Transformationen in C linear, ferner gilt der folgende.
Satz 8. 3. T* und U, sind multiplikativ in C, und D besitzt die Eigenschaft (8. 8).
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Bewels. Ist f, g€ C, dann gilt
T*(f-g) = T*({ [ ft—)- 2@ de}) = {e**- [ f(1—1)-g(@)dt} =
0 0

= {fez{:—r} 'f(f—'()-(”':og(‘r)dt} = T*(f)- 7*(g),
0
1 k-t
Ui(f-8) = U({ [ 1t —n)-g@ae)) = {k- [ flk-1-7)-g(x)dr} =
] 0
= {k- f Skt —kp)-glh-y)-k-dy} =
0

={ [k-S(k(t—1)-k-gk-p)dy} = Ui(f)- Up(g),
und ;

D(f-g) = D({ [ [t~ -g@dt}) = {1 [ft—7)-g(r)dt} =
={ f (—(t—1)—7)-flt—1)-g(x) d} = fk (t—1)-f(t—1)-g()de} +
0 0

+{ f ft=1)-(~7-g(@)dc} = g- D(f) +f- D(g).

Nach den Sitzen 8. 1. und 8. 2. konnen wir in der dort angegebene Weise die Trans-
formationen 77, U, und D fiir R erweitern.

Bemerkung 8. 2. In der Mikusinskischen Theorie kann man die Transformation

U, nur fiir k<0 erkliren.
Man sieht ferner leicht, daB die Transformation U_,; im Teil M* von R mit der

Abbildung L (siehe § 1.) identisch ist.
Fiir den Differentiationsoperator s gilt der folgende

Satz 8. 4. Es gelten

(8.18) Ts) = 85—n,

(8.19) U.(s) = i]( .5,

(8.20) D(s) = 1.
BEWEIS.

B O
o U*[{l}] e Ml i

9= pl|-L]=-2M-1-D(1)) _ {1} _
D(s) = D[{I}] = L =i = L
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§9. Uber den Quotientenring, der durch eine Basisfunktionbestimmt ist

Definition 9. 1. Eine auf einem endlichen oder unendlichen Intervall (a, b) de-
finierte reelle Funktion u(x) heit Basisfunktion, wenn sie die folgenden Eigen-
schaften besitzt:

1. u ist stetig,

2. u ist streng monoton,

3. Iim [u(x)| = lim |u(x) = e=.

x—=+a+0 X—+h—
Wir zeigen, daBB man zu jeder Basisfunktion einen, zu R isomorfen Ring zuordnen
kann, so daB R zu u= {x} gehort.

Es sei u eine beliebige Basisfunktion in (a, b), ferner sei u~' ihr Inverses und
X ihre Nullstelle, d.h. u(x,)=0. Es bezeichne C, die Menge der in (a, b) stetigen,
komplexwertigen Funktionen,

In C, betrachten wir neben der gewohnlichen Addition die folgende Verall-
gemeinerung des erweiternten Faltungsbegriffes (2. 2)

-1

0.0 fg={[ ' @®-pON)-gMNdu ()} (a<x<b).
Aus (9. 1) ergibt sich (2. 2), wenn p= {x} ist. Im weiteren werden wir unsere vor-
herigen Bezeichnungen beibehalten. Zum Beispiel wird C.) einfach mit C bezeichnet.
Satz 9. 1. Die Strukturen C und C, sind isomorph.
Beweis. Betrachten wir die folgende Abbildung:
(9.2) L{fON)={/(u(=)}  (f€C).

Offenbar ist L, eine eineindeutige Abbildung von Cauf C,. Wir zeigen, daB die Abbil-
dung L, operationstreu ist. Ist f, g€ C, dann ist

L,(f+8 = L,({f()+g(n)}) = {/(u(®) +2(u(x)} = {f(u(x)} +{e(u(x)} =

= L,(f)+L,(g),
und

L,(f-g) =L, [{ f f(t—1)-g(v)d}) = {J{x)f(u(x)—r)og(r)dr} =
0 0

= { [/ (0x)—u(»)-g(n(»)du(»)} =

I

{ ] S ) = () g (0 () die (1)} =
= { ()} {g(u(x)} ="L.(f) L,(2).

Damit ist der Satz 9. 1. bewiesen.

Folgerung 1. C, ist ein kommutativer Ring, in dem die Nullteiler genau die-
ienigen Funktionen sind, die auf mindestens einem der Intervalle (a, x,] und [x,, b)
identisch gleich Null sind.
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Folgerung 2. R und der Quotientenring R, von C, sind zueinander isomorph.
Dieser Isomorphismus ist die folgende Erweiterung von L,:

‘3 ] L.(f) {f ]
9.3 L |=|=-= —€R].
o "[g L.(2) g
Im weiteren werden wir auch die Elemente von R, Operatoren nennen.

Definition 9. 2. Es sei {z}, fiir jede beliebige komplexe Zahl o, diejenige in
(a, b) definierte Funktion, die uberall den Wert » annimmt. Wie man leicht sieht,
lassen sich die komplexen Zahlen als

_ {o)s
e N (1%
in R, einbetten, und es gelten die folgenden Formeln:
9.5) a-f={a-f(x)} (feC),
(9.6) L@ =«

Definition 9. 3. f(x) und g(x) seien zwei Funktionen, die auf einer Umgebung
des Punktes ¢ erklirt sind. Den Grenzwert

Y| _ i SO
dg (X) |x=z x-z8(x)—g()"

wenn er existiert, nennen wir die Ableitung der Funktion f(x) nach der Funktion
g(x) im Punkte . Wenn der Grenzwert (9. 7) endlich ist, so sagen wir, daB die
Funktion f(x) nach der Funktion g(x) im Punkte ¢ differenzierbar ist.

©.7

Definition 9. 4. Den Operator s, = werden wir den Differentiationsopera-

l -
{1}
tor nach u nennen.
Diese Benennung ist durch den folgenden Satz begriindet:

Satz 9. 2. Wenn die Funktion f(x) eine im Intervall a<x-=b stetige Ableitung

nach der Funktion p(x) hat, d.h. die Funktion ::,t{ g; ist im Intervall a=x-<b stetig,
dann gilt

_)df(x) r
©.8) s {/0) = { iy e @<x<b)

BeweEls. Man sieht leicht, daB die Stetigkeit der Funktion f(x) aus der Differen-
zierbarkeit von f(x) nach u(x) wegen der Stetigkeit der Funktion u(x) folgt, somit
hat das Produkt s, - { f(x)} einen Sinn.

Es bezeichne L, ' das Inverse von L,, dann gilt offenbar

-9 L'({f)) = {f(e~' )} (feC,),
und

y 7 56 T TR 7. e
©.10) 120 = 23 () = g =y =



236 A. Szaz

Daraus ergibt sich
.11 s, {0} = L(Ly " (s {/}) = Lu(Li ' (5,) L' ({/(0)})) =
= L,(s{f(uz" (1))})-

Wir zeigen. ist die Funktion f(x) nach der Funktion p(x) im Punkte ¢ differenzier-
bar, dann ist die mittelbare Funktion F(1)=/f(x~"(¢)) im Punkte () im gewdhn-
lichen Sinne differenzierbar und zwar ist

ey - T@ |

9.12 F =——c]
9.12) (1(9) oy

Nach einem Satz; der sich auf den Grenzwert der mittelbaren Funktion bezieht, gilt

il = i FE) NG O N IE) -
4 (u(g)) N .?,T,;, 1—p(S) s :!.l,Tg) t—u(é) &

f®) =) _ df(x) |

os Tigpy LTINS

x~g R)—p(©) ~ du(x) =g’

womit die Formel (9. 12) bewiesen ist,

So ist
F = - - b s
{F'(u(x))} { du(x) @EE=g
woraus die Stetigkeit der Funktion F’(r) wegen der Stetigkeit der Funktion :g((?)

folgt.
Nach (9. 11), (9. 13) und (4. 1) ergibt sich

S {fQ} = Ly(s-{f(™" (1)) = Ly(s-{F()}) = L,({F' (1} + F(0)) =

= Lu({F’(’)})'*'Lu(F(O)) ) {F’(ﬂ (.‘r_))}-I-F(O) = {;?:{(3 +/(xo),

womit der Satz 9. 2. vollstindig bewiesen ist.
Wir kdénnen ganz analog aus (4. 2) den folgenden Satz einsehen.

Satz 9. 3. Fiir eine beliebige komplexe Zahl = ist

1 . iy ””_}E
o G~ Lot <™

Bemerkung 9. 1. Mit Hilfe der Abbildung L, konnen wir die Ergebnisse der
Theorie, die man in R aufbauen kann, auf R, leicht iibertragen.

Im weiteren werden wir auf gewisse Anwendungen der in diesem Paragraphen
angefiihrten Theorie verweisen. Die Anwendung der Theorie die zu der Basis-
funktion p = {x—x,} gehort, ist zweckmiBig bei der Losung der linearen Dif-
ferentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten, fiir den Fall, daB die Anfangs-
bedingungen im Punkte x, =0 vorgeschrieben sind.
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Néhmlich, dann gilt nach (9. 8)
(9.15) Stx—xg) * LX)} = {S/ (D} +S(x) (== =x < ).
Bei der Losung der Differentialgleichung von Euler

Dty x*li yo=h = yix) (a; sind komplexe Zahlen)
i=0

ist die Anwendung der Theorie, die zu der Basisfunktion = {In x} gehort, oft vor-
teilhaft.
Bei dieser gilt ndmlich

S+ ()} = (x-S (N +/(1) (0 <x =< ).

Die vorigen Differentialgleichungen kann man auch mit anderen Methoden der
Operatorenrechnung lésen (siehe [1] und [6]).
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