Nilpotente Endomorphismen von freien abelschen Gruppen

Von HORST MICHEL (Halle/S.)

Durch Anwendungen in der Theorie der vollergodischen maBtreuen Trans-
formationen mit quasidiskretem Spektrum wird das Studium nilpotenter Endo-
morphismen abzihlbarer torsionsfreier abelscher Gruppen nahegelegt ([1], [4], [5]).
Insbesondere interessieren (vollstindige) Invariantensysteme im unten beschriebenen
Sinn fiir solche Endomorphismen.

In vollstindigen torsionsfreien abelschen Gruppen endlichen Ranges hat P. R.
HALMOS [2] ein vollstindiges Invariantensystem fiir nilpotente Endomorphismen an-
gegeben.

Hier soll die Frage nach einem Invariantensystem fiir nilpotente Endomor-
phismen von endlich erzeugten freien abelschen Gruppen untersucht werden, die
in Satz 3. 1 beantwortet wird. Beziiglich der Vollstindigkeit dieses Systems sei auf
die die Arbeit abschlieBende Bemerkung verwiesen.

Die erhaltenen Resultate liefern eine wichtige Klasse von Beispielen fiir die
oben erwiithnte Anwendung.

1. Bezeichnungen und Definitionen

N bezeichne die Menge der natiirlichen Zahlen, [m, n] das kleinste gemeinsame
Vielfache und (m, n) den groBten gemeinsamen Teiler zweler ganzer Zahlen m, n.

Ein Endomorphismus S einer Gruppe A heil}t nilpotent, wenn ein g€ N mit
Six=0 fiir alle x¢ A existiert, Das dabei kleinstmégliche ¢ heiBt der Nilpoten:z-
index von S.

Ist fiir jedes ¢ einer gewissen Indexmenge 7 eine Abbildung &, der Menge &
der nilpotenten Endomorphismen von A in eine Teilmenge N, N definiert, so

heif3t
{®,(S)1€1}

ein numerisches Invariantensystem von S, falls gilt:

a) Existiert zu zwei Endomorphismen S, §'€ € ein Automorphismus 7 von 4 mit
S’=TST!, so ist &,(S)=d,(S"), (1€1).

Ein Invariantensystem heiBBt vollstindig, wenn weiter gilt:

b) Ist @,(S)=@,(S"), (1€1I), so existiert ein Automorphismus 7" von 4 mit S'=
=TST—

¢) Zu jeder Wahl von Elementen n,€N,, (1€7) existiert ein S€S mit @,(S)=n,,
(el.
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Es wird sich zeigen, daB in unserem Fall / eine endliche Menge. also das Invarianten-
system endlich ist und daB alle N, so gewihlt werden kénnen, dal sie mit N iiber-
einstimmen.

Eine Untergruppe A" einer abelschen Gruppe heillt Servanzuntergruppe (engl.:
pure subgroup), falls jede Gleichung nx=a’, (n€N, a"€ A”) in A" l6sbar ist, wenn sie
in A lgsbar ist. Ist eine abelsche Gruppe A torsionsfrei, so ist jede Gleichung nx=a,
(n€N,ac A) in A eindeutig 16sbar. Daraus folgt leicht, daB in einer solchen Gruppe
der Durchschnitt eines beliebigen Systems von Servanzuntergruppen wieder Servanz-
untergruppe ist. Also hat in einer torsionsfreien abelschen Gruppe A4 der Begriff
kleinste A" enthaltende Servanzuntergruppe X(A”) in A fir jede Untergruppe 4" C A
einen eindeutig bestimmten Sinn, wenn man 2(A") als den Durchschnitt aller 4"
enthaltenden Servanzuntergruppen von A definiert.

In einer endlich erzeugten freien abelschen Gruppe A ist jedes Element x eindeutig
in der Form

X=myx,+-+m.x,, (m; ganzrational, x;€ A)

darstellbar, wenn r der Rang der Gruppe ist. Gruppen dieses Typs sind torsionsfrei,
so daB fiir sie insbesondere die Definition von X(A4") fiir jede Untergruppe A’
Sinn hat.

2. Vorbereitende Siitze

Fiir Servanzuntergruppen in endlich erzeugten freien abelschen Gruppen gelten
zwei einfache Eigenschaften:

Hilfssatz 2. 1. Die Untergruppe A’ einer endlich erzeugten freien abelschen
Gruppe ist genau dann direkter Summand in A, wenn A’ Servanzuntergruppe ist.

Bewels, Ein direkter Summand ist stets Servanzuntergruppe. Ist umgekehrt A4’

'

Servanzuntergruppe, so wihle man in 4 und A" zwei Basen a,, ..., a,und ay, .... q,,
(r=s)mita; =¢a;, (i=1, ..., r), was nach [3], S. 126 stets moglich ist. Aus der Servanz
von A" folgt g;=1, (i=1, ..., r). Die a; bilden also eine Teilbasis der a;, woraus die
direkte Zerlegbarkeit von A folgt.

Folgerung 2. 2. Der Durchschnitt 4] () A5 zweier direkter Summanden 4], A3
einer endlich erzeugten freien abelschen Gruppe A ist direkter Summand in A.

Satz 2. 3. Ist S ein nilpotenter Endomorphismus mit dem Index q in einer endlich-
dimensionalen Linearformengruppe A, bezeichnet weiter

As = {x€A|S*'x = 0}

die Menge uller Elemente aus A mit dem Index q. so gilt fiir die durch
S'x B g
g; = max \eEN TGA fiir alle x¢€ Agy, i=l, . q=1)

definierten natiirlichen Zahlen ¢; die Teilbarkeitsbedingung

gleiv, (=1 ..,49-2).
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Beweis. Nach Definition von g, &,, gelten die Beziehungen S'x/e < A,
Sitlx/g,. €A, (x€Ag). Aus der ersten von diesen folgt aber S'*!'x/g€A4 und
man hat somit S**' x/[e;, &, ,]1€ A, (x € Ag). Das ist aber mit der Definition von ¢,
nur vereinbar, wenn glg; ., gilt.

Satz 2. 4. Ist S ein nilpotenter Endomorphismus mit dem Index g in einer endlich-
dimensionalen Linearformengruppe A, so existiert ein Element xo€ A mit S ' x,+#0
derart, daf die Elemente

SXy S 1x0

Xo»
0 sl ’ ’ P

q-1
linear unabhdngig sind und einen direkten Summanden B in A erzeugen.

Bewels (durch Induktion nach g): Ist g=1, so wihle man ein unteilbares x,
aus A, Dann ist B={x,} direkter Summand in A. Ist der Satz fiir ¢—1 bewiesen,
so auch fiir den Endomorphismus S auf dem Wertebereich SA4, der selbst eine Linear-
formengruppe darstellt, auf der aber S den Index ¢—1 hat. In S4 moégen also die
Elemente

,  Sx . STx

0> 8; y revy Eq P
linear unabhingig sein und einen direkten Summanden B in SA4 erzeugen. Zunichst
zeigen wir, dabB ¢ =g, (i=1, ..., ¢—2) gilt. Nach Definition gilt

5}9 (i= l?"'sq_l))

(1) z:,-=max{t:eN e

-

(2) & = max {sEN‘-‘S;- €SA fir alle .\'E(SAJS}, (i=1,...0-2).

i i
Aus (1) folgt § S = 3 _in) € S§A4 fir alle Sx< S(A45)=(S4)s und daher wegen
i »

(2) g;=¢/. Aus (2) folgt weiter wegen (SA4)g=S(Ag) Ss’x €A fir alle x€ Ag, also

mit (1) & =¢;. Es sind also die Elemente

4 Su=3x2
0 R L e ’
&y sqv.‘!
die in SA — wie vorausgesetzt — einen direkten Summanden B bilden. Sei nun x,
ein Urbild von x; unter S (also x5= Sx,), dann gilt

q-1
Sxo

A3)

€A - ¢&lg,_,.
B

[
tion von S 'x,/e und S x,/e, darstellbar also selbst Element von A4, was aber
der Definition von ¢, _, w1derspncht

Denn andernfalls wiire [e, &, ,]>¢,-, und als ganzzahlige Linearkombina-
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Wir zeigen nun, daB

-1
Sx, %X,
Xgs ——5eres-

& i

linear unabhéngig sind. Sonst wire

Se-1
4) Mg Xo+ My §x_q_+ et mg_y Yo _o

& -1

q—1
mit > |m;| # 0 moglich. Durch Anwendung von S folgt hieraus (man beachte
i=0
S%x,=0!) wegen der vorausgesetzten Unabhingigkeit der so entstehenden Elemente in
SA die Beziehung mo=m, =---=m,_,=0. m,_, #0 hitte aber S7~'x,=59"2x;=0
zur Folge, entgegen der Voraussetzung. Nun sicht man leicht, daB dis
Sxo §9"1xo

Xgs — = ees

einen direkten Summanden B in A aufspannen. Ist ndmlich fir y€ A

Sx e - e -
(5) my = moXo+m; 0+ tmy_, . 2,
& &k 8,1
was mit my € B gleichbedeutend ist, so gilt
J Sx{ Se=3x2
mSy = mgyxo+m, -°+---+mq_2 2,
El Sq_z .

also mSy € B. Als direkter Summand ist B nach Satz 2. 1 auch Servanzuntergruppe
in SA, also gilt sogar Sy € B und daher m|m;, (i=0, 1, ..., ¢—2). Unter Verwendung
der Bezeichnungen m;=m,/m, (i=0, 1, ..., ¢—2) hat man nach (5) mit

’ ’ Sxo ’ S"“zxo m -1 Sq_l.\'o
y—[moxo+m1 2 ey, - 0 =01
£y g 81-2 m Eq-1
ein Element aus 4 und folglich ist auch
(m,m,_,) §1-1x,
m g

cA
a—1

Nach (3) erhélt man hieraus €4—1, also m|m,_,. Damit ist gezeigt,

(m, m, ) ot
daB alle auf der rechten Seite von (5) vorkommenden m;, (i=0, 1, ..., ¢—1) Viel-
fache von m sind, woraus y € B folgt. Also ist B Servanzuntergruppe in 4 und nach

Satz 2. 1 direkter Summand in A.

Satz 2.5, Ist S ein nilpotenter Endomorphismus in einer endlichdimensionalen
Linearformengruppe A, so bilden der Index ¢ von S und die durch Satz 2.3
definierten natiirlichen Zahlen ¢,, ..., ¢,_, ein Invariantensystem fiir S.
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Bewels. Es sei S’ ein weiterer nilpotenter Endomorphismus aus & und es exi-
stiere ein Automorphismus 7 von 4 mit S'=7ST".

1. Es gilt S9x=0, (x€ A), also T-' §"9Tx=0 und S"7y=0, (y € A). Weiter folgt
aus der Existenz eines x, € A mit S9! x, =0 die Existenz eines y, € A mit $97 1y, =0,
man braucht nur y,=T7Tx, zu nehmen und zu beriicksichtigen, daB 7 als Automor-
phismus von Null verschiedene Elemente der Gruppe wieder in solche {iberfiihrt.

2. Setzt man fir i=1,...,q—1

£(S) = max lsEN'—'?; €A fir alle xEAs},

N

},,-,

&(S) = max Is'eN €A fir alle x’eAs-},

| &
so folgt wegen As= TAg und S”"T=TS" aus

.S_B-JE €A fir alle x¢Ag

die Beziehung

‘_S‘_;_“eA fir alle x'€As.,

also £=¢(S") und daraus nach Definition von ¢(S) auch £(S)=¢/(S’). Aus
Symmetriegriinden erhdlt man auch & (5")=¢/(S) und damit die Gleichheit.

Der Satz 2. 4 lieferte ein Verfahren. um von A einen direkten Summanden B
mit der Eigenschaft SBc B abzuspalten. Um dieses Abspaltungsverfahren auch auf
den i.a. nicht eindeutig bestimmten komplementiren direkten Summanden B,
(A = B® B) anwenden zu kénnen, muB man zeigen, daB B so gewihlt werden kann,
daB S einen End omorphismus von B induziert.

Satz 2. 6. Ist S ein nilpotenter Endomorphismus mit dem Index q in einer endlich-
dimensionalen Linearformengruppe A und erzeugen die Elemente

\ Sxq St=1x,
Xos — , teey Ky
€y Eg-1
einen direkten Summanden B in A, so existiert eine Untergruppe Bin AmitA =B®B
und SB < B.

BEWEIS. (durch Induktion nach g). Fiir g=1 ist die Behauptung trivial, offen-
bar leistet dann jeder zu B={x,} komplementire direkte Summand B das Ver-
langte.

Nehmen wir den Satz fiir ¢—1 als bewiesen an. Ist S ein nilpotenter Endomor-
phismus mit dem Index ¢, so ist S(SA)< SA, also S auf SA einschrinkbar und
dort vom Index ¢—1. SB ist direkter Summand in SA4 und es existiert nach Induk-
tionsvoraussetzung eine Darstellung SA = B, ® B, mit B,=SB, SB,CB,.

Es sei B, ={x¢ A|Sx¢B,}. Dann ist B, Untergruppe von 4 und sogar Servanz-
untergruppe in A, denn ist y€ 4 und my € B, also mSy € B,, so ist, da B, als direkter
Summand in S4 Servanzuntergruppe in SA ist (Satz 2. 1), auch Sy¢ B,, also y€B,.
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Es gilt {B, B,}=A. Ist nimlich x¢ A, so gibt es eine eindeutige Darstellung
Sx = y+z, (y€By.z€B,). Zu y€ B, SA existiert ein y, € B mit Sy,=y. Also
gilt S(x—y,) =z und somit x—y,€B,. x€A ist also wegen x = y,+(x—y,)
Summe zweier Elemente aus B bzw. B,. Weiter gilt BB, = {0}, denn x< BN B,
hat Sx¢ B, B, zur Folge, also Sx=0. Da ¢=2, so gilt wegen

Sxo e Lt Y
X =gXogt 0y ——F > +y_ag— + 0y
: : £, 8g-2 Bg—1
die Bezichung
S2x o -
0= Sx = agSxo+a; ——+ +0,_ -2,
0 0 1 q=2
&y Eq—z
St-4x,
woraus g =a, =+ =a,.,=0folgt und x=a,_, ——, alsog,_, x=a,_, §*" 1 x,=

&g-2
=S(2,-1 S 2x,) € SB=B,,. Man hat daher s,,_z;G_Br, M By, was wegen der Kom-
plementaritit von B, und B, nur mit x=0 moglich ist. Daraus folgt B, (BN B,) =
= {0}. B, und BB, sind Untergruppen von B, und B() B, sogar Servanzunter-
gruppe in B, (denn B B, ist direkter Summand in A4, also auch in B,). Bezeichnet
X(B,) die von B, erzeugte Servanzuntergruppe in B,, so gilt auch jetzt noch

Z(B,) (BN By)={0}.

Aus x€X(B,) (B[ B,) folgt namlich wegen mx¢ B, (fiir gewisses natiirliches m)
auch mx¢ B, N (BN B,;) = {0}, also x=0.
Nach Satz 2. 1 ist £(B,) ® (B B,) direkter Summand in B, und es existiert
ein B; mit
B, = B,&Z(By)® (BN B,).
Jetzt kann man die gesuchte Untergruppe B in der Form
B = By3 Z(B,)

angeben. Dann ist nimlich wegen BC B, auch BB = (BN B,)(B = {0} und
weiter
B3B—-A = {B,B,}—{B&B, B&(BNB,)}cB®B,

also A = B® B. SchlieBlich folgt aus B B, und der Definition von B, die Be-
ziehung SB< B, X(B,) < B und damit ist der Satz vollstindig bewiesen.

Wir wollen nun zeigen, daB S in jedem direkten Summanden B, der gemil
Satz 2. 6 nach der Aufspaltung A = B® B verbleibt, einen eindeutig bestimmten
Nilpotenzindex g hat, obwohl die Aufspaltung von A i. a. nicht eindeutig ist.

Satz 2.7. Ist S ein nilpotenter Endomorphismus mit dem Index q in einer end-
lichdimensionalen Linearformengruppe A und erzeugen die Elemente
Sx Sty Sx S22
Moo 2 bzw. 2, e 2

zwei direkte Summanden B bzw. B* in A, so sind die Nilpotenzindizes § bzw. " des

(auf die direkten Summanden B bzw. B*) eingeschrinkten Endomorphismus S gleich:

q=q".
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BI:WLIS A besitzt die Darstellungen A = B& B und 4 = B*@ B*. Nimmt man
G=q" an, so folgt aus
SiB:SiB = SiB* & St B*

wegen
dim (S7B) + dim (S2B) = dim (S7B*)+ dim (S2B*)
die Beziechung
(¢ =) +0 = (¢—7)+dim (S7B"),

also §=g* und damit §=g".
Fiir den Beweis, daB (in den Bezeichnungen des Satzes 2. 7) nicht nur die Nil-
potenzindizes in den direkten Summanden B und B* dieselben sind, sondern daB

auch
. o R
1s o &1 =8

-Hli-

i =i >

gilt, sind weitere Hilfsmittel notig.

Satz 2.8. Es seien die o;;, (i, j=1, ..., n) ganze Zahlen und ¢, &, (i=1, ..., n)
natiirliche Zahlen mit €,&,...6,=¢1&5...¢, und den Teilbarkeitsbeziehungen
€,le;]...&,, €1 |€3]... &y, Dann folgen aus

& '
det| -2 || = 1
Eiy j)
die Beziehungen
E‘=£?, (i:l,...,ﬂ).

BEwEIs. Es sei "= {rn} die symmetrische Gruppe von n Elementen. Nach Vor-
aussetzung gilt

: 8:—" | n 8,‘
I'det _F_S_Jaij =12 Il H“u{:) =

| RES" j=1] (slwsx( ])1

Da beide Produkte der letzten Zeile jeweils ganze Zahlen sind, so ist der grofite

gemeinsame Teiler
GGT{ me } L
I::l (Bu xll)) }’

o0

o
*
woraus mit den Darstellungen ¢ = [] p5*, &f = Hp:"" die Gleichungen
i=1 i=1

min { 2 ef;— > min (e,-*},e,,(,-,'l)]ney"} =0, & e
i=1 i=1

folgen. Dabei bezeichnen p,, p,, ... die Primzahlen in natiirlicher Reihenfolge. Zu
jedem A=1, 2, ... existiert also ein m, € &" so, daB

n n
2 e;; = 2> min(e;,e wali).a)

i= i=1
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gilt und wegen

" "
: * . o
2; min (€], €,,),2) = €r,(yat+ 2 €
i= fu=1
=]

folgt daraus

() e:'kif——:ex,\(i),i'

Wegen der vorausgesetzten Teilbarkeitseigenschaften hat man
el*éez;‘g it '—Eenz,

1=1,2,...),

== =6y,
so dal} sich aus (1) in jedem Falle
(2) el":léeii! (fl=l, vy ")
ergibt. Ist ndmlich x; ()=, so ist dies wegen e, ), :=e;; klar, Ist dagegen =, (i/)=1i,
so existiert ein j=i mit m;(j)=i und daher ist dann €, =ej;=e,, () 1=¢;. Aus (2)
folgt daher
g=e, =L ...,%)

und damit wegen der vorausgesetzten Produktbedingung die Behauptung.
Es ist moglich, daB bei der Aufspaltung gemidll Satz 2. 6 der Nilpotenzindex
g von S in B mit dem Nilpotenzindex ¢ von S in A4 iibereinstimmt. Dann sind die

GroBen &, ...,8-, in 4 und Z,,...,&_, in B nicht unabhingig voneinander,
sondern es gilt der folgende

Satz 2.9. Ist S ein nilpotenter Endomorphismus mit dem Index q in einer Lonear-
Sformengruppe A, erzeugen die Elemente

Sxo S,
0y sty
€ 84—1

einen direkten Summanden B in A, hat weiter S in der zu B komplementdren Unter-
gruppe B auch den Index q und erzeugt in B das Elementensystem

einen direkten Summanden, so gilt &g, (i=1,...,q—1).

Bewels Offenbar ist wegen Six,/e;€A4 und S'x,6Bc A
Si(xO:x_o) c A}

max [eéNi

Wegen $7 1x,#0, S971%,7#0 liBt sich S9~!(x,+X,), also x,+X,€ Ag notfalls
dadurch erreichen, daB man X, durch —X, ersetzt. Daraus folgt

= (&, &).

i
g = max {eeN'-Sa'?EA fiir alle xEAs} = (g, &),

also gé;.
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3. Der Zerlegungssatz

Mit diesen Vorbereitungen kann nun die vollstindige Zerlegung von A vor-
genommen werden und man erhdlt einen zu [2], S. 111 analogen Satz.

Satz 3. 1. Ist S ein nilpotenter Endomorphismus mit dem Index q in einer end-
lichdimensionalen Linearformengruppe A, so existieren natiirliche Zahlen r, q;. s,. ;.
(i=1, ....,7;j=1, ....q;—1;: k=1, ..., 3) und Elemente x,, (i=1, ...,r; k=1, ..., 5)

mit den Eigenschaften

1) 4=q1=42> >4,
(2) Gnleijeres  (U=Lourj=1.,q-2; k=1,..95),
(3) Eijkl8i, j, k410 (i=1..rj=1..q-1 k=1,...5-1),
die Elemente
=1
Sx44 SU~7xy,
Xids =+ e ’
Ei11 E1,q0-1,1
—
SX s, R
x|$] e 3 ]
Fllsl El.ﬂl—l,ﬁl
1
Sx,, S~ x,,
.‘-2| £l ] s
€211 82 95-1,1
o]
SXx35, R el
xzszs = " G ot . I o »
€215, 834’1-1,53
=
S'\‘rl S X1
Xpps ==y sen g —,
Erp1 & q—1,1
" er.'i S§e~1 Xps
-‘fss P . ] 0 = .
Erls, E:r,t;,-l,s,.

bilden eine Basis in A, es gilt
(5) St%ix, =0, (=1, ....r; k=1, ...;8)

und die natiirlichen Zahlen r, q;, s;. &3 sind eindeutig durch (1), (2), (3). (5) fest-
gelegt.
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Bewels. Die Existenz einer Basis (4) mit den Eigenschaften (1), (2), (3), (5)
folgt aus den vorangehenden Sitzen durch sukzessive Aufspaltung von A in direkte
Summanden, wenn man ¢,=¢q und &,;, =¢; (gemidB Satz 2. 4) setzt und in dieser
Weise fortfihrt. Die Eindeutigkeit von r, g, s; ist schon aus Satz 2. 7 klar. Es bleibt
zu zeigen, daB zu zwei Basen stets die gleichen ¢;;, gehoren. Zur Vereinfachung
der Schreibweise setzen wir g0, =1 fiir alle zuldssigen 7, k. Die Basis (4) besteht dann
aus den Elementen

Six; L 3
3 =1t J=0,1, ccygi=13 k=1, i 8).
Eijk
j
Es sei durch Sg ‘-c‘—"- eine zweite solche Basis gegeben. Sie geht aus der ersten durch
ijk

eine lineare Transformation mit dem Determinantenbetrag 1 ([3], S. 135) hervor:
iji* —r & e X,
(6) = 8;‘_‘1 - Z Z! Zaukhml ‘ﬂ
ijk I=1m=0 n=1 Elmn

Wegen der Eigenschaften des Endomorphismus S sind die ganzzahligen g, ,,, aber
nicht beliebig wihlbar, denn es gilt insbesondere

r -1 :
b A L XS S 8" X
'xik a0 * s al‘okimn b
Eiok I=1m=0 n=1 Elmn

woraus durch Anwendung von S/ und Division mit &,

r ¢—1 =

2" iokimn s *Jx_!n

* *
Ejjk I=1m=0 n=1 &jjk Elmn

ST x%,

oder auch wegen S%x;,=0

Sfx:-. r q;—l 5y a m ,' Smxn :
) =222 Z’ {0k, m =y B (=01, .,q=1)

cl'jl'. I=lm=j n=1 ljk sl,m—j,n

folgt. Andererseits ist wegen S%~J7(S§/x})=0

r ¢g—1 s g +m—j
2' Qiokt, m—j,n S Xin
(8) 0= E 2 el L Fis A .
I=1m=j n=1 al*jk &, m—j,n

Sa+tm=ix,.=0 gilt genau dann, wenn ¢;+m—j = g, gilt. In (8) braucht also nur
iiber solche m summiert zu werden, fiir welche j = m = ¢,—q;+j—1 gilt. Fiir die
Existenz solcher m ist 1 = ¢,—¢q; und wegen der Monotonie der ¢; auch /=i not-
wendig. Mithin ist

; s gt
= i .
I=1 m=j] n=1 aijk sl,m—j,n

Dann folgt wegen (7)

* r q—l 5
SIxik _ > 5 Zamu.m—j.n - S"x,

* *
afjk i=i m=j n=] sljk ellm—j,u
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und durch Vergleich mit (6)

9 o ke entweder 1 =i,
( Qi jktmn = atls
G oder I1=i und m<j,
aiOki‘,m-j.n Epmn . s
(10) Qijktmn = —— 5+ ———— in allen anderen Fillen.
ik €, m=j,n

Die Determinante der Transformationsmatrix kann nun durch geeignete Anordnung
der Basiselemente leicht berechnet werden. Ordnet man diese so an, daB3 die Indizes-
gruppen (/mn) bzw. (ijk) lexikographisch durchlaufen werden, so besteht die Matrix
|@; juimall @us Untermatrizen .
Aijrimy +++ Dij1ims,
Aijim = : : s
[| Bijsiamit === Dijsdms,
die aus jeweils s; Zeilen und s, Spalten bestehen und fiir alle 7, j=1, ..., r: j=0, ...
vy @i—1:m=0, ..., ¢,—1 definiert sind. Weiter kann man aus den A4,;,, die Unter-
matrizen
Aioro Aml.q.—l
A, = :
Al’.q;—l,l,o Ai,q;—l,l.q;—l
von | @ jums| zusammensetzen, die aus jeweils g; Zeilen und g, Spalten bestehen
und fiir alle 4, /=1, ..., r definiert sind. Mit diesen Matrizen 1dBt sich |@; ;x| in
der Form

e o

la;jximnll =

| CORREE
darstellen. Dann ist wegen (9) 2,=0 fiir /=i und

det ||aijkhm|" = H det ‘JI“.

Weiter ist wegen (9) A4, =0 fiir m=j und daher

i
dCl QIH = H det Afjfj?
Jj=0

also insgesamt
r qi

det [|@; jumall = ”1 -Ho det A;;;,.
'2 J:
Die Matrix 4,;;; hat aber die Gestalt

|

[ Eij1 Eijs;

[| % Qiotriot -~ "« Diotios; 2
| €ij1 € H &ijk

. " k=1

Aijij = | X : | = - Ajgio-

*
Eij1 Eijsy &ijik

B Qios,i01 *++ o iosios, k=1

iJsg ijsy
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Da, wie oben vermerkt, |det |@; | |=1 gelten muB, folgt wegen der Ganzzahlig-
keit der Elemente der Matrizen auch |det | 4;;;/||=1 und daher wegen (11)

8¢

8
Haf}k: ”sijﬂ’ (f=1,...,r;)=l,,..,q,--l).
k=1 n=1

Da aber nicht nur die Elemente der Matrizen A;;;. sondern auch die Faktoren
@ionion dieser Elemente ganzzahlig sind, gilt £fle;;,. also &f=(efy, &j,). Daher
erfiillen die Matrizen A;;; die Voraussetzungen des Hilfssatzes 2.8 und es gilt

*
Eijk = Cijk

fiur alle i=1, ..., r; j=1,...,q;—1; k=1, ..., s;. Das aber war zu zeigen.

4. Bemerkung iiber vollstiindige Invariantensysteme

Man beachte, daB die in Satz 3. 1 angegebenen natiirlichen Zahlen r, q,, s;, &
(i=1,....r;j=1,....,q;—1: k=1, ..., 5;) noch kein vollstindiges Invariantensystem
im Sinne von Abschnitt 1 dieser Arbeit darstellen, weil die ¢;;, gewissen Teilbarkeits-
eigenschaften geniigen miissen. Es ist leicht zu sehen, dall man durch Ersetzung
der &;; durch andere GroBen und Beibehaltung der r, ¢;, 5; zu einem vollstindigen
System gelant.

Man braucht nur (wie schon teilweise im Beweis von Satz 3.1 praktiziert)
aa=1, &j=1, (i=1,...,r; j=0,1,...,q,—1; k=0, 1,...,5) zu definieren und
dann

&k = Mijklei, j— 1,480, j,k-1]

zu setzen. Dann diirfen die ., (i=1,...,r: j=1,...,¢;—1: k=1, ..., 5) ebenso
wie die Invarianten r, ¢,. ..., ¢,, §;, ..., s, als beliebige natiirliche Zahlen gewihit
werden und die durch sie (durch Induktion nach j+k) eindeutig bestimmten &;;
erfiillen die Teilbarkeitsbedingungen von Satz 3. 1.
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