Potenzproduktideale I1I*

Von RENATE KUMMER (Halle) und BODO RENSCHUCH (Potsdam)

§ 5. Die Dimension eines Potenzproduktideals

Die Dimension d eines inhomogenen Polynomideals a aus K[x,, ..., x,] ist die
maximale Anzahl der in bezug auf a algebraisch unabhingigen Variablen x,. Die
Dimension d eines homogenen Polynomideals a aus K[x,, x,, ..., x,] ist um | kleiner
als die Dimension, welche a in dem inhomogenen Polynomring K[x,, x,....x,]
zukommen wiirde ([2], Seite 98 und 103). Die Zahl r = n—d bezeichnet den Rang
des Polynomideals a. Ein Ideal der Hauptklasse vom Rang r besitzt eine Basis aus
r Elementen.

Um die Dimension eines Potenzproduktideals a angeben zu kdnnen, ist wegen
Satz 1 etwa die groBte Anzahl von Variablen x, zu bestimmen, so dal3 kein Potenz-
produkt dieser x, unter den Elementen der unverkiirzbaren Potenzproduktbasis des
Ideals a vorkommt. Diese Zahl ist in K[x,, ..., x,] (in K[xq, X, ..., X,] um 1 ver-
mindert) gleich der Dimension des Potenzproduktideals a.

Einen anderen Weg zur Bestimmung der Dimension eines Potenzproduktideals
a weist der Satz: Die Dimension eines beliebigen Polynomideals ist gleich der gréBten
Dimension, die die zugehorigen Primideale aufweisen ([2], Seite 98). Also gilt Dim a=
=Dim Rad a. Nach den Sitzen 12 und 15 kann die Dimension von a leicht bestimmt
weerden.

Es seien p,, p, prime Potenzproduktideale. Aus p, Cp, folgt nach Satz9
Dim p,>Dim p,.

Ein Potenzproduktideal a heiBit (wie jedes Polynomideal) ungemischt, wenn
seine zugehorigen Primideale simtlich dieselbe Dimension haben. Genau dann sind
die in der Darstellung Ri(a) auftretenden irreduziblen Potenzproduktideale samt-
lich Ideale derselben Hauptklasse (Satz 13; vgl. Beispiel 4). — Haben zwei Prim-
ideale des Ideals a verschiedene Dimensionen, so heiBt a gemischt. Ist Rad a un-
gemischt, so heilit a pseudogemischt.

Beispiel 6. Es sei n=4 und
iid 3 2.2 2 0§ WY J -3
a=(x; X3, X3, X{ X3, X{ X3 x4, X{x3) =(x{, x3, x, X,) N (x;, X3, X3, X3X,).

Aus dieser Zerlegung, deren Richtigkeit schnell vermittels Satz 3’ verifiziert werden

*) Der erste Teil dieser Arbeit enthilt die §§ 1—4 und das Literaturverzeichnis. Er ist in dieser
Zeitschrift erschienen (siche Publ. Math. Debrecen. 17.).

18 D



274 R. Kummer und B. Renschuch

kann, folgt, daBB a ein gemischtes, aber nicht pseudogemischtes Potenzprodukt-
ideal ist.

Beispiel 7. Es sei n=3 und
a=(x§x3, X, %;x3) = (%) N (x], x) N (x3).

Dieses Potenzproduktideal a ist pseudogemischt, aber nicht ungemischt.

Wie wir leicht erkennen werden, ist jedes Potenzproduktideal der Hauptklasse
ungemischt. DaB es auBerdem auch ungemischte Potenzproduktideale gibt, die nicht
Potenz eines Ideals der Hauptklasse sind, zeigt das Beispiel 4.

Wir formulieren nun den wichtigen Satz von der Dimensionserniedrigung (siche
Satz 15 bei GROBNER in [2], Seite 112, 113). Hier soll ein gesonderter Beweis fiir
Potenzproduktideale angegeben werden.

Satz 17. Ist a ein d-dimensionales Potenzproduktideal und g ein Potenzprodukt
der x,, so besitzt das Ideal (a, q) die Dimension d oder d—1, je nachdem, ob q in
einem zu a gehdrigen d-dimensionalen Primideal enthalten ist oder nicht.

BeEweEls 1. Es sei ¢ in einem zu a gehorigen Primideal p der Dimension d ent-
halten. Dann ist p auch ein zu (a, ¢) gehorendes Primideal (Satz 12/14); aus Dima=
=Dim (a, ¢g) folgt weiter Dim (a, ¢)=d.

2. Es sei nun ¢ in keinem d-dimensionalen zu a gehorigen Primideal enthalten.
Wir nehmen an, die Darstellung (7) aus Satz 12 fiir (a, ¢) liefere doch ein d-dimen-
sionales Primideal p, das zu Ri((a, ¢)) gehort. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
sei ¢€(x,) und p=(x,, ..., x,) mit r = n—d. Bezeichnet ¢,. ¢,, ..., g, die unverkiirz-
bare Potenzproduktbasis von a, so gilte o.B.d. A. ¢;€(x,) fir i=1,...,j und
Gic(xy, oo, x,) firi=j+1,..,s mit 0=j=s. Wegen Dim a=d=n—r miifite dann
das Primideal p auch zu a gehoren (Satz 12/14), was wegen ¢ €(x,) zu unserer An-
nahme im Widerspruch stiinde. Also ist die Annahme Dim (a, ¢)=d falsch, und
es gilt Dim (a, g)=d,=d—1.

Um die Gleichheit d, = d—1 zu zeigen, gehen wir folgendermaBen vor: Ist
P, ein zu a gehoriges d-dimensionales Primideal, so gilt nach Voraussetzung ¢4 p,:
wegen g€ (x,) folgt daraus x,4p,. Also ist 0. B.d. A. p,=(x,, ..., X,4+,) mit
r = n—d. Dann gehort nach Satz 14 das (d — 1)-dimensionale Primideal p=(p,, x,)=
=(X1, X2y oe0y Xpsq) ZU (@, @), €5 gilt d; = d—1, q.e.d.

FOLGERUNG AUS SATZ 17, Es sei a ein d-dimensionales Potenzproduktideal mit der
unverkiirzbaren Potenzproduktbasis q,,q,, ..., q,. Gilt fiir das Potenzprodukt g
(g, q)=1 fiir k=1,2,...,s, so ist Dim(a,gq) = d—1.

Satz 18. Das Potenzproduktideal a mit der unverkiirzbaren Potenzproduktbasis
GysQzs -5 q, ist genau dann ein Ideal der r-ten Hauptklasse, wenn fiir den griften
gemeinsamen Teiler (q;, q)=1 fiir ik und i, k=1,2, ..., r gilt.

Bewels 1. Aus der Hauptklasseneigenschaft folgt (¢;, ¢,)=1. — Satz 12 liefert zu
a gehorige Primideale in der Form p=(x; ., x;,, ..., x; ). Wiren etwa ¢, und ¢,
durch x, teilbar, so wire in einem dieser Primideale p x; =x;,=x, und nach Satz 17

Dim p = n—r = d, woraus Dim a=d im Widerspruch zur Voraussetzung folgen
wiirde,
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2. Aus der Relation {q;, q,)=1 fiir alle ik folgt nach Satz 17, daB die Di-
mension von a um die Anzahl r der Basiselemente ¢; kleiner als » ist, das heiB3t
aber, daB a ein Ideal der Hauptklasse vom Rang r ist, q.e.d.

FOLGERUNG AUS SATz 18. Jedes primdre Potenzproduktideal der Hauptklasse ist
rein (und nach Satz 11 irreduzibel) und umgekehrt.

Es gibt natiirlich auch Potenzproduktideale der Hauptklasse, die nicht irreduzibel
sind, wie zum Beispiel das Hauptideal (x, x,) fiir n=2 oder das Ideal (x, x,, x3x,)
fiir n=4.

Eine weitere Folgerung ist

Satz 19. Jedes Potenzproduktideal der Hauptklasse ist ungemischt.

Bewels. Nach Satz 13 erhdlt man fiir jedes Potenzproduktideal a der Haupt-
klasse eine unverkiirzbare Darstellung Ri(a) durch irreduzible Ideale, die wegen
Satz 18 alle derselben Hauptklasse angehoren,

Vom Mitverfasser wurde fiir Polynomideale das Problem der schnellsten Di-
mensionserniedrigung behandelt; die Sitze 14 und 17 gestatten fiir Potenzprodukt-
ideale auch eine Ldsung des Problems der langsamsten Dimensionserniedrigung,
die im folgenden beschrieben werden soll.

Ein d-dimensionales Potenzproduktideal a sei durch seine unverkiirzbare Po-
tenzproduktbasis S, bestehend aus den s Potenzprodukten ¢,, ..., ¢,, gegeben. Wir
bilden die echte Teilerkette

(91)<(@1,92)< .- (g1, 925 > ) =0q.

Wie miissen die g; numeriert sein, damit sich in dieser Kette die Dimension még-
lichst langsam von n—1 auf d erniedrigt? — Die folgende Methode wird zu einer
geeigneten Anordnung der g; fiihren:

1. Es bezeichne s, die maximale Anzahl von Potenzprodukten aus S mit einem
gemeinsamen Teiler (4 K). Es seien S, ..., ), die entsprechenden Teilmengen von
S, jeweils bestehend aus s, Elementen mit gemeinsamen Teiler.

2. Zu jedem j (j=1,2, ..., ;) werde die maximale Anzahl s,; der g; aus S\ S;
mit gemeinsamen Teiler (¢ K) bestimmt. Wir definieren s, = max {s,;}; es sei /,
die Anzahl derjenigen j mit 5,;=s, und 0. B.d. A. 5,,=s5,,=---=5,,,=5,. Es be-
zeichne S, eine Menge von s, Elementen g; aus S\ S;, deren groBter gemeinsamer
Teiler von 1 verschieden ist. (k=1,2,...,/,;.)

3. Fir jedes geordnete Paar ( j, k) werde die maximale Anzahl s, ; der Potenz-
produkte ¢; aus S\ S;\ Sy, die einen gemeinsamen Teiler ({ K) besitzen, bestimmt;
es sei sy=max {s;;} (k=1,2,...,5;; j=1,2,..., ). Die Anzahl der 5; (1=j=1,)
mit §3;, =55 sei /3. Dann gilt 0. B.d. A. s5;,=s; fiir j=1,2, ..., k=1,2, ..., ly;.
Es moge Sy, (/=1,2,...,1;;) die Teilmengen von SN\ .S;\ S; aus s; Elementen
mit echtem gemeinsamen Teiler bezeichnen, ...

i) Der i-te Schritt ergibt Teilmengen Sy &, von SNSi NSk, x,\--- NSk, .k,
mit s; Elementen, deren groBter gemeinsamer Teiler von 1 verschieden ist, mit
klzl, 2, Sey I ,‘»; k_‘;_:[, 2, P !u"; =e 3 k,-=l, 2, - ]”‘r--"i-l (’i- !,';“, cusy ]Ikl’"ki-l je‘
weils moglichst grol).

Hilfssatz 1. Das Potenzproduktideal s,, das durch die Potenzprodukte der x, aus
Sk, U Sk, x, U ... U Sk, ..k, erzeugt wird, hat die Dimension n—i (i=1,2, ..., n—d).

18+
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BeweEs. Der Beweis wird durch vollstandige Induktion nach i erbracht. Fiiri =1
erzeugt jeder Primfaktor x, des grofiten gemeinsamen Teilers der 5, Elemente der
Menge S; ein zu s, gehdriges isoliertes Primideal (Satz 12/14), mithin hat s, die
Dimension n—1. — Es sei i>1 und Dim s;_, = n—(i—1). Wir nehmen an, es gilte
Dims; = n—(i—1). Dann gabe es ein (n—i+ 1)-dimensionales Primideal, das zu s;
gehort, etwa p=(x,, ..., x;—;). Auf Grund der Konstruktion des Ideals s; gehort
das Primideal nach Satz 12 und 14 auch zu s;_ , und enthélt schon sémtliche Elemente
der Menge Sy, ..x,. Bezeichnen wir den groBten gemeinsamen Teiler der s, Elemente
von S, mit p;, den g. g. T. der s, Elemente aus g, ,, mit p,, ..., den g. g. T. der
s; Elemente aus Sy . mit p;, so sind nach Konstruktion von s;_, diese Potenz-
produkte p,, ps, .... p;_, indem zu s, _, gehorigen Primideal p maximaler Dimension
enthalten. Wegen (p;, p,)=1fiir k=1, 2, ..., i—1 kann dann aber s; C p nicht gelten,
q.e.d.

Beim (n# —d)-ten Schritt ist S erschopft. Es gilt

. $p-g=0; S = ShUsﬁlﬁru"'US'H"J-»-"..-a
mit

kl =I, 2, seny fl’l-d; kzz I, 2, senn !"_‘ull; - kﬂ-d= l, 2, wern "”-d'ﬁ!"‘k-b-d—l'
Bezeichnen wir die Elemente von S, mit g;, ....¢s, die von Sy, mit g ., ...
.-+ G5, 45, ---» 50 erniedrigt sich in der Kette

(g (g1, 92) = <(q1: 925 --» qs) =0

die Dimension mdoglichst langsam.
Wie Satz 18 zeigte, sind diejenigen Potenzproduktideale a, fiir welche s, s,, ....5,
gleich 1 sind, gerade die Potenzproduktideale der Hauptklasse.

Beispiel 8. Es sei n=4 und
a=(X X, Xy X3, X3X3, X3 Xg, X3X4) = (X2, X3) 1 (xy, x5, Xg) 1 (xy, X3, Xy).
Hier ist 5, =3 und /, =2, denn §,={x,x,, X,x3, X,x4} ist durch x, teilbar, S,=
={x,x3, X, X3, X3X;} durch x;. Weiter ist S,,={x,x;, x3x,}=S\S, und S,,=
={x; X, X, X, }=S\'S,: also bricht das Verfahren bereits ab. In den Teilerketten
(%1 %,) C(xy X3, X2%3) C (X X3, X3 X3, X3%4) C
C(.rlxzq x;x_;. xzx_‘, xIX3)C(X]x2, XZX3. x2x4. x‘x.3. x3x4)=ﬂ
und
(%, x3) C(xy X3, X3 X3) S(X; X3, X3X3, X3X4) C
C(«le_,., szs, x_‘.\‘4. xl.tz)C(a\-lx‘;,xzxa. x3X4, xle. .1'2.\‘4)20
erniedrigt sich die Dimension von Glied zu Glied méglichst langsam ; die Dimensions-

zahlen sind jeweils 3, 3, 3, 2, 2. Dagegen hat das Ideal (x,x,, x3x,) bereits die
Dimension 2.
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§ 6. Erweiterungs-, Verengungs- und Grundideale von Potenzproduktidealen

Es sei a=(p,,p,,....py) ein Potenzproduktideal aus dem Polynomring
R=K|[x,,...,x,]. Es bezeichne e das Ideal, welches die Potenzprodukte
PisPas - Ps in einem umfassenden kommutativen Ring S R erzeugen.

e=aS=(py,P2, s PHCS

heiit das Erweiterungsideal von a in S ([5], Seite 18). Es ist ein Potenzprodukit-

ideal.

Bezeichnet b=(q,, ¢,, ..., g,) ein belicbiges Potenzproduktideal aus dem Poly-
nomring S und ist Tein Unterring von S, so heiBt das Ideal v = b (") 7°das Verengungs-
ideal von b hinsichtlich T ([5], Seite 18). Das Verengungsideal v besteht aus simt-
lichen Polynomen F aus 7, die sich als Summe F = G,q,+:--+G,q, darstellen
lassen (G, ..., G,€S). Liegt kein ¢; in T, so ist v das Nullideal. Gilt ;€T fiir
i=1,2,...,t, und fiir die iibrigen g; nicht, so ist v=(q,, g, ..., q;,).

Es sei » das Verengungsideal des Ideals b aus S hinsichtlich 7. Sein Erweiterungs-
ideal w in S heiBt das Zuriickleitungsideal des Ideals b hinsichtlich 7, w = (b T)S.
Es gilt wEb und w=(q,, 43, ..., ¢,) bzw. w=(0). Folglich stimmt b genau dann
mit seinem Zuriickleitungsideal beziiglich T {iberein, wenn samtliche Elemente seiner

unverkiirzbaren Potenzproduktbasis in 7 enthalten sind.
Bezeichnet ¢ das Erweiterungsideal des Ideals a aus 7 in S, so heilit sein Veren-

gungsideal 3 in 7 das Zuriickleitungsideal von a hinsichtlich S, 3 = aSN 7. Es
gilt 3=2a. Eine Basis fiir 3 liefert

Satz 20. Es sei a=(p,, pa, ..., p,) ein Potenzproduktideal aus R=K|[x,, ..., x,).

und es gdlte
=ty mit q€K[xy,....,%] und reK[x,,...,%)]

Sir k=1,2, ...,s mit 1=i=n. Werden X;41, ..., X, zum Grundkorper K adjungiert,
so ist das Zuriickleitungsideal 3 von a hinsichtlich S = K(X;4 15 ..., X)[X;, ..., X;] das

Potenzproduktideal 3=(q,, 43, .-, qs).
Die Angabe eines Beweises ertibrigt sich.

Wir wenden uns nun den Grundidealen zu; die hier angegebenen Definitionen 3
und 4 stammen vom Mitverfasser,

DeFINITION 3. Wir betrachten samtliche Kombinationen der n Elemente x,, x,, ...
cees X, zur i-ten Klasse (ohne Wiederholung und ohne Beriicksichtigung der Anordnung )
und bezeichnen diese mit x;,, so daff

{xm’ In—iu—k) = {xl s X34 ....,\‘"}(k = [V e N‘- — [T] = [nif]'

wird. Beziiglich einer solchen Kombination x;, heiffit das Zuriickleitungsideal
gl'k(a) = GK(I&][I -in-k]nK[xl 3 X2y ey xll]

das i-te relative Grundideal des Polynomideals a.

Die folgenden Hilfssiitze und Satz 21 gelten auch fiir beliebige Polynomideale,
wie vom Mitverfasser in einer spiiteren Publikation gezeigt werden wird,
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Hilfssatz 2. Ist q ein primdres Potenzproduktideal der Dimension n—r, so gilt

q fir i=r,...,n und qNK[xy]=(0);
au(@)=1(1) fir i=r,....on und q0)K[xy]#(0);
(1) foar 1=0; s =L

BeEwEls. Wenn 0=i<=r ist, mul wegen Dim q = n—i der Durchschnitt q 1 K[x;,]
vom Nullideal verschieden sein. In diesem Fall folgt g;.(q)=(1). Damit sind die
letzten zwei Teilbehauptungen des Hilfssatzes bewiesen. — Gilt q 1 K[x;]=(0), so
liegt wegen Satz 10 kein Element der unverkiirzbaren Potenzproduktbasis des zu
q gehorenden Primideals in K[x;]. Aus Satz 20 folgt dann die Behauptung.

Aus diesem Hilfssatz folgt unmittelbar

Hilfssatz 3. Ist q ein primdres Potenzproduktideal der Dimension n—r, so gilt

¥, _[a fir i=rr+1,.,n
n i (@) {(l) fir i=0,1,..,r—1.

Weiter ergibt sich

Hilfssatz 4. Fiir relative Grundideale von primdren Potenzproduktidealen q,,q,, ...
iy s T8

(8) g:‘k[ ﬁ CI,] = ﬁ g (q;)-
Jt Fu1

Bewels. Entweder gilt ( fs] q;] N K[xi]#(0) oder =(0) (s=0). Im ersten Fall
j=1

ist die linke Seite von (8) das Einheitsideal. Es folgt aus Satz 3’, daB die Menge
x; aus jedem der zu den q; gehorigen Primideale mindestens ein Basiselement x,
enthalten muB. Daraus ergibt sich g, (q;)=(1) fiir j=1,2, ..., s.

Im zweiten Fall darf angenommen werden, daBl die Elemente der Menge x;,
aus in bezug auf q,,q,,...,q, (t=s) algebraisch unabhédngigen und bczugllch

G415 ---» q, abhiéngigen Variablen besteht, Es ist /=0, da sonst wegen Satz 3 n q;

j=
N K[x,) = (0) wire. Aus q;M K[x,] = (0) fiir j=1,2, ..., t folgt, daB die Elemente
der unverkiirzbaren Potenzproduktbasis des Ideals q; und natiirlich auch die des

P
Durchschnitts () q; in K[x,_;,-,] liegen (Satz 10). Also gilt
1

Qik [fi] flj] = ff] 4= '[j: Qm(q,«)s

5
letzteres folgt aus Hilfssatz 2. Andererseits gilt wegen () q;M K[x;] # (0)
t+1

5 t
Sk [O qi] = Qi [l? qj] A
Daraus folgt die Behauptung.
Eine unmittelbare Folgerung ist
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Hilfssatz 5. Fiir relative Grundideale gilt, wenn q,, q,, ..., q, primdre Potenz-
produktideale bezeichnen, die Regel

5 N;
ﬂ B:k[ N q}] n n Bik(qu)-
ji=1k=1
Jetzt konnen wir das i-te Grundideal definieren.

DEFINITION 4. Es seien g, (a) (k=1,2, ..., N,) die relativen Grundideale eines
Polynomideals a aus K[x,, x5, ..., X,]. Das i-te Grundideal von a ist der Durchschnitt
der relativen Grundideale g, (a) und wird bezeichnet durch

0@ = 11 0a@.

Nach Hilfssatz 3 gilt fiir primidre Potenzproduktideale q der Dimension n—r
== ot L siea i
R T T e |

DEerFNITION 5 (G. HERMANN)., Es sei a = q,(1q,...Mq, eine unverkiirzbare
Darstellung des Polynomideals a aus Klx,, ..., x,] durch Primdrideale q;, und t,,
bezeichne den Durchschnitt der Primdrideale der Dimension n—m (m=1,2, ..., n),
also ist a =1, N1, ...N1,. Das i-te Grundideal ist durch

gi(@=LNLN...NE (i=1,2,....,m) bzw. gy(a)=(1)
definiert.

Satz 21. Die Definitionen 4 und 5 sind fiir Potenzproduktideale dquivalent.

BewEls. Wir zeigen zunichst, daBl aus Definition 4 die Definition 5 folgt. Hat a
die Dimension n—r, so sei

a=(9,1N... NG )N ... N(qey N ... N Q)

eine unverkiirzbare Darstellung von a durch groBte Primirkomponenten q;;, wobei
Dim q;; = n—i ist fir j=1,...,5; i=0,1,...,n—r; es ist also I, = q;; N ...[) qi,
und f,=f,=---=1,_,=(1). Aus Hilfssatz 5 folgt dann

N, N; Ny
gi(a) = le gi(a) = [301 Qik(fln)] (1) [xD1 Qm(qm,)] (Yo

ﬂ[ F] Qit(ﬂut)] N.. ﬁ[ ﬁ gik(Qru,.)] 5
k=1 k=1

und weiter nach Hilfssatz 3 fiir i=0, 1, ..., r—1 gerade g;(a)=(1), furi=r,r+1, ..., n
jedoch
gi(a):(qu ﬂ M mq"?)m es ﬂ(q,-l n es nq,,l)ﬂ(l)ﬂ ser ﬂ(l)=

=t,N..NL=1,N...NT,,

letzteres wegen f, =f,=...=¥,_, =(1). — Durch RiickwirtsschlieBen ergibt sich, daB3
aus Definition 5 auch die Definition 4 folgt.
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Die Grundideale stehen also in enger Beziehung zur reduzierten Darstellung
eines Ideals durch groBte Primiarkomponenten und zur Bestimmung der Dimension
eines Ideals,

Die Definition 4 gestattet es, die zu einem Potenzproduktideal a gehérigen
Grundideale zu bestimmen.

Mit Hilfe des Satzes 12 erhdlt man deren reduzierte Darstellungen durch groBte
primdre Potenzproduktideale. So kann man sukzessiv simtliche zu a gehorigen
Primdrkomponenten fiir eine reduzierte Darstellung konstruieren, denn es gilt
(@) = g,—;(a) N, (k=1, 2, ..., n). Dieser Weg wird sich vor allem dann als zweck-
miBig erweisen, wenn die Anzahl der Basispotenzprodukte und auch die Variablen-
zahl sehr groB sind oder wenn man nur die Primdrkomponenten grofiter Dimension
bestimmen will.

Ist a ein (n—r)-dimensionales Potenzproduktideal, a = q,(...MNq,, r,=
=max {Rang q;}, so gilt

g@=0) far iI=0,1, ....ry—1;

a,(a) #= (1);

gale)=a M T=ri \i¥l, i
Die zu a gehorigen Primarkomponenten groBter Dimension sind die Komponenten
der reduzierten Darstellung des ungemischten Ideals g,(a). Ist Dim a = n—r, so ist
die Aussage g,(a)=a gleichbedeutend damit, daB a ungemischt ist.

Auch G. HERMANN benutzt in [4] die Grundideale, um zu unverkiirzbaren
Darstellungen durch gréBte Primdarkomponenten zu gelangen. Es gilt nidmlich der
Satz: Ist p,; ein zu a gehoriges Primideal der Dimension n—r und ist g irgendein
zu p,; gehoriges Primidrideal vom Exponenten g,, das in einer Darstellung von a
auftreten kann, so auch g,(a, pg;) fiir jedes ¢=p, (vgl. [4], Secite 786; Beweis in
[10], Seite 160 f.). Nach diesem Satz wurde die zweite (nicht reduzierte) Zerlegung

im Beispiel 3 berechnet; hieraus folgt als Nebenergebnis, daB3 die nach der Methode
von G. HERMANN gewonnenen Darstellungen nicht reduziert zu sein brauchen.

Beispiel 9. Es sei n=4 und
2 2
a=(x}xy, X{ Xy, ¥ X3, X3, X3 X3).

Aus aNK[x,] # (0) und aK(x,, x5, x5)[x,] R = (1) folgt g, (a)=(1). Weiter ist
aK(x:'! xj)[xkﬂ xl]nR - (]) fur ("9;)=(19 2)'.- (]’ 3)$ (Ia 4)1 (2$ 3)s {2 4)9 jedOCh
aK(x3, x4)[x,, x,] R = (x;, X;,), also gilt

32 (0) =(xy, X3)
und Dima = n—2 = 2. — Zur Bestimmung von g;(a) bilden wir
aK(x)[xy, X3, X ] (1R = (x,, X3, Xy4),
aK(x3)[x, x3, X4 R = (1),
aK(x3)[xy, X3, X, ] R = (xy, x3),
aK(xg)[x;, X3, X3] MR = (xT, X X3, X3, X, X3) = (¥, X)) N (x], X3, x3).

Also ist
g3(a) = (xy, x) N(x3, X3, x4)r](xf, X3, X3) = q,

und wir haben zugleich eine reduzierte Darstellung des Ideals a konstruiert.
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§ 7. Die Berechnung der Hilbertfunktion fiir Potenzproduktideale

Die Hilbertfunktion H(r; a) eines Potenzproduktideals a aus K[x,, x,, ..., x,]
gibt die Anzahl derjenigen Potenzprodukte der x, vom Grade ¢ in K[x,, Xy, ..., X,]
an, welche nicht in a enthalten sind. H(¢; a) ist fiir jedes H-Ideal a © K[x,, x4, ..., x,]
fiir hinreichend groBe Werte ¢ ein ganzwertiges Polynom in 1, dessen Grad gleich
der Dimension von a ist :

H(t;a) = hy [;}]+h1 [di I ]_|. e Iy

mit ganzrationalen Koeffizienten Ay, A, ..., h;. Dies besagt der Hilbertsche Satz.
Der Koeffizient sy =h,(a) heilt die Ordmmg von a (vgl. [2], Seite 161).
Es sei a ein beliebiges Potenzproduktideal, q,. q,, ..., q, seien die zu a geho-
rigen primdren Potenzproduktideale groBter Dimension. Dann gilt ([2], Seite 165)
ho(a) =ho(a,) +ho(az) + -+« +hy(qy),

und die Ordnungen /h,(q;) der Primirideale q; konnen nach Satz 16 Kkonstruktiv
bestimmt werden (i=1,2,...,7), wonach man dic Ordnung des Potenzprodukt-

ideals a erhilt.
Jetzt soll die Formel

©) H(t:a+b) = H(t;a)+ H(t:b)— H(t:alb)

fiir Potenzproduktideale verallgemeinert werden, so daf3 sich dann leicht eine Formel
fir H(t:a) herleiten laBt,

Satz 22. Es seien a,, q,, ..., a, beliebige Potenzproduktideale. Fiir die Hilbert-
Junktion der Idealsumme gilt

H[r; Zs'ak]= St 3 H@:la,NayN...Nag.
k=1 k=1

l=i=i=...=i =s

BewEls. Wir flihren den Beweis dieses Satzes durch vollstindigen Induktions-
schluB nach der Anzahl der Summanden. Fiir s=1, 2 ist die Behauptung richtig.

&
Esgilts = > o, =¢"+a,mits” = a,+:--+a,_, fir s=1, Im Zusammenhang
=1
mit Satz 3 erhalten wir aus der Regel (9)
H(t;s) = H(t; ")+ H(t; a)— H[r 2’ (agMNa, )]

Nach der Induktionsvoraussetzung ergibt sich

HE9)= 3 (D' 3 H@leN..Ned+
k=1 1=l =i,s...si ,=s—-1

+ H(t: a)+ E'l (-1 X H(t; [a:;, N ... Nay, Nay),
k=1 1=l <iz=..<hEs—1

woraus unmittelbar die Behauptung des Satzes 22 folgt. — Diese gilt in der Klasse
der H-Ideale, fir die a(b+¢) = (alb)+(all¢) ist, ebenfalls.
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Satz 23. Es sei a ein Potenzproduktideal aus K[xy, x,, ..., . Xek Qs llassirids
sei seine (unverkiirzbare) Potenzproduktbasis, und g; ;, .. bezeichen den Grad des
k.g. V. g, q,. -... qi). Dann gilt fiir positive t=g,, —n

t < -t i
H(t: a) = [ +n]+ Z'(_ |)k Z [f—l—ﬂ ghaz...n.—] s
n ) < 13, <iimo<i=s n
t ot4+n—g; t4n— t+n—
:[ +ﬂ]_2[ + g.]+ Z [ +n gik]++(_])‘[ -+ g12_",]'
n i=1 n 1=i=k=s n n

BewEIs. Fiir a;=(g;) erhilt man aus Satz 22 wegen H(f; (F))= [’ -: "] — [{ & ':,_ g)

fir jede Form F des Grades g fiir t = g—n und wegen H(z: ([a;, Na;, M ... Na,]) =
=H(1;: (4, 4i,» ---- ) die Relation

H(r;a):‘2:(—1)""[;][t:"]+k§(—l)" Z ﬂ[’*"-ga.....-.}

1=i<..<i n
fiir positive 1 = g,, . ,—n. Nach dem Binomialsatz 1st ‘“ —l)"( ] =(1-1)=

folglich ist der Koeffizient von [r - ”) gleich 1. So geht die Formel in die behauptete

Gestalt tber, q.e.d.

Eine dhnliche Formel hat W. GROBNER angegeben ([2], Seite 197). Sie erfordert
aber die Kenntnis der Syzygienkette des H-lIdeals a.

Aus der Arbeit [9] von E. SPERNER kann man den folgenden Satz leicht her-
leiten:

Es sei a=(F,, F,, ..., F,) ein beliebiges H-Ideal aus K[x,, x,. ..., x,], und
es bezeichne m den maximalen Grad der Basisformen F,, F,, ..., F,. Der Modul
der Formen aus a vom Grade T fiir ein beliebiges aber festes T=m bildet das so-
genannte ,,abgeleitete’* Ideal a,. Fiir dieses gilt

H(t;ap)=H(t;a) fir t=T.

Werden in den Basisformen des abgeleiteten Ideals a; die Potenzprodukte der x,
lexikographisch geordnet und wird die Minimalbasis so gewihlt, daB keine zwei
Basisformen mit demselben lexikographisch kleinsten Potenzprodukt beginnen, so
gilt fiir das durch diese ersten Potenzprodukte erzeugte Potenzproduktideal by

H(t;a)=H(t;ap)=H(t;by) fir =T,

und es gibt eine wohlbestimmte natirliche Zahl 7, so daB fiir das Potenzprodukt-
ideal b=Db,,

(10) H(t;a)=H(t;b) fir t=1¢,

gilt, :
Ist fir ein H-Ideal a die Zahl #, bekannt, so kann ein Potenzproduktideal b
konstruiert und fiir dieses mit Hilfe des Satzes 23 die Hilbertfunktion berechnet
werden, die nach (10) gleich des Polynomideals a ist.
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AbschlieBend soll ein Beispiel zum Satz 23 angegeben werden
Beispiel 10. Es sei n=2 und

u=(x-f,.\‘§,x|x2),

also ¢,=x}, ¢,=x3, q3=x,x,. Mit den Bezeichnungen des Satzes 23 ist dann
g:1=2, £:=13, £3=2; £12=9, £:3=3, 2,3=4; 2123=5. Die Formel des Satzes 23

liefert
sx o fE2Y LT3 d=2]  Ht42=3] . fi4d—]
=l [y sl

t+2-3 t+2—4 t+2-5
+[ 2 ]*[ 2 ]'[ 2 ]‘
:..:-12-(r’+3:+2--2:2+2r+12—5r+6):4 fir =3

In der Tat sind fiir 7=2 die vier Potenzprodukte xj, xi ' x,;, x5 'x,, x4 ?x3 nicht
in a enthalten.

§ 8. Zur Syzygientheorie fiir Potenzproduktideale

Es seien U=(a;) und V'=(a,) Matrizen vom Typ r X5 bzw. s X 1, deren Elemente
Formen aus dem H-Ring K[x,, x,. ..., x,] sind. Gilt

U-v =0,

so heiBt der Spaltenvektor V eine rechte Syzygie der Matrix U. Bezeichnet g, bzw.
g, den Grad des Elementes a; bzw. a, von U bzw. V, so gilt (vgl. [2], Seite 185—189)

gk = &ut+8&1—8&n und gu—g =8 —&.
Die Gesamtheit der Syzygien der Matrix U bildet einen Vektormodul, den (rechten)
Syzygienmodul von U. Dieser besitzt eine endliche Basis, deren Elemente, als Spalten-
vektoren nebeneinandergeschrieben, eine Matrix ¥, bilden. (Ein Vektormodul werde
kurz mit demselben Buchstaben wie diese Minimalbasis bezeichnet.)

Fassen wir die Minimalbasis U' des H-Ideals a als Basis eines Vektormoduls
auf, so ist ihr (rechter) Syzygienmodul U? wohl bestimmt. Wenn dieser nicht ver-
schwindet, ist dessen (rechter) Syzygienmodul zu konstruieren usw. Wir erhalten
eine Reihe von Matrizen, eine Syzygienkette. Die Anzahl der Glieder der Syzygien-
kette ist endlich, sie werde mit k bezeichnet; dann ist

N R
die Syzygienkette des H-Ideals a der Linge k. Es gilt stets k = n+1:esist k = n+1
genau dann, wenn das Ideal a eine triviale Komponente besitzt. Gehort zu a ein
Primideal vom Rang r, so hat die Syzygienkette von a mindestens r Glieder. Besitzt
die Syzygienkette des Ideals a die Linge k& und gilt fir eine Form F
a:(F)=aq,

so besteht die Syzygienkette des Ideals (a, F) aus genau k+1 Gliedern. ([2], Seite
190—196).
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Auf Grund dieser Aussagen sind die folgenden beiden Definitionen fquivalent.

1. Ein H-Ideal a hei3t perfekt, wenn die Ldnge seiner Syzygienkette gleich dem
Rang des Ideals a ist.

2. Ist a ein d-dimensionales H-Ideal aus K[x,, x,, ..., x,] und gibt es d Formen
F,, F,, ..., F; derart, daB

a:(F)=a; (@,F):(F)=(@,F,);..; (@F,. .F_):F)=
=0, Fyy oovy Fgog)

gilt und (a, F,, F,, ..., F,) ein ungemischtes nulldimensionales H-Ideal ist, so heiBt
a perfekt. ([2], Seite 197 bzw. 199).

Jedes perfekte H-ldeal ist ungemischt. Zwar ist jedes H-Ideal der Hauptklasse
perfekt ([2], Seite 191), aber nicht jedes ungemischte H-Ideal ist schon perfekt.
Dies wird das Beispiel 11 bestétigen,

Es sei a ein primires Potenzproduktideal. Aus Satz 10 und der obigen Defini-
tion 2 folgt leicht

Satz 24. Jedes primdre nichttriviale Potenzproduktideal aus K[x,, x,. ..., x,] ist
perfekt.

Beweis. Es bezeichne q ein primédres Potenzproduktideal und p=(x,. x,, ..., X,)
das zugehorige Primideal. Ist r=n, d. h. ¢ von Dimension 0, so ist q nach der obigen
Definition perfekt.

Die Dimension n—r von q sei positiv. Dann ist nach den Sétzen 5 und 10

q:(0) =a; H@X41) (%42 = (@ X 41)s -5
(f‘{, xr+|9 "'9“-1':-[): (xn) = (qe xr-q-l, ety xn-—l))

und das Primérideal (q, x,,,, .... X,) hat die Dimension 0. Folglich ist q perfekt,
g.e.d.

Zur Konstruktion des zweiten Syzygienmoduls fiir ein beliebiges Potenzprodukt-
ideal verhilft

Satz 25. Das Potenzproduktideal a sei durch seine unverkiirzbare Potenzprodukt-
basis q,, q,. ..., q, gegeben. Dann bilden die Spalten der Matrix

ool o NS N
(fhs‘i’z) <‘h-9‘3>
—
; 0 0
(q1.92)
pe | T 0
(11) V:= 41,93
qs
0 0 e =
(qs—l!q.r)
0 R e |~ el
\qs—l’QQ
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eine Basis fiir den zweiten Syzygienmodul von a. V? stellt im allgemeinen noch keine
Minimalbasis dar. Durch Streichen der iiberfliissigen Spalten erhdlt man aus V? eine
Minimalbasis U?>.

Bewels. Zuniéchst ist klar, daB durch (11) Syzygien von a gegeben sind. Es
bleibt zu zeigen, daB dadurch alle Syzygien kombiniert werden konnen.
Ist (F)=(F,, F,, ..., F,)T eine Syzygie zu a=(q,.¢,, ..., q,), so heiBt

(12) Q=Fiq+F,q,++Fq=0

eine .,Passivititsbedingung®. Es sei irgendeine Passivititsbedingung (12) mit F; =
= @y Piy + iy Piy + o +ay, pi, gegeben. Die Potenzprodukte p; seien fiir jedes /
nach ihrer lexikographischen Anordnung numeriert. Das lexikographisch kleinste
Potenzprodukt der x, in Q sei gleich den Produkten p;, ¢;, Px1xs Pri s - -
Aus Py qi=pi1 qx folgt piyqi = 1y +[pi» q.). Nach (11) besteht fiir jedes Paar
i, k eine Passivititsbedingung
- qi Gk
v i qr) 9 (Gis qi) QI

woraus sich die Passivitiatsbedingung 7, Q, = p:i,¢: —p.2q, = 0 ergibt. So entsteht
aus (12) eine neue Passivititsbedingung

(13) -Q“}EQ‘“ailrikQﬂcEFIQI+'°'+Fl—lqi—I.+
+(Fi—ay pi)gi+ - +Fo_1gi— 1+ (Fi+ ;1 pry) g+ -+ + Foq, = 0.

0‘

Gilt @;, +a,, = 0 und wurde das lexikographisch klienste Potenzprodukt der x, in (12)
allein durch die Produkte p;, ¢; und p,, g, gebildet, so ist das lexikographisch kleinste
Glied in (13) groBer als das in (12). Ansonsten hat (13) dasselbe kleinste Potenz-
produkt wie (12), jedoch wird dieses jetzt nur noch durch die Produkte py, g.. P11 41+ ---
gebildet. Auf (13) ist dasselbe Verfahren wie auf (12) anzuwenden und

(14) QY = QY —a 1,2y =0

zu bilden. Durch Fortfiihrung dieses Verfahrens gewinnen wir in endlich vielen
Schritten eine Passivitdtsbedingung, deren lexikographisch kleinstes Glied groBer als
dasjenige von (12) ist. Eine Weiterfiihrung des Verfahrens ergibt schlieBlich eine
Passivititsbedingung Q®, die nur noch aus zwei Gliedern besteht; fiir diese gilt

AT -1 - .
Q{’) o Q(r )_arl ’lerr = ayy 'rrs‘Qrs =t 0
und
Q) = Q0 —gq,,1,.0,, =0.

Durch RiickwirtsschlieBen und sukzessives Einsetzen folgt, dal ©Q als Kombina-
tion der Q;, dargestellt werden kann, g.e.d.

FOLGERUNG AUS SATZ 25. Es bezeichne m den Maximalgrad der Basispotenz-
produkte des Potenzproduktideals a. Dann ist der Grad der durch die Basissyvzygien
von a gegebenen Passivititsbedingungen héchstens 2m.

BeEwels. Die betr. Passivititsbedingungen sind von der Gestalt Q,,=0. Dann
folgt die Behauptung.
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Wie sehen die weiteren Syzygienmoduln aus? Diese mogen fiir s=1, 2 und 3
angegeben werden.

a) s=1: Hier ist das Potenzproduktideals a ein Hauptideal, a=(g), und folglich
ist U?=0, d. h. a ist perfekt.

b) s=2: Fir a=(q,, q,) erhalten wir aus Satz 25 die Matrix

N
i | Ata] v,
. -
q1:920)
und hieraus U*=0. — Jedes Potenzproduktideal mit einer Minimalbasis aus zwei

Elementen besitzt eine Syzygienkette der Linge 2.
¢) s=3: Der Satz 25 liefert fir das Potenzproduktideal a=(q,, ¢,.q;) die
Basis

G21  9qa 0
V2= |—q,; 0 q32 mit gy =
0 —qi13 —4q2;

fiir den zweiten Syzygienmodul.
I. Fall: V? stellt keine Minimalbasis fiir U? dar. Die dritte Spalte sei iiber-
fliissig. Dann gibt es Formen A4, B, fiir die

Aqy,+Bgz, =0,

4
<qh qlk>

—Aq,, ={qiz,
’ _ ’ ' Bq,3=q13
gilt. Wir erhalten die Bedingungen
(15) A=-92 ypq p=193,
912 q13

Sind andererseits die durch (15) definierten Quotienten 4 und B Elemente des H-
Ringes K[x,.x,,...,x,), so ist in V2 die dritte Spalte iiberfliissig. Es gilt

d21 UEY
U2 = —q12 0
0 —q;

Weiter ist U3=0; denn aus U?(F)=0 folgt ¢,, F=0 und ¢,; F=0. Die Linge der
Syzygienkette von a ist in diesem Fall 2.

2. Fall: Es gilt ¥2=U?, Die Determinante der Matrix U? ist gleich Null,
Es folgt U3 #0. Wir erhalten fiir die Elemente F, der rechten Syzygien der Matrix
U? die Bedingungsgleichungen:

Fiqy,+Fyq3, =0,

—F,q,, +F3q3, = 0.
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Aus der ersten Gleichung folgt F, €(q3,):(g5;) und F,€(q,,):(q3,), so daB nach
Satz 5

EY 32 G12931
F.= A —, =—A——=— =A— —
' 921,931)° " ° I

‘hz(‘hn‘hl}‘

letzteres ergibt sich durch Einsetzen der Ausdriicke fiir F, und F, in die zweite
Bedingungsgleichung. Wihlen wir umgekehrt 4 als das Potenzprodukt der x, klein-
sten Grades, so dall der Ausdruck fiir F; ein Potenzprodukt der x, mit positiven
Exponenten ist, so ist
F,
U® = |F,
Fy

und weiter U*=0. Die Linge der Syzygienkette ist 3.

Ein Potenzproduktideal, dessen unverkiirzbare Potenzproduktbasis aus 3 Ele-
menten ¢, , ¢,, g3 besteht, besitzt eine Syzygienkette aus 2 oder 3 Gliedern. Zu jedem
Syzygienmodul gehért als Minimalbasis eine Matrix, deren von 0 verschiedenen
Elemente Potenzprodukte der x, sind. Die Linge der Syzygienkette ist genau dann
gleich 2, wenn bei geeigneter Numerierung der Basiselemente ¢ von a

quql_,_qi) i anql.qﬁE
4192+ 93) 9192 93)
gilt, z. B. fiir a=(x, x,, x}, x,x;), so daB dieses Ideal perfekt ist.

Zum SchluB dieses Paragraphen soll fiir s=4 die Syzygienkette eines umgemisch-
ten, jedoch nicht perfekten Potenzproduktideals angegeben werden.

KTk o)

Beispiel 11. Es sei a = (x; X3, X1 X4, X3X3, X3Xq) = (x;, X3) N (x5, x4). Der
Satz 25 liefert die Matrix

b PR YRR T 0 0 0
ya= | 7% 0 0 X,X3 X, 0

0 —x v L 05 R - N

0 0 =2 0 —xp =X

Hieraus erhalten wir die Minimalbasis des zweiten Syzygienmoduls

- P 0 0
—X3 i S 0

0 —x, 5 R

0 0 —x;, —x,

U? =

Jetzt suchen wir eine Basis fiir die Vektoren (F), die wegen ||U| =0 nur den Be-
dingungen
Fl.\'4+F2X2 :0.

le.S -‘Fs.\'z =O,
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geniigen miissen. Aus der ersten Gleichung folgt F,=Ax,, F, =—Ax, mit
A€K[xy, x,, ..., X,]. Setzen wir dies in die ndchsten beiden Gleichungen ein, so
erhalten wir Fy=Ax; und F; = —Ax,. Also ist

Das Potenzproduktideal a ist zwar ungemischt aber nicht perfekt; denn sein Rang
ist r=2, und die Syzygienkette besteht aus 3 Gliedern.

Zusatz bei der Korrektur: Berichtigung zu Teil I:

Seite 93, 2. Zeile v.0.: Statt x3x3  lies x3x3
Seite 97, 4. Zeile v.0.: Statt x{x,x; lies xjx,x;
6. Zeile v.o0.: Statt xjx, lies xix,
Seite 98, 6. Zeile v. o.: Statt ,.endlichen” lies ,,endlich vielen™
8. Zeile v. o.: Statt ,.Idealtheorie in Ringbereichen™ lies ,,Idealtheorie™

( Eingegangen am 24. Mdrz 1968.)



