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Einleitung

Uber die Beziehungen, die zwischen der Struktur einer Gruppe und der ihres
Untergruppenverbandes bestehen, gibt es eine ausgedehnte Literatur. Dabei handelt
es sich weniger um eine Anwendung verbandstheoretischer Methoden auf die
Gruppentheorie, sondern mehr um eine Verwendung verbandstheoretischer Begriffe
zur Klassifikation der Gruppen. Die Untersuchungsmethoden sind fast durchweg
gruppentheoretischer Natur.

Bei der Betrachtung von Gruppen mit besonderen Eigenschaften erweist sich
die Anpassung des Klassifikationsprinzips als zweckmiBig. Statt des ganzen Unter-
gruppenverbandes wird man nur gewisse Teilverbinde heranziehen, welche den
Gruppen in invarianter Weise zugeordnet sind. So scheint der Subnormalteiler-
verband bei der Untersuchung auflosbarer Gruppen, der Normalteilerverband bei
der Untersuchung nilpotenter Gruppen besonders geeignet zu sein.

Wir beschiftigen uns in dieser Arbeit mit dem Subnormalteilerverband und
haben es vorwiegend mit auflésbaren Gruppen zu tun. Nach einleitenden Betrach-
tungen tber die Kompositionsstruktur (§ 1) wird klargelegt, wie sich direkte Zer-
legungen des Subnormalteilerverbandes in der Gruppe selbst widerspiegeln, was
zum Begriff der sn-Zerlegung fiihrt (§ 2). Sodann werden bestimmte Typen charak-
teristischer Untergruppen angegeben, die bei einem Isomorphus zwischen Subnormal-
teilerverbinden wieder in charakteristische Untergruppen, zum Teil desselben Typs,
iibergehen (§ 3). Moglichst genaue Kenntnisse hinsichtlich der Ubertragung der
Normalteilereigenschaft bei solchen Isomorphismen sind wichtig, weil sie es ge-
statten, durch Faktorgruppenbildung zu kleineren Gruppen iiberzugehen.

Die Frage nach der Struktur derjenigen Gruppen, deren Subnormalteilerver-
band von vorgegebener Art ist, 1dBt sich wohl kaum umfassend beantworten und
fihrt schon in den einfachsten Fillen zu verzweigten Resultaten (§ 4). SchlieBlich
befassen wir uns mit dem Aufsuchen solcher Eigenschaften, die sich bei einem
Subnormalteilerverbandsisomorphismus von einer Gruppe auf die andere iiber-
tragen (§5). HEINEKEN ([2], S. 36) bewies die Ubertragbarkeit der Nilpotenz im
Bereich der auflosbaren Gruppen, sofern noch zusitzlich die Nichtzyklizitit simt-
licher Sylowgruppen vorliegt. Wir werden das Ergebnis durch Streichung der Zu-
satzvoraussetzung erweitern. Andererseits ist, wie sich zeigt, die Zyklizitit der
Sylowgruppen fiir sich ebenfalls eine iibertragbare Gruppeneigenschaft.
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Bezeichnungen

G, G* bezeichnen Gruppen (alle vorkommenden Gruppen seien endlich); a*=
=b~1ab fiir Gruppenelemente a, b; K*=a~"' Ka fiir ein Element @ und einen Komplex
K einer Gruppe; (a, b))=a~'b~'ab ist der Kommutator aus ¢ und b; G'=Kom-
mutatorgruppe von G, G"=(G")’; (K) bezeichnet die aus dem Komplex K erzeugte
Untergruppe; Cg(K) oder C(K)=Zentralisator des Komplexes K in G; Z(G)=

=Zentrum von G; U= G, U=G, U==( bedeutet bzw.: U ist Untergruppe, Normal-
teiler, Subnormalteiler von G-analog U<G, U=G, U=<aG: U ist echte Unter-
gruppe, echter Normalteiler, echter Subnormalteiler von G; m(G)=Durchschnitt
aller maximalen Normalteiler von G; |G|=Ordnung von G; |G:U|=Index der
Untergruppe U in G; ord a=Ordnung des Gruppenelementes a; S,=symmetrische
Gruppe des Grades n; Z,= zyklische Gruppe der Ordnung n; s(G), n(G), sn(G)
bezeichnen bzw. den Verband der Untergruppen, Normalteiler, Subnormalteiler
von G; wird ein Isomorphismus sn(G)=sn(G") betrachtet, so bezeichne X* das
Bild von X €sn(G), falls nichts anderes gesagt wird; u=v bzw. u=no fiir einen Ver-
band v: u ist Teilverband bzw. echter Teilverband von v; p, g seien immer Prim-
zahlen; p’=Menge aller von p verschiedenen Primzahlen; fiir eine Primzahlmenge
n bezeichnet n° die Gesamtheit der nicht in 7 gelegenen Primzahlen.

§ 1. Vorbemerkungen

€ sei eine Menge nichtisomorpher einfacher Gruppen. G heiBle €-Gruppe, wenn
jeder Kompositionsfaktor von G zu einer Gruppe aus € isomorph ist oder G die
Ordnung 1 hat.

Beispiele: 1. € bestehe aus einer Gruppe von Primzahlordnung p. Dann sind
die €-Gruppen genau die p-Gruppen.

2. € bestehe aus allen einfachen Gruppen, in deren Ordnungen nur Primzahlen
aus einer gegebenen Primzahlmenge n aufgehen. Dann sind die €-Gruppen genau
die n-Gruppen.

3. € bestehe aus der Gruppe von der Ordnung p und allen p’-Gruppen. Dann
sind die €-Gruppen genau die p-auflosbaren Gruppen.

4. € bestehe aus den zyklischen Gruppen, deren Ordnungen eine gegebene
Primzahlmenge = ausfiillen und allen einfachen n’-Gruppen. Dann sind die €-Grup-
pen genau die n-auflésbaren Gruppen.

5. Wiihlt man in 4. fiir 7 die Gesamtheit aller Primzahlen, so sind die €-Gruppen
genau die auflosbaren Gruppen.

Das Produkt von E-Normalteilern einer Gruppe G ist wieder €-Normalteiler
von G. Daher ist das Produkt aller €-Normalteiler von G ein €-Normalteiler von
G, der alle G-Normalteiler von G umfaBt. Er ist sogar charakteristische Unter-
gruppe von G und wird der grofite €-Normalteiler von G genannt. Unter G hat
entsprechend der Durchschnitt von Normalteilern mit €-Faktorgruppe selbst eine
€-Faktorgruppe. Also ist der Durchschnitt aller Normalteiler von G mit E-Faktor-
gruppe ein Normalteiler mit €-Faktorgruppe, der in allen Normalteilern von G mit
€-Faktorgruppe enthalten ist. Wir nennen diesen Normalteiler, der offenbar ebenfalls
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charakteristisch ist, den kleinsten Normalteiler von G mit €-Faktorgruppe und seine
unter G gebildete Faktorgruppe die griofite €- Faktorgruppe von G.

Denkt man sich durch den Subnormalteiler N eine Kompositionsreihe von G
gelegt und ist G=Ny=N,=>---=N,= N das oberhalb N gelegene Stiick derselben,
so hingen die Kompositionsfaktoren N;_,/N; (i=1, ..., r) als abstrakte Gruppen
nur von G und N ab, nicht aber von der Kompositionsreihe. Wir nennen sie kurz die
oberhalb N gelegenen Kompositionsfaktoren von G.

Satz 1. 1. Jeder €-Subnormalteiler von G liegt im gréfiten €-Normalteiler von G.
2. Jeder Subnormalteiler von G, oberhalb dessen die Kompositionsfaktoren von
G nur €-Gruppen sind, umfaft den kleinsten Normalteiler von G mit €-Faktorgruppe.

BeEwEls. 1. Wir zeigen durch Induktion nach |G|, daB in G jeder groBte €-Sub-
normalteiler normal ist. Wenn G selbst €-Gruppe ist, so ist die Behauptung trivial
richtig. Sei nun G nicht €-Gruppe und N ein groBter €-Subnormalteiler von G.
N ist subnormal in einem gewissen maximalen Normalteiler M von G. Da N auch

maximaler E-Subnormalteiler von M ist, so ist nach Induktionsvoraussetzung N=M.

Fiir a€ G ist auch a-'Na=M und weiter N-a“NagM, also N-a-'Na==¢G.
Uberdies ist N+-a~! Na ein €-Gruppe. Wegen der Maximalitit von N muBl a~! Na=
=N sein.

2. Wird dhnlich wie 1. beweisen.

Folgerungen. 1. Ist N=Z=G und kein Kompositionsfaktor von N zu einem

oberhalb N gelegenen Kompositionsfakior von G isomorph, dann ist N=G.
2. Jeder Hallsche Subnormalteiler ist normal.

§ 2. sn-Zerlegungen

Definition. Eine direkte Zerlegung G = A, X - X 4, heiBe sn-Zerlegung und
entsprechend A4, X --- X A4, ein sn-Produkt, wenn fiir i #j kein abelscher Kompositions-
faktor von A; zu einem von A4; isomorph ist.

Diese Definition wird durch Satz 3 gerechtfertigt werden.

Satz 2. Sei G = A; X+« XA, eine sn-Zerlegung. Dann besitzt G an Normalteilern
( Subnormalteilern) genau die Gruppen U, X--- X U,, wo U; Normalteiler ( Subnormal-
teiler) von A; ist fir i=1, ..., n.

Bewels. Wir zeigen zunichst, daB jeder Normalteiler N von G die Gestalt

U, X-+ XU, hat, wo U,gA,- fiir i=1, ..., n. Wir konnen N#1 annehmen und uns
die Numerierung der A4; so gewidhlt denken, dal N = A4,X:--XA4,, wobei kein
A; gestrichen werden darf. Ist k=1, dann besitzt N bereits die behauptete Gestalt.
Sei fortan k=1. Jedes x € N besitzt eine eindeutige Darstellung x=x, ... x;, mit x;€ 4,
fir i=1, ..., k. Die A-Komponenten x; aller x € N bilden eine Untergruppe U; von

A;. Wegen N=G ist Uig—A,-.
Wir wollen zeigen, daB U, =N gilt und setzen zu dem Zweck 4, X X 4, = B,.
Dann ist N Untergruppe von A4, XB,, wobei dic 4,-Komponenten der Elemente
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von N ganz U, und ihre B,-Komponenten einen Normalteiler V; von B, ausfiillen.
Bekanntlich ist U;,/NNU, = V,/N(V,. Angenommen, es wire U, = NNU,.
Dann gibe es einen maximalen Normalteiler K;/N(\ U, von U;/NNU,. Da A, X B,
ein sn-Produkt ist, miiBte U,/K, eine nichtabelsche einfache Gruppe sein. Wir
konnten ein x € N mit x, ¢ K wahlen und fanden zu x, ein y, € U; mit x7'y7'x,y, ¢
¢ K,. Es wire N3x~'y7'xy,=x7'y7'x y,€U,, so daB NNU, £ K,. Mithin
ist U, = NNU,, U,;=N. Die gleichen Uberlegungen kdnnen fur Uss ..ss Up 8D
Stelle von U, durchgefiihrt werden. Deshalb ist U, X--- X U, = N.

Nun zeigen wir durch Induktion nach |G|, daB ein beliebiger Subnormalteiler

N von G die Gestalt U, X---X U, hat, wo Uﬁi,{i fiir i=1, ..., n. Das ist klar

fiir G=1. Auch im Falle N=G ist nichts zu beweisen. Sei N=G und M ein N um-
fassender maximaler Normalteiler von G. Nach dem bisher Bewiesenen gilt

M= M;X---XM,, wo MIZE—AI fir i=1, ..., n. Auf diese Zerlegung von M kann
die Induktionsvoraussetzung angewendet werden. Danach ist N = U, X--- X U,, wo
U;iﬁM; fir i=1, ..., n. Weil UiggG, so ist die Behauptung bewiesen.

DaB umgekehrt jedes Produkt U, X--- X U, der im Satz genannten Art Normal-
teiler (Subnormalteiler) von G ist, liegt auf der Hand.

Satz 3. Eine direkte Zerlegung
(1) G=A,X---XA,
ist genau dann sn-Zerlegung, wenn gilt
(2) sn(G) = sn(A;) X+ Xsn(A,).

Beweis. Die Produkte U, X--- X U,, wo jeweils Uiggzﬁ firi=1, ..., n bilden
den Verband sn(A4,)X---Xsn(A,) als Teilverband von su(G). Ist (1) sn-Zerlegung,
dann kann dieser Teilverband nach Satz 2 nicht echt sein, so daB (2) gilt. Sei um-
“gekehrt (2) erfiillt, so daB also jeder Subnormalteiler von G die Gestalt U, X---X U,

mit U==4, fiir i=1, ...,n besitzt. Wire (1) keine sn-Zerlegung, dann gibe es
verschiedene Indizes 7, j, so daB A; und A4; einen Kompositionsfaktor derselben

Primzahlordnung p hitten. Es gilte C;-::B,——A,. C,<B; ffAj, |B;: G| =

=|B;: C;|=p fiir geeignete Gruppen B;, B;, C;, C;. Offenbar wire C;C;<B,B; und
B;B;/C,C; elementar abelsch von der Ordnung p?. Mit einem nicht in C,; gelegenen
Element @ von B; und einem nicht in C; gelegenen Element b von B; wire {(ab, C;C;)

ein Subnormalteiler von G, der nicht die Gestalt U, x---X U, mit U==4; fir
i=1, ..., n besiBe.

Bemerkung zu Satz 3. Dafiir daB (1) eine sn-Zerlegung ist, erweist sich als
notwendig aber nicht als hinreichend die Beziehung

n(G) = n(A;)X--Xn(4,).

Man beweist die Notwendigkeit mit Hilfe von Satz 2 wie die entsprechende Aussage
von Satz 3. Andererseits ist G = 4, X A4, mit 4, =S;, A,=2Z, keine sn-Zerlegung,
obwohl n(G) = n(A4,)Xn(4,) gilt.
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Satz 4. Sei v ein Teilverband von s(G), welcher 1 und G, sowie mit jedem sei-
ner Elemente U auch alle zu U in G konjugierten Untergruppen als Elemente ent-
hdlt, Ist

D=0 XD,

eine Darstellung von v als direktes Produkt von Teilverbénden v, . ..., v, und bezeichnet
A; das maximale Elemente von v;, so gilt

3 G = A; X XA,,
und es ist v; = v()s(A)).

BewEels. Auf Grund der Voraussetzung hat jede Untergruppe ¥V aus v die
Gestalt V=(V,;, V5, ..., V,, mit V;€v;, wobei die ¥; durch V eindeutig be-
stimmt sind. Fiir ¥'=1 miissen hierbei die V; samtlich gleich 1 sein, so daB 1€,
firi=1, ..., n. Fiir V=G moge die Darstellung G=(B,, ..., B,) lauten. Bei beliebiger
Wahl von V€, ist (V;, B;)€v;, was mit G=(By, ..., (V;, B), ..., B,) zZusammen
(Vi, B))=B;, d.h. V;=B, liefert. Demnach ist B; das maximale Element A4; von v;
und v; = v(s(4;). Wenn U€vo[)s(4;) und etwa U=(U,, ..., U,) mit U,€py, so
folgt 4;=(U,, ..., Ui_y, A;, Upsy, ..., Upp=(1, ..., 1, 4;, 1, ..., 1), so daB U;=1 fiir
Jj#i. Dann ist aber U=U;, mithin U<v;. Wir erschen daraus, daBl v MNs(4;) = v;.
Insgesamt gilt also v; = v(\s(4;) fir i=1, ..., n. Hiermit ergibt sich weiter, dal
A; mit dem Erzeugnis der ilibrigen 4; (ji) den Durchschnitt 1 hat. Nun zeigen
wir die Normalitiit aller 4; in G. Fiir a; € 4;, wo j#i, ist nach Voraussetzung A{/€v,
also Afi=(Vy, ..., V,) mit V,€p, fiir k=1, ..., n. Wegen V,=AN=(A;, A;) folgt
Vi=1 fir k=i, j. Also ist A{s=(V;. V). Es ergibt sich nun schrittweise A4;=
={a;Via;*, a;V;a;'), a;V a5’ = 4;NA; =1, V;=1, Ai=V;=A,.

Bemerkungen zu Satz 4. Man kann z B. fiir v jeden der Verbidnde s(G),
sn(G), n(G) nehmen. Fiir v=5(G) ist v,=s5(A4;). Fir p=sn(G) ist v,=sn(A4;) und (3)
nach Satz 3 cine sn-Zerlegung.

Auf Grund der Sitze 3 und 4 wird durch (1) -~ (2) eine eineindeutige Zuordnung
zwischen den sn-Zerlegungen von G und den Zerlegungen von sn(G) in ein direktes
Produkt von Unterverbanden hergestellt. Wir erwihnen, dafl in dhnlicher Weise
den direkten Zerlegungen von s(G) gewisse direkte Zerlegungen von G entsprechen,
die von SuzukiI ([4], S. 5) angegeben worden sind.

Satz 5. Sei G = A, X+ X A, eine sn-Zerlegung und A%, ..., Ay ein System von
Untergruppen von G*. Gibt es einen Isomorphismus sn(G)==sn(G*) mit A;—~ A} fiir
i=1, ..., n, dann besteht die sn-Zerlegung G* = A7X--- X Ay mit sn(A;)2: sn(A}) fiir
i=1,...,n und umgekehrt.

Bewels. Wenn sn(G)==sn(G*) mit 4, — A fiir i=1, ..., n, dann ist sn(G*) =
= sn(A%)>--- Xsn(Ay). Hieraus ergibt sich nach Satz 4 samt Bemerkungen, daB
G* = A7 X - XAy gilt und weiter mittels Satz 3, daB dies eine sn-Zerlegung ist.

Zum Beweis der Umkehrung nehmen wir an, es sei G* = A7 X--- XAy eine
sn-Zerlegung, und es gelte sn(A4;)=sn(A]), wobei der beliebige Subnormalteiler U;
von A4; das Bild U in A7 haben moge. Mit Hilfe von Satz 2 erkennt man, daB U;, ...
WU = US L UE (=i <o =i =n) ein Isomorphismus sn(G) = sn(G”) ist, bei dem
A; auf A} abgebildet wird.
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§ 3. Charakteristische Untergruppen

In diesem Paragraphen werden hinreichende Bedingungen dafiir angegeben,
wann eine charakteristische Untergruppe bei einem Isomorphismus zwischen Sub-
normalteilerverbidnden wieder in eine charakteristische Untergruppe iibergeht.

Satz 6. In G seien wenigstens drei eigentliche Normalteiler vorhanden und jeder
eigentliche Normalteiler zugleich maximal und minimal. Dann ist G eine elementar
abelsche Gruppe von Primzahlquadratordnung.

Bewers. Die eigentlichen Normalteiler von G seien N, ..., N,, wo k=3. Fiir
i#jist N\N;=G, N;(\N; = 1, also G = N;XN;. Hieraus folgt einerseits die Ein-
fachheit aller &; und andererseits zusammen mit k=3, daB alle N; untereinander
isomorph sind. Wire N, nicht abelsch, so wire G = N; XN, eine sn-Zerlegung
und G besidBe auf Grund von Satz 2 nur zwei minimale Normalteiler gegen die Vor-
aussetzung. Also ist N, abelsch und |N,| eine Primzahl p. Aus G = N; XN, und
|Ny|=|N,|=p folgt die Behauptung.

Satz 7. 1. Ist G/N nichtzyklisch elementar abelsch und sn(G)==sn(G*), so ist
N*=G* und G/N=G*|N*.
2. Ist G nichizyklisch elementar abelsch und sn(G)==sn(G%), so ist G=G".

Beweis. 1. Seien M, M, verschiedene N umfassende maximale Normalteiler von
G. Dann ist G/M, (M, elementar abelsch von Primzahlquadratordnung p? ferner

M{=G, M3=G. Wegen sn(G/M, N\ M,) = sn(G*/M¥ I M3) erfillt G*/M{ N M3,
die in Satz 6 fiir G formulierten Voraussetzungen. Also ist G*/M{ I M7 ele-
mentar abelsch von Primzahlquadratordnung ¢*. Die Anzahl der maximalen
Subnormalteiler von G/M, M, bzw. G*/M (1 M7 ist p+1 bzw. g+1. Da beide
Anzahlen iibereinstimmen miissen, ist p=¢g. Mithin haben alle N* umfassenden
maximalen Normalteiler von G* den Index p. Ihr Durchschnitt ist N*, denn N
stimmt mit dem Durchschnitt aller N umfassenden maximalen Normalteiler von G
tiberein. Es ergibt sich, daB G*/N* elementar abelsche p-Gruppe ist. Da die Langen
der Kompositionsreihen von G/N und G*/N " iibereinstimmen, haben beide Grup-
pen dieselbe Ordnung. Damit ist die [somorphie G/N= G*/N* nachgewiesen.
2. Ist Spezialfall von 1.

Satz 8. Sei sn(G)=sn(G"), G* auflosbar und G/N die grofite €-Faktorgruppe
von G. Dann ist N* charakteristische Untergruppe von G.

BeweEls. Wir zeigen, daB in G* zu jeder charakteristischen Untergruppe L*
mit G*= L*>N" eine charakteristische Untergruppe M * mit L* > M*=N"* existiert.
Ist dies bewiesen, so kdnnen wir eine bei G* beginnende und bei N* endende Kette
aus charakteristischen Untergruppen finden.

Da N* in L* subnormal ist, gibt es einen maximalen Subnormalteiler K* von
L*, der N* umfaBt. Wegen der Auflosbarkeit von G* ist |[L*:K*| eine Primzahl p.
Ist K* charakteristische Untergruppe von G*, so konnen wir M*=K" wihlen.
Sei nun K* keine charakteristische Untergruppe von G*. Da alle Bilder von K*
unter den Automorphismen von G* in L™ Normalteiler vom Index p sind, so ist ihr
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Durchschnitt M* eine charakteristische Untergruppe von G*, fiir die L*/ M * elementar
abelsche p-Gruppe ist. Zudem ist L*/M* nicht zyklisch.

Nach Satz 7, 1. ist M=L und L/M eine elementar abelsche p-Gruppe. Aus

N=K=ZLZ=G und |L:K|=p folgt, daB sowohl die Gruppe der Ordnung p sowie
jeder oberhalb L gelegene Kompositionsfaktor von G in € sein muB. Es ergibt sich,
daB die oberhalb M gelegenen Kompositionsfaktoren von G zu € gehoren, was auf
Grund von Satz 1, 2. zu N= M fiihrt. Damit ist auch N*=M".

Satz 9. Sei sn(G)=z=sn(G*) und G/N die grofite p-Faktorgruppe von G. Es werde
vorausgesetzt, daff G/N nicht zyklisch und im Falle p=2 sowohl G als auch G* auf-

Iosbar ist. Dann ist N*=G* und G*|N* grifte p-Faktorgruppe von G*.

Bewers. Wir verwenden Induktion nach |G|. Die Gruppe G kleinster Ordnung,
welche den Voraussetzungen des Satzes geniigt, ist die Vierergruppe, und dabei ist
N=1 zu nehmen. Dann ist N*=1 und auf Grund von Satz 7, 2. G* ebenfalls die
Vierergruppe.

Sei Ny, N,, ..., N, das System der maximalen Subnormalteiler von G, welche
N umfassen. Da G/N nicht zyklisch ist, ist k=1. Alle N; sind in G Normalteiler
vom Index p. Fiir i+ ist G/N;[ 1 N; eine elementar abelsche Gruppe der Ordnung
p?. Da nach Satz7, 1. G/N;\N; = G*/N N\ Nj ist, so gilt [G":N;|=p.

a) Ist N;/N fiir ein i nicht zyklisch, so kann man auf N; und N die Induktions-
voraussetzung anwenden. Wegen Satz 1, 2. ist N;/N grioBte p-Faktorgruppe von N;.

Also ist N*= N und Nj*/N* groBte p-Faktorgruppe von N*. N* ist Subnormalteiler
von G*, der wegen |G*: N*|=p unter G* p-Potenzindex hat. Er umfaBt nach Satz 1,
2. den kleinsten Normalteiler M * mit p-Potenzindex in G*. Da M* in N;* Subnormal-
teiler mit p-Potenzindex ist, so muB wieder nach Satz 1, 2. gelten M*=N". Es
folgt N*=M", so daB also G*/N™ die groBte p-Faktorgruppe von G* ist.

Wenn alle Gruppen N,/N (i=1, ..., k) zyklisch sind, so ist G/N entweder die
Quaternionengruppe oder die elementar abelsche Gruppe der Ordnung p?.

b) Sei zunidchst G/N die Quaternionengruppe, so daB A=3. G und G* sind
jetzt nach Voraussetzung auflosbar. Wir setzen N,(IN,(\N; = D. G/D ist die

Vierergruppe. Nach Satz7, 1. ist D*=G* und G*/D* ebenfalls die Vierergruppe.

Nach Satz 8 ist N*=G*. Wegen der Auflosbarkeit von G* ist |[D*:N*| eine Prim-
zahl gq,. Wire q, =2, so wire |G*/N*:C(D*/N*)|=2.In G*/N* gibe es neben dem
minimalen Subnormalteiler D*/N* noch einen Subnormalteiler der Ordnung 2. Da-
gegen ist D/N einziger minimaler Subnormalteiler von G/N. Wir haben damit fest-
gestellt, daB

(4) |G*:N*|=8
ist.

Sei G*/L* die groBte 2-Faktorgruppe von G*. Wir haben zu zeigen, daB L*=N"*
bzw. L= N ist. Nach Satz8 ist jedenfalls L=G. Wenn L* =1, so konnen wir auf
G/L und G*/L* die Induktionsvoraussetzung anwenden, wonach G/L 2-Gruppe,
also L= Nist. Seinun L= L*=1, also G* eine 2-Gruppe. Dann ist G*/m(G") elementar
abelsche 2-Gruppe einer Ordnung 2"=2. Es folgt nach Satz7, 1., daB G/m(G)
ebenfalls elementar abelsch von der Ordnung 2" ist. Mithin gilt m(G)=D. Demnach
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sind N{, N3, N3 alle maximalen Untergruppen von G* und somit G* nicht zyklisch.
Angenommen es wire N*=1. Dann wire G* wegen (4) auch nicht die Quaternionen-
gruppe. Wenigstens eine Untergruppe N wiirde dann nicht zyklisch sein, und
auf diese konnte die Induktionsvoraussetzung angewendet werden. N; wire eine
2-Gruppe und damit auch G. Wir hidtten N=N*=1 gegen unsere Annahme.

¢) SchlieBlich nehmen wir an, G/N sei die elementar abelsche Gruppe der

Ordnung p2. Nach Satz 7. 1. ist dann N*=G"* und G*/N* ebenfalls elementar abelsch
von der Ordnung p?. N* umfaBt nach Satz 1, 2. den kleinsten Normalteiler M*
mit p-Potenzindex in G*. Wire M*<N", so wire G*/M™ nichtzyklische p-Gruppe
einer Ordnung =p*. Entweder enthielte G*/M * eine nichtzyklische Untergruppe vom
Index p, und dann gibe das unter a) Gezeigte den Widerspruch M =N, oder G*/M*
miiBte die Quaternionengruppe sein, und dann wire nach dem unter b) Gezeigten
M=N.

Folgerungen. 1. Ist G eine nichtzyklische p-Gruppe, G* eine auflisbare Gruppe
mit sn(G)=sn(G"), dann ist G* nichtzyklische p-Gruppe, insbesondere also s(G)=
2 3(G*).

2. Ist G eine verallgemeinerte Quaternionengruppe, G* auflosbar und sn(G)=
=sn(G"), so ist G=G".

Man beachte hierbei, daB unter den p-Gruppen die zyklischen Gruppen die
einzigen sind mit nur einer Untergruppe vom Index p, die verallgemeinerten Quater-
nionengruppen die einzigen mit nur einer Untergruppe von der Ordnung p aber
mehr als einer Untergruppe vom Index p.

Ein Gegenstiick zu Satz 9 ist

Satz 10. Sei sn(G)=sn(G*) und N gréfter p-Normalteiler von G. Es werde weiter
vorausgesetzt, daf N nicht zyklisch und G* auflosbar ist. Dann ist N* gripter p-Normal-
teiler von G*.

BEweis. Aus der Nichtzyklizitit von N und der Auflosbarkeit von G* ergibt
sich nach der Folgerung 1. zu Satz9, da N™ eine nichtzyklische p-Gruppe ist.
Der grofte p-Normalteiler P* von G* umfaBt daher N*. Wire N*=P*, so gibe
es in P* eine Untergruppe U*, die N* als Untergruppe vom Index p enthielte.
Da U™ nicht zyklisch sein diirfte, existierte in U* neben N* noch eine maximale
Untergruppe M*. Die Faktorgruppe U*/M* [ N* wire elementar abelsch von der
Ordnung p% In U wiren M und N maximale Normalteiler. Die Faktorgruppe
U/M (N wiirde nach Satz 7, 1. ebenfalls elementar abelsch von der Ordnung p?
sein. U wiire in G Subnormalteiler mit p-Potenzordnung, miiite daher nach Satz 1,
1. in N liegen, was aber wegen U”*=N" ausgeschlossen ist. Damit steht fest, da
N*=P* ist.

Wir wollen nun Satz 10 veréndern, indem wir statt des grofBten p-Normalteilers
den groBten €-Normalteiler betrachten fiir eine beliebig gegebene Menge € ein-
facher Gruppen. Wir erhalten dadurch ein Gegenstiick zu Satz 8. Vorbereitend be-
weisen wir den

Satz 11. Sei M minimaler Normalteiler von G, G* auflosbar, sn(G)=:sn(G")
und dabei das Bild M* von M keine charakteristische Untergruppe von G*. Dann
ist M in einem nichizyklischen elementar abelschen Subnormalteiler von G enthalten.
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Bewels. Die in M gelegenen minimalen Subnormalteiler von G erzeugen ganz
M. Dasselbe muB in G* beziiglich M * gelten, und da nach Voraussetzung M * keine
charakteristische Untergruppe von G ist, enthdlt M* einen nichtcharakteristischen
Subnormalteiler U* von G*. U* hat Primzahlordnung p und kann durch einen
Automorphismus von G* in eine Untergruppe V*=U"* iibergefiihrt werden. V'*
ist ebenfalls Subnormalteiler der Ordnung p und liegt zusammen mit U* im groBten
p-Normalteiler P* von G*. Sei W™ eine beliebig gewihlte Untergruppe der Ordnung
pvon Z(P*), falls U*£ Z(P*), aber W*=V"* falls U*=Z(P"). Dannist T*=U*W*
in G* elementar abelscher Subnormalteiler der Ordnung p?. Nach Satz 7, 2. ist T
in G elementar abelscher Subnormalteiler der Ordnung p? und demnach |U|=p.
U liegt im groBten p-Normalteiler von M, der daher mit M iibereinstimmen muf.
Somit ist M elementar abelsche p-Gruppe. M und T sind beide im gréten p-Normal-
teiler von G enthalten. Dieser umfalit M sogar in seinem Zentrum, woraus folgt,
daB MT 2clementar abelscher Subnormalteiler von G ist. SchlieBlich ist |[MT|=
= |T|=p°

Satz 12. Sei sn(G)=sn(G"), G* auflosbar und N der grifire €-Normalteiler von G.
Dann ist N* charakteristische Untergruppe von G*.

Beweis. Wir verwenden Induktion nach |G|. Fir G=1 oder G=N ist nichts
zu beweisen. Sei G=N:=1. Wir zeigen, daB N einen Normalteiler L=1 von G ent-
hilt, fiir den L™ charakteristische Untergruppe von G* ist. Dann kann man auf die
Gruppen G/L und G*/L*, in denen bzw. N/L groBter €-Normalteiler und N*/L*
sein Bild ist, die Induktionsvoraussetzung anwenden.

Sei M ein in N gelegener minimaler Normalteiler von G. Wenn M * charakteris-
tische Untergruppe von G* ist, so sind wir fertig. Wenn M* keine charakteristische
Untergruppe von G* ist, dann ist |M | nach Satz 11 Potenz einer Primzahl p und
der groBte p-Normalteiler P von G nicht zyklisch. Wegen M= N mul die zyklische
Gruppe der Ordnung p in € liegen. Da hiernach P eine €-Gruppe ist, gilt P=N.
Auf Grund von Satz 10 ist P* charakteristische Untergruppe von G*. Jetzt tut L=P
das Verlangte.

§ 4. Gruppen mit gegebenem Subnormalteilerverband

Fiir jede Gruppe G ist
s(G)=sn(G)=n(G).

Genau dann ist s(G)=sn(G), wenn G nilpotent ist. Genau dann ist s(G)=n(G),
wenn G hamiltonsch ist. Die Frage, welche Gruppen G durch sn(G)=n(G) charak-
terisiert werden, wollen wir nur fiir auflosbare Gruppen untersuchen.

Satz 13. Fiir eine auflosbare Gruppe G gilt genau dann sn(G)=n(G), wenn G
einen geordneten Sylowturm besitzt, bei dem jede Faktorgruppe ungerader Ordnung
von aufeinanderfolgenden Gliedern abelsch ist und unter Transformation mit einem
beliebigen Element aus G die Erhebung aller ihrer Elemente in dieselbe Potenz er-
fahrt, wihrend die Faktorgruppe gerader Ordnung, falls vorhanden, hamiltonsch ist.

BewEls. Wir setzen die Existenz eines Sylowturmes der im Satz genannten Art
fiir G voraus. Dann hat auch jede Untergruppe und jede Faktorgruppe von G einen
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solchen Sylowturm. Dadurch ist es moglich, die Normalitit der Subnormalteiler
von G durch Induktion nach |G| zu beweisen. Fiir G=1 ist alles klar. Sei nun G=1.
Es geniigt zu zeigen, daB in G jeder minimale Subnormalteiler N normal ist, denn
dann kann man jeweils auf G/N die Induktionsvoraussetzung anwenden.

Sei P die zum groBten Primteiler von |G| gehdrende Sylowgruppe von G. Auf
Grund der Voraussetzung sind alle Untergruppen von P normal in G. Sei M ein
nicht in P gelegener minimaler Subnormalteiler von G und L eine minimale Unter-
gruppe von P. Dann ist LM ein Subnormalteiler von G. Nach Induktionsvoraus-

setzung ist LM/L=G/L und demnach LM=G. In LM ist M Subnormalteiler und

Sylowgruppe, also charakteristische Untergruppe. Es folgt M=G.

Die Umkehrung beweisen wir ebenfalls durch Induktion nach |G|. Fir G=1
ist die Behauptung richtig. Sei G=1 und in G auller Normalteilern kein Subnormal-
teiler vorhanden. Dann ist jede Kompositionsreihe von G eine Hauptreihe und
demzufolge G iiberaufldsbar. Als liberauflésbare Gruppe besitzt G eine geordnete
Sylowturmreihe G=N,=N,;>:--=N,=1 (s. z. B. HUPPERT [3], S. 415). Wir be-
trachten zundchst N,_,. Offenbar ist N,_, hamiltonsch. Ist |N,_,| gerade, so ist
r=1 und G=N, eine 2-Gruppe. Dann ist G offenbar hamiltonsch. Sei weiterhin
|N,_ | ungerade. N, _, ist dann bekanntlich abelsch (s. z. B. ZASSENHAUS [5], S. 123).
Sei a,, ..., a, eine Basis von N,_,;. Da die aus dem Element a=a,...q, erzeugte
Gruppe in G normal ist, so gibt es zu dem beliebig gewiihlten Element x€ G eine
natiirliche Zahl & mit x~'ax=a*. Aus dieser Bezichung folgt wegen x~'a,x€(a;)
fiir i=1, ...,n, daB x~'a,x=af fiir alle i. Es ergibt sich, daB bei Transformation
mit x jedes Element von N,_, in seine k-te Potenz erhoben wird. Ist r=1, so sind
wir fertig. Ist r=1, so kann auf G/N, - die Induktionsvoraussetzung angewendet wer-
den, aus der sich ergibt, daB auf die Faktorgruppen N,_{/N;(i =1, ..., r—1) die zu
beweisenden Aussagen zutreffen.

Mit einer leichten Abinderung des ersten Abschnittes im Beweis von Satz 13
zeigt man

Satz 14. Es gilt sn(G)=n(G), wenn G einen Sylowturm G=Ny=N,=--=N,=1
besitzt, bei dem fiir 1=i=r jede Faktorgruppe N;_.,/N unter Transformation mit
einem beliebigen Element aus G die Erhebung all ihrer Elemente in dieselbe Potenz
erfihrt.

Folgerung. Hat G einen zyklischen Hallschen Normalteiler N mit abelscher
Faktorgruppe G/N, so gilt sn(G)=n(G).

Satz 15. Die aufliosbaren Gruppen mit genau einem minimalen Subnormaltei-
ler sind
a) a"=b"=1, a~ba="V, |(a, b)|=mq"
mit
q=Primzahl, 1=n, 1 = mlqg—1,
m=ord r mod q";
b) die verallgemeinerten Quaternionengruppen;
¢) =1, ai=1, bi=bi, bi=1,
ay'aya;=az', by'b,b,=b5",
ﬂflblal=b£ l. ai—lblazzbz,
ay'bya,=by', a;'bya,=b,b,;
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d) wie c) nur mit a}=>b} statt a}=1;
e) die Untergruppe {a,, b, b,) von c).
Diese Gruppen sind paarweise nichtisomorph.

BEWEIS. Zunichst ist leicht zu sehen, daB die angegebenen Gruppen sdmtlich
-existieren. a) existiert nach HOLDER (s. z. B. ZASSENHAUS [5], S. 95), e) ist zerfallende
Erweiterung der Quaternionengruppe (by, b,) mit (a,), c) zerfallende Erweiterung
von €) mit {a,) und d) zerspaltende Erweiterung von ¢) mit {(a,) bei gemiB a?=b}
vereinigter Untergruppe. DaBl die Gruppen c¢) und d) verschieden sind, erkennt
man an den 2-Sylowgruppen. Die von c) hat mehrere Untergruppen der Ordnung 2,
wihrend die von d) die verallgemeinerte Quaternionengruppe {(a;,a;b,) ist. Im
ibrigen liegt die Nichtisomorphie der angegebenen Gruppen auf der Hand. Die
Einzigkeit des minimalen Subnormalteilers ergibt sich aus der Bemerkung, daB
in jeder der Gruppen a) bis e) der groBte nilpotente Normalteiler Primzahlpotenz-
ordnung besitzt und entweder zyklisch oder Quaternionengruppe ist.

Wir zeigen nun, daB eine auflésbare Gruppe G mit nur einem minimalen Sub-
normalteiler zu einer der Gruppen a) bis ¢) isomorph ist. Dabei benutzen wir voll-
stindige Induktion nach |G|. Fiir |G|=Primzahl ist alles klar, womit auch der In-
duktionsanfang gesichert ist. Wir nehmen weiterhin an, daB |G| keine Primzahl ist.
Der minimale Normalteiler von G sei M, seine Ordnung q.

Zunichst gebe es einen maximalen Normalteiler N von G, dessen Index p zu g
teilerfremd ist. V ist nach Induktionsvoraussetzung eine der Gruppen a) bis ¢). Wir
betrachten diese Mdglichkeiten nacheinander.

a) Hier ist () normale g-Sylowgruppe von N und somit auch von G. Nach
ZASSENHAUS ([5], S. 125) gibt es in G eine Untergruppe A mit G=A(b), AN{b) = 1.
Ordnen wir jedem a€ A4 den Automorphismus b'—~a~'b'a von (b) zu, so erhalten
wir eine Darstellung von A4 als Gruppe aus Automorphismen von (b). Diese Dar-
stellung muB treu sein, denn anderenfalls enthielte 4 einen minimalen Subnormal-
teiler von G. Fiir |4/=m gilt g{milg"~*(¢—1), also filg—1. A ist zyklisch, denn im
Falle g=2ist i =1 und im Falle g #2 ist die Automorphismengruppe von (b) zyklisch.
Setzen wir A={a), so wird a~'ba=>b" und dabei ord r mod ¢"=7. Also ist G eine
‘Gruppe vom Typ a).

b) Ein Element der Ordnung p von G muB} in N einen Automorphismus der
Ordnung p induzieren. Das kann nur sein, wenn N die Quaternionengruppe und
p=3 ist. Fiir ein Element a der Ordnung 3 und ein in N gelegenes Element b, der
Ordnung 4 setzen wir a~'b,a=b,. Dann ist a~'b,a entweder b, b, oder b, b3".
Im Falle a~'b,a=b, b5 gelten die Relationen @a='b7la=bs", a~ b5 'a=by b3
In beiden Fillen ist also G zur Gruppe ¢) isomorph.

¢) oder d) kénnen nicht eintreten. Denn die Quaternionengruppe Q=(b,, b,)
wiire als groBter 2-Normalteiler von N normal in G. Da die inneren Automorphismen
von N alle 24 Automorphismen von Q induzierten, miiBte G/C(Q) zur Automorphis-
mengruppe von Q isomorph sein. C(Q) hitte die Ordnung 2p und enthielte das in
Z(G) gelegene Element b7 der Ordnung 2. Folglich giibe es in C(Q) einen Normalteiler
der Ordnung p, was nicht sein kann.

e) kann ebenfalls nicht eintreten. Denn wieder wire Q=(b,, b,)=G, (b}) =
= C(Q)NZ(G) und jetzt 12||G:C(Q)|| 24. was mit |G|=24p zu |C(Q)|=2p fiihrte.
Es gidbe auch hier in C(Q) einen Normalteiler der Ordnung p.

Nun mogen alle maximalen Normalteiler von G den Index ¢ haben. Wegen
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IG:C(M}[[(q— 1) kann dann nur C(M)=G sein. Also liegt M im Zentrum von G.
Ist L/M minimaler Subnormalteiler von G/M, so ist L zyklisch von der Ordnung
q*; anderenfalls wire namlich L = VX M mit einer Untergruppe ¥ von Primzahl-
ordnung, und in ¥ hitten wir einen von M verschiedenen minimalen Subnormal-
teiler von G vor uns. L liegt im groBten g-Normalteiler Q, von G, der mithin eine
Ordnung =¢? besitzt. Q, hat nur eine Untergruppe der Ordnung ¢ und ist daher
entweder zyklisch oder verallgemeinerte Quaternionengruppe (ZASSENHAUS [5], S.
112).

Ist g =2, so ist Q, zyklisch und G/M hat somit nur einen minimalen Subnormal-
teiler, dessen Ordnung iibrigens g ist. Nach Induktionsvoraussetzung kann G/M
nur zyklisch von g-Potenzordnung sein. Dann ist Q; = G, mithin G zyklische g-Gruppe.

Sei ¢=2. Ist ein maximaler Normalteiler von G eine 2-Gruppe, so ist wieder
Q0=G und wir sind fertig. Im anderen Fall sind die maximalen Normalteiler von G
entweder samtlich von der Form c¢), d) oder samtlich von der Form e¢). Beidemale
muB Q, auf Grund der obigen Betrachtungen eine verallgemeinerte Quaternionen-
gruppe sein, welche (b, b,) umfafit. Da a, auf Q, einen Automorphismus der
Ordnung 3 induziert, st @, notwendigerweise die Quaternionengruppe und C(Q,)
eine 2-Gruppe. Da mithin C(Q,)=0,, so muB C(Q,)=(b7) sein.

Wegen |G:C(Qy)|=24 kommt die Form c¢) oder d) fiir N nicht in Frage, so
daB also N die Gestalt e) besitzt. Dann ist G/(b1) zur Automorphismengruppe von
Q, isomorph, wobei die inneren Automorphismen von Q, durch die Elemente von
Q,/(b?) bewirkt werden. In N hat (a,) den Normalisator {(a,, b?). Die vier zu {(a,)
in N konjugierten Untergruppen sind samtliche 3-Sylowgruppen von G. Also hat
der Normalisator K von (@,) in G die Ordnung 12. Die Elemente von K/(b}) miissen
auf Q, duBere Automorphismen bewirken. Mithin permutieren sie die Untergruppen
(by), (by), (byb,) von Q, gemdB der symmetrischen Gruppe dritten Grades.

Es gibt daher in K ein Element @, mit 2-Potenzordnung, das (b,), (b,) mit-
einander vertauscht. Es gilt a7 'a,a,=a35?', denn wiire ¢, mit a, vertauschbar, so
lage die 3-Sylowgruppe (a,) im Zentrum ihres Normalisators K, und G besdfle dann

nach BURNSIDE (s. z. B. ZASSENHAUS [5],
S. 133) einen Normalteiler vom Index 3.
Da die Transformation mit @, in N einen
Automorphismus induziert, kann nur

al_lbta] =bz_], al_lbza|=b1_l

sein. SchlieBlich ist @} entweder 1 oder b3,
Damit steht fest, daB G zur Gruppe ¢)
oder d) isomorph ist.

Wir wollen noch die Subnormalteiler-
verbinde der im Satz 15 genannten Grup-
pen vergleichen.

Zunéachst sieht man unmittlbear, dal3
diese Verbinde fiir die Gruppen c), d), ¢)
veranschaulicht werden konnen durch die
Graphen.

e Die Subnormalteilerverbinde der ver-
¢ d, d allgemeinerten Quaternionengruppen ver-
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schiedener Ordnungen sind natiirlich untereinander nichtisomorph. Nach der Fol-
gerung 2 aus Satz 9 hat die verallgemeinerte Quaternionengruppe mit keiner der
Gruppen a), ¢), d), e) einen isomorphen Subnormalteilerverband. Nach Satz 7, 1.
kann auch niemals der Subnormalteilerverband einer Gruppe a) zu dem einer der
Gruppen c¢), d), €) isomorph sein, denn keine Gruppe a) besitzt einen Subnormal-
teiler, der eine Vierergruppe zur Faktorgruppe hat. Wir erkennen also: Besitzen
zwei der in Satz 15 aufgefiihrten Gruppen isomorphe Subnormalteilerverbdnde, so han-
delt es sich entweder um Gruppen der Gestalt a) oder um die Gruppen c), d).

Satz 16. Samtliche verschiedenen Subnormalteiler (= Normalteiler) der Gruppe

&) a"=b"=1, a~'ba=b" mit (m,m=1, r"=1, (n)
sind
{6) (@™, b"), wo my|m,nn, r=1, (n).

BeEwEls. G bezeichne die nach dem Satz von HOLDER (s. z. B. ZASSENHAUS [5],
S. 95) existierende Gruppe (5) der Ordnung m-n. Auf Grund der Folgerung aus
Satz 14 sind in G simtliche Subnormalteiler normal. DaB die Untergruppe (6) nor-

mal ist in G, ergibt sich aus (»")=G und
) b=la™b=a"b'""" ¢(a™, b").

Die Verschiedenheit der Untergruppen (6) ergibt sich aus der Verschiedenheit ihrer
‘Ordnungen.

Sei nun N ein beliebiger Normalteiler von G. N\ (b) ist Hallscher Normalteiler
von N und besitzt die Gestalt (b") mit n,|n. Die Faktorgruppe N/(b"') ist zyklisch
und hat einen Teiler von m zur Ordnung. Da (a, b")/(b") in G/(b") Hallsche Unter-
gruppe der Ordnung m ist, umfaBt sie nach einem Satz von PH. HALL (s. z. B. M. HALL
[1], S. 141) eine zu N/(b™) konjugierte Untergruppe und damit N/(b™) selbst. Daraus
folgt N=(a™, b™) mit einem Teiler m; von m. Wiederum muB3 die Beziehung (7)
bestehen. Sie liefert r™ =1, (n,).

Satz 17. Die auflosbaren Gruppen mit nur einer Kompositionsreihe sind gegeben

durch:
adt=1, a"ba=V, Ko l=p"¢"

mit

verschiedenen Primzahlen p, q.,

m=0, n=0, n=0 nur bei m=0,

rP#Z1, (q) fur i=0,1,...,m—1,

rrr=1, (g°).

Bewers. Dal3 die angegebenen Gruppen existieren und nur eine Kompositions-
reihe besitzen, ergibt sich aus Satz 16.

Sei umgekehrt G eine auflosbare Gruppe mit nur einer Kompositionsreihe.
Ist G=1, so stimmt G mit der im Satz fir m=0, n=0 aufgefiihrten Gruppe {iber-
ein. Sei nun G#1. Da G nur einen minimalen Subnormalteiler besitzt, kdnnen
wir Satz 15 anwenden. Dieser Satz und die im AnschluB an ihn angestellten Be-
trachtungen iiber die Subnormalteilerverbénde zeigen, daB G eine der dort aufgefiihr-
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ten Gruppen a) sein muB. Notwendigerweise ist dabei m Potenz einer Primzahl
p#q. Aus Satz 16 erhalten wir jetzt die behauptete Gestalt fir G.

Definition. Wir nennen eine Gruppe sn-zyklisch, wenn sie auflosbar ist und
ihr Subnormalteilerverband zu dem einer zyklischen Gruppe isomorph ist.

Aus den Sétzen 5 und 17 geht hervor: Die sn-zyklischen Gruppen decken sich
mit denjenigen direkten Produkten AyX---XA,, bei denen die A; Gruppen von der
im Satz 17 genannten Art mit paarweise teilerfremden Ordnungen sind.

§ 5. Ubertragung von Gruppeneigenschaften

Sei N eine Menge abstrakter Gruppen und 9% Teilmenge von M. Man kann
die Zugehorigkeit zu I bzw. N als abstrakte Gruppeneigenschaft ¢ bzw. | deuten.
Wir wollen 9 sn-abgeschlossen innerhalb M und entsprechend e sn-abgeschlossen
innerhalb | nennen, wenn aus GEM, G* € N, sn(G)=sn(G*) folgt G* <M. Besteht
M aus nur einer Gruppe, so bedeutet die sn-Abgeschlossenheit von M in N, daB
die in M gelegene Gruppe innerhalb der Gruppenmenge M durch ihren Subnormal-
teilerverband bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist.

Wir haben in den §§ 2 und 3 schon Beispiele fiir sn-Abgeschlossenheit von e
in f kennengelernt, ndmlich: e=eine sn-Zerlegung haben; f =beliebige Gruppe sein;
e=eclementar abelsche Gruppe gegebener Ordnung p"=p sein, f=beliebige Gruppe
sein: e=nichtzyklische p-Gruppe sein, {=auflésbare Gruppe sein; e=verallgemei-
nerte Quaternionengruppe gegebener Ordnung 2" sein, {=auflésbare Gruppe sein.

Die Nilpotenz ist in der Auflésbarkeit nicht sn-abgeschlossen, wohl aber die
aus Nilpotenz und Nichtzyklizitdt aller Sylowgruppen zusammengesetzte Gruppen-
eigenschaft, wie HEINEKEN ([2], S. 36) gezeigt hat. Man erhdlt dieses Ergebnis auch
aus Satz5 und Satz 9, Folgerung 1. vorliegender Arbeit. Es 1dBt sich liberdies in
einen allgemeineren Zusammenhang einordnen, der zugleich die Moglichkeit zur
Bildung weiterer sn-abgeschlossener Gruppeneigenschaften in sich birgt.

Definition. Zu den Gruppeneigenschaften e, ..., ¢, bezeichne ¢, X---Xe,
die Gruppeneigenschaft, sn-Produkt aus einer ¢, -Gruppe, einer ¢,-Gruppe, ..., einer
¢, -Gruppe zu sein.

Diese Produktbildung ist offenbar assoziativ und kommutativ.

Satz 18. Sind die Gruppeneigenschaften ¢, ..., ¢, sn-abgeschlossen in der Gruppen--
eigenschaft § und iibertrégt sich | auf Untergruppen, dann ist ¢, X -+ X ¢, sn-abgeschlos-
sen in f.

BeEwEls. Sei Geine (e, X -+ X¢,)-Gruppe, also eine sn-Zerlegung G = 4, X+ X A4,
vorhanden, bei der 4; eine ¢,-Gruppe ist fiir i=1, ..., n. Weiter sei G* eine {-Gruppe
mit sn(G)=sn(G*). Dann ist nach Satz 5 G* = A} X--- X A} eine sn-Zerlegung und
dabei sn(A4,)=sn(A]) fiir i=1, ..., n. Da sich { auf Untergruppen iibertrigt, ist Af
eine {-Gruppe, und da ¢; in f sn-abgeschlossen ist, mull A4 sogar ¢;-Gruppe sein
(i=1, ..., n). Folglich ist G* eine (e, X---X¢,)-Gruppe.

Dieser Satz zeigt, daB innerhalb der Auflosbarkeit die sn-Abgeschlossenheit
der Nilpotenz in Verbindung mit der Nichtzyklizitit aller Sylowgruppen im wesent-
lichen beruht auf der sn-Abgeschlossenheit der Eigenschaft nichtzyklische p-Gruppe:
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zu sein. Neben der Produktbildung gibt es noch weitere Moglichkeiten zur Bildung
sn-abgeschlossener Gruppeneigenschaften. Ist z. B. 9%t wie oben erklirt, 9, Teil-
menge von 9N und M die Menge derjenigen Gruppen aus N, deren Subnormal-
teilerverband zu dem einer Gruppe aus 3, isomorph ist, dann ist offenbar M sn-
abgeschlossen in M. Man konnte IR die sn-Abschliefung von M, in N nennen.
So ist z. B. die sn-AbschlieBung der Zyklizitit in der Auflésbarkeit die in § 4 er-
klirte sn-Zyklizitdt. Wir konnen nun auch das oben genannte Ergebnis von HEINEKEN
erweitern indem wir auf die Forderung der Nichtzyklizitdt aller Sylowgruppen ver-
zichten.

Satz 19. Sei G nilpotent, G = A X B, wobei A nur zyklische Sylowgruppen hat,
B nur nichtzyklische und (|A|, |B|)=1 gilt. Ferner sei G* auflosbar mit sn(G)=sn(G").
Dann ist G* = A* X B* und dabei A* sn-zyklisch, B* eine nilpotente Gruppe mit aus-
schlieflich nichtzyklischen Sylowgruppen und (|A*|, |B*|)=1.

BEwels. Da G = A X B eine $n-Zerlegung ist, so ist nach Satz 5 auch G* =
= A* X B* eine solche und dabei sn(4)=sn(4*), sn(B)=sn(B*). Es ist A* offen-
sichtlich sn-zyklisch und B* nach HEINEKEN nilpotent mit lauter nichtzyklischen
Sylowgruppen.

Bemerkung zu Satz 19. Bei vorgegebener Gruppe G* = A" X B* der an-
gegebenen Art kann man immer eine nilpotente Gruppe G finden mit sn(G)==
= sn(G*). Man wihle z. B. B=B" Fiir 4™ besteht eine sn-Zerlegung A* = A} X---
X A%, wo jeder Faktor A7 nur eine Kompositionsreihe besitzt. Wir wihlen n
Primzahlen p,, ..., p,, die untereinander und von den Primteilern von |B| verschie-
den sind, und setzen A = Zpsi X+ XZpkn, wo k; die Anzahl der gleichen oder
verschiedenen Primteiler in |4]| bedeutet (i=1, ..., n). Dann ist 4 zyklisch und das
sn-Produkt G = A4 X B hat die in Satz 19 genannten Eigenschaften; ferner ist sn(G)=
= sn(G") (s. Satz 5).

Bezeichnet a die Auflosbarkeit, n die Nilpotenz und ¢ die sn-Zyklizitit, so
ergibt sich aus Satz 19 samt Bemerkung, daB ¢Xn die sn-AbschlieBung von n in
a ist,

Eine weitere Verallgemeinerung des Ergebnisses von HEINEKEN iiber nilpotente
Gruppen enthiilt

Satz 20. Seien G und G* aufiésbar, ferner gelte sn(G)=sn(G").

1) Ist N in G der griopte nilpotente Normalteiler mit ausschlieflich nichtzyklischen
Sylowgruppen, so ist N* in G* der grifite nilpotente Normalteiler mit ausschlieflich
nichtzyklischen Sylowgruppen.

2) Ist G/N die grofite Faktorgruppe von G, welche nilpotent ist und ausschlieflich
nichtzyklische Sylowgruppen hat, so ist G*[N* die grofite Faktorgruppe von G*, welche
nilpotent mit ausschlieflich nichtzyklischen Sylowgruppen ist.

BEwEIS. 1) Sei N wie im Satz beschrieben, P,, ..., P, die Gesamtheit der ver-
schiedenen Sylowgruppen von N und p; Primteiler von |P;|. Dannist N = P, X---XP,
und P; grofBter p;-Normalteiler von G. Nach Satz 10 ist P;* groBter p-Normalteiler
von G*, der iibrigens wegen Satz 9, Folgerung 1. nicht zyklisch sein kann. Weiter
gilt N* = P} XX Py auf Grund von Satz 5. Ist M* in G* der gréBte nilpotente
Normalteiler mit lauter nichtzyklischen Sylowgruppen, so ist M*=N* und nach
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dem soeben Gezeigten M nilpotenter Normalteiler von G mit nichtzyklischen Sylow-
gruppen. Es folgt schrittweise M=N, M*=N*, M*=N"*

2) Sei G/N wie im Satz beschrieben, p,, ..., p, die Gesamtheit der verschiede-
nen Primteiler von |G: N| und P; ein solcher Normalteiler von G, daB G/P; zu einer
pi-Sylowgruppe von G/N isomorph ist. Dann ist G/P; nicht zyklisch und griBte
pi-Faktorgruppe von G. AuBerdem gilt N = P, (.- P,. Nach Satz9 ist G*/P*
groBte p;-Faktorgruppe von G* und nicht zyklisch. Da N* = P --- N Py, so ist
G*/N* nilpotent. Die Sylowgruppen von G*/N* sind zu G*/Py, ..., G*/P;} isomorph,
also nicht zyklisch, Ist nun G*/M™ die groBte Faktorgruppe von G*, welche nil-
potent ist mit nichtzyklischen Sylowgruppen, so gilt M*=N*. Nach dem bisher

Gezeigten ist M=G und G/M nilpotent mit nichtzyklischen Sylowgruppen. Nun
folgt nacheinander M=N, M*=N*, M*=N"*.

Bemerkungen zu Satz 20. In 1) ist [N|=|N*| und in 2) |[G:N|=|G*:N*|.
Es gilt namlich fiir die im Beweis erklirten Gruppen P;, P nach Satz 9, Folgerung 1.
|P;|=|Pf| bei 1) bzw. |G:P;|=|G*:PF| bei 2) (i=1, ..., n).

Im ndchsten Satz geben wir ein weiteres Beispiel fiir su-Abgeschlossenheit.

Eine Gruppe heilt zs-metazyklisch (metazyklisch im Sinne von ZASSENHAUS),
wenn ihre Sylowgruppen sdmtlich zyklisch sind. Die zs-Metazyklizitit iibertrdgt sich
auf Untergruppen und Faktorgruppen. Uber die Struktur zs-metazyklischer Gruppen
s. ZASSENHAUS [5], S. 139.

Satz 21. zs-Metazyklizitit ist in der Auflosbarkeit sn-abgeschlossen, d.h. ist G
zs-metazyklisch, G* auflosbar und sn(G)=:sn(G*), dann ist G* zs-metazyklisch.

Bewels. Wir beweisen unter den genannten Voraussetzungen iiber G und G*
die zs-Metazyklizitdt von G* durch Induktion nach |G|. Ist G=1, so ist die Behaup-
tung trivial richtig. Sei nun G#1 und p| |G*|. Hat G* einen maximalen Normalteiler
N* mit |G*:N*|#p, dann liefert die auf N und N* angewandte Induktionsvoraus-
setzung die Zyklizitit der p-Sylowgruppen von G*. Nun mogen alle maximalen
Normalteiler von G* den Index p haben.

Giibe es in G* zwei verschiedene maximale Normalteiler M; und M3, so wire
G*/M{ N M35 und damit nach Satz7, 1) auch G/M, [\ M, elementar abelsch von
der Ordnung p? und G besiiBe eine nichtzyklische p-Sylowgruppe. Also hat G* nur
einen maximalen Normalteiler, etwa M*. Ist M* p-Gruppe, dann ist G* p-Gruppe
mit genau einer maximalen Untergruppe und folglich zyklisch. Sei fortan M™* keine
p-Gruppe, und damit auch M*=1. Da M™ nach Induktionsvoraussetzung zs-meta-
zyklisch ist, so sind M*/M* und M* zyklische Gruppen mit teilerfremden Ord-
nungen.

G* habe einen minimalen Normalteiler L* mit p{|L*|. Wire L in G nicht normal,
so ldge L* nach Satz 11 in einem nichtzyklischen elementar abelschen Subnormal-
teiler Q* von G*. Nach Satz 7, 2. wire Q nichtzyklische elementar abelsche Unter-

gruppe von G, was nicht sein kann. Also ist L=G und wir kénnen auf G/L und
G*/L* die Induktionsvoraussetzung anwenden, welche die Zyklizitit der p-Sylow-
gruppen von G* liefert.

SchlieBlich beweisen wir, daBl die Annahme alle minimalen Normalteiler von
G* hitten p-Potenzordnung zu einem Widerspruch fiihrt. Aus der Annahme ergibe
sich 1<=|M*|=p-Potenz, p/|M*:M™'|>1. Da G*/M* nur maximale Normalteiler
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vom Index p enthalten darf (s. 0.), miiBte ferner G*/M*’ nichtabelsch sein. Fiir den
Zentralisator C* von M*’ in G* gilte

(8) M*NC* = M¥, M*<C*<G*,

denn aus M*(C* = M* folgte die Existenz eines in M* gelegenen minimalen
Normalteilers von G* mit zu p teilerfremder Ordnung; ferner lieferte die Nicht-
kommutativitit von G*/M*’ zusammen mit der Tatsache, daB G*/C* zu einer Unter-
gruppe der Automorphismengruppe von M*” isomorph und mithin abelsch ist, die
Bezichung M*"#C*; schlieBlich fiihrte C*=G* zu M*NC* > M*. Zufolge (8)
miiBte C* in einem von M™* verschiedenen minimalen Normalteiler von G* liegen.
Ein solcher ist jedoch nicht vorhanden.

Neben diesem unmittelbaren Induktionsbeweis kann ein etwas kiirzerer unter
Verwendung der Sitze 7, 11 und 15 gefiihrt werden.

Eine gemeinsame Verallgemeinerung des Satzes von HEINEKEN und Satz 21
enthdlt

Satz 22. Seien G und G* auflésbare Gruppen mit sn(G)==sn(G*).

1. Besitzt in G der grofte nilpotente Normalteiler mit nichtzyklischen Sylow-
gruppen eine zs-metazyklische Faktorgruppe, so gilt dasselbe fiir G*.

2. Ist in G der kleinste Normalteiler, dessen Faktorgruppe nilpotent mit nicht-
zyklischen Sylowgruppen ist, zs-metazyklisch, so gilt dasselbe fiir G*.

Bewels. Sitze 20 und 21.
Wir beweisen noch mit Hilfe der in den §§ 3 und 4 gewonnenen Ergebnisse den
folgenden von HEINEKEN ([2], S. 34) stammenden

Satz 23. Die auflosbare Gruppe G enthalte Untergruppen M, N derart, daf

GEMEN, G/M eine p’-Gruppe und M|N eine nichtzyklische p-Gruppe ist. Ferner
sei G* auflosbar und sn(G)=sn(G*). Dann bildet der Verbandsisomorphismus jeden
p-Kompositionsfaktor von G auf einen p-Kompositionsfaktor von G* ab.

Bewels. Wir verwenden vollstindige Induktion nach |G| und werden haufig
von der in einer beliebigen Gruppe fiir Untergruppen U, ¥ mit U=V und Normal-
teiler W giiltigen Beziehung

©) UW:VW|-[UNW:VNW| = |U: V|

Gebrauch machen.

Ist G nichtzyklische p-Gruppe, so ergibt sich die Behauptung des Satzes aus
Satz 9, Folgerung 1. Damit haben wir den Induktionsbeginn gesichert und konnen
weiterhin annehmen, daB G keine p-Gruppe ist. Wir wiihlen Subnormalteiler K,
L von G mit K=L, |K:L|=p und haben zu zeigen, daBl |K*:L*|=p gilt. Es sei G/R
die groBte p’-Faktorgruppe von G, R/S die groBte p-Faktorgruppe von R, P groBter
p-Normalteiler von G und Q groBter p’-Normalteiler von G. Auf Grund der Sitze 8
und 12 sind alle Gruppen R*, S*, P*, Q* Normalteiler von G*. Es ist RN=M,
also R/RNN = M/N und daher R/S nicht zyklisch. Wenn R+#G, so kann auf R die
Induktionsvoraussetzung angewendet werden. Wegen p{|G: R| muBl auf Grund von
(9 |[KNR:LNR| = psein. Wir finden (KNR)*:(LNR*)| = |[K*NR*:L*NR*| =p
und weiter |K*:L*|=p.

2D
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Sei nunmehr R=G und damit Q= S#1. Wir nehmen an, es gebe eine Unter-

gruppe T mit T=G, T*=G*, 1<T=S, KT#LT. Dann kann auf G/T und G*/T*
die Induktionsvoraussetzung angewendet werden. Da wegen (9) gilt |KT:LT|=p,
bekommen wir |[(KT)*:(LT)*|=|K*T*:L*T*|=p und daraus weiter |K*:L*|=p.
Nun sei keine Untergruppe T der oben genannten Art vorhanden. Insbesondere
mufl dann Q=1 sein, so daB P alle minimalen Normalteiler von G enthilt. Da

hiernach SN P # 1 ist, muB wegen (SN P)* = §*NP* = G* auBerdem K(SNP) =
= L(SNP) gelten. Letzteres zieht auf Grund von (9) |[KNSNP:LNSNP|=p
nach sich. Ist P nicht zyklisch, so ist P* nach Satz 9, Folgerung 1. eine p-Gruppe und
daher [((KNSNP)*:(LNSNP)*| = p. Es folgt wieder mittels (9) die Beziehung
|K*:L*|=p.

Ist schlieBlich P zyklisch, dann besitzt G nur einen minimalen Subnormalteiler,
und unsere Behauptung ergibt sich aus Satz 15 samt den daran anschlieBenden Be-
trachtungen.

Die in Satz 23 genannten Voraussetzungen liber gewisse Faktorgruppen koén-
nen, wie HEINEKEN ([2], S. 36) an Hand eines Beispiels gezeigt hat, nicht durch
analoge Forderungen iiber Normalteiler ersetzt werden. Hier scheint eine Unsym-
metrie zwischen Faktorgruppe und Normalteiler hinsichtlich ihres Verhaltens im
Subnormalteilerverband erkennbar zu werden. Sie zeigt sich auch in folgendem

Satz 24. Die Gruppeneigenschaft, einen zs-metazyklischen Hallnormalteiler mit
nilpotenter Faktorgruppe zu besitzen, ist in der Auflsbarkeit sn-abgeschlossen.

Bewels. Wegen Satz 21 konnen wir uns auf den Fall beschrinken, daBl G
nicht zs-metazyklisch ist. Sei M zs-metazyklischer Hallscher Normalteiler von G
mit nilpotenter Faktorgruppe G/M, G* auflésbar und sn(G)==sn(G*). Es existiert
eine Untergruppe N, fiir die G=N= M gilt und G/N, N/M Gruppen mit teilerfremden
Ordnungen sind, von denen die erste ausschlieBlich nichtzyklische und die zweite
ausschlieBlich zyklische Sylowgruppen besitzt. N ist ein zs-metazyklischer Hallscher
Normalteiler von G, ferner G/N die groBte nilpotente Faktorgruppe mit nichtzykli-
schen Sylowgruppen von G.

Auf Grund der Sitze 20, 2. und 21 ist N*=G*, G*/N* eine Gruppe mit nur
nichtzyklischen Sylowgruppen und N* zs-metazyklisch. Wire N* keine Hallgruppe
in G, so gibe es eine Primzahl p mit p||G*:N*|,p| IN*|. Wegen der Struktur von
G*/N* kénnten wir Satz 23 mit G* an Stelle von G anwenden und erhielten p||G: N/,
p||N | gegen die Halleigenschaft von N in G.

DalB Satz 24 nicht mehr richtig bleibt, wenn man die dort genannten Voraus-
setzungen liber Normalteiler und Faktorgruppe vertauscht, zeigt folgendes

Beispiel. Es gibt Gruppen H der Ordnung 2'?-13-p mit |H’| = 2'2.13,
|H”|=212, Sie alle haben isomorphe Subnormalteilerverbinde. Die moglichen Werte
fiir p sind hierbei p=3, dann werde H=G gesetzt, und p=2, dann sei H=G".
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