Rotoren im reguliren Dreieck

Von BERNULF WEISSBACH (Magdeburg)

Mit GoLDBERG [8] sollen jene ebenen konvexen Bereiche, die in einem reguli-
ren Vieleck gedreht werden kénnen, dabei jedoch stets alle Seiten beriihren, Rotoren
genannt werden.

Rotoren im Quadrat sind die schon von Euler betrachteten Orbiformen oder
Bereiche fester Breite. Unter ihnen besitzt das sogenannte Reuleaux—Dreieck kleins-
ten Inhalt., Beweise dafiir gaben zuerst LEBESGUE [10] und BLASCHKE [2], spiter
FunwaRrA [6]), MAYER [11], EGGLESTON [5], BEsicoviTCH [1] und CHAKERIAN [4].
Wie Fujiwara und KAKEYA [7] zeigten, ist im regulidren Dreieck ein gewisses Zweieck
Rotor mit kleinstem Inhalt. Einen einzigen weiteren Beweis hierfiir findet man bei
JagLom und Bortianski [9]. Im folgenden soll diesen beiden Beweisen ein dritter
zur Seite gestellt werden. Einmal erscheint dies im Hinblick auf die Anzahl der
Abhandlungen im Fall der Bereiche fester Breite durchaus nicht tberfllissig, zum
anderen auf Grund des eingeschlagenen Weges. Wihrend Jaglom und Boltjanski
dem Vorgehen Lebesgues folgen, ist hier Eggleston Vorbild. Es ist zu vermuten,
daB sein Verfahren auch bei allgemeineren Aufgaben mit Vorteil genutzt werden
kann.

Die konvexe Menge € sei Rotor in einem gleichseitigen Dreieck der Hohe s.
Ihre auf einen inneren Punkt und eine feste Richtung bezogene Stiitzfunktion A(¢)
geniigt dann der Bedingung

(1) h(p—)+h(p)+h(op+w) =5, o = 2;

Im weiteren werden nur Rotoren — damit sind stets Rotoren im reguldren Dreieck
gemeint — betrachtet, deren Randkurve [€] in jedem reguldren Punkt einen wohl-
bestimmten Kriimmungsradius o(¢) besitzt.

Durch

@ 0(9) = h(©)+h"(9) =0

ist o(¢) fiir beliebiges Argument erklart. Die Kennzeichnung (1) des Rotors iiber-
trigt sich in

3 e(p—w)+o(p)+o(p+w) =s,

woraus noch ¢(¢)=ys folgt. Rotor €, kleinsten Inhalts ist nach Fujiwara und Kakeya
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ein aus zwei Kreisbogen vom Radius s zusammengesetztes Zweieck mit Umfang
2ws. Bei geeigneter Wahl der Bezugsrichtung ist

® 3w
5, (pe[oa E‘]U[_'z_') 2(0]

0, tpe[‘—;-, 3—;}-]U(2w, 30)

Bei quadratisch integrablem g(¢) wird der Inhalt 7 der konvexen Menge € durch

4) 20(9) =

2z
21 = [ e(o) h(p)dy
0
gemessen. Uber die Zerlegung
0,20 = U [i2 (f+1)9]
] P 2 ] 2

folgt durch Verschiebungen unter Nutzung der Periodizitit von Stiitzfunktion und
Krimmungsradius

6) 2= [ lelo—o)h(p—w)+e(@)h(@)+e(e+®)h(p + )] do.
(0. %]u(—"'—z"i.m]

Gelingt es einen beliebigen Rotor € so gegen €, zu lagern, daB3 die Ungleichungen

(6) h(o +iw) = ho(p); i=0, £1 firalle ¢ [0, HZJ] U [3;“3 ; Zm]
bestehen, so kann iiber die Abschitzung

2= [ lelo—o)+e@)+e(@+o)h (@) dp =

[o, 3’,_;—]u 3:'-, Zw]

2r
= [ sh(@de = [ eo(@)ho(9)de = 21,
© 3w 0
(0 3)u(520)
das Zweieck €, als Rotor kleinsten Inhalts bestitigt werden.

Zum Vergleich der Stitzfunktionen wird benétigt, daB ein Kreisbogen vom
Radius s, nicht linger als zns, der zwei Punkte eines Rotors € verbindet, ganz zu €
gehort. Nach BUCKNER [3] ist dieser Sachverhalt bei analytischer Randkurve [€]
mit der Einschrinkung o(@)=s gleichwertig, und allgemein geniigt es zu zeigen,
daBl € mit dem Durchschnitt ® aller Kreise vom Radius s, die € enthalten, tiber-
einstimmt. D ist nicht leer und umfaBBt €, nachzuweisen bleibt, daB jeder Punkt
von D auch zu € gehort. Ware das fiir einen Punkt P nicht der Fall, so konnte er
durch eine Stiitzgerade von € getrennt werden. Dann gibt es aber einen Kreis vom
Radius s, der € umschlieBt jedoch P nicht enthilt, denn der Kreis K, der diese
Stiitzgerade g im gleichen Punkt P; wie € beriihrt, liberdeckt den Rotor (Abb. 1).
Um dies zu zeigen wird angenommen, dall Punkte von € nicht in & ldgen. Da €
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abgeschlossen und beschridnkt ist miiBte wenigstens einer unter ihnen gréBten Ab-
stand vom Mittelpunkt M des Kreises | besitzen. Sei P* dieser Punkt, und g* die
zu MP* senkrechte Stiitzgerade von €, (P*€g*). Ausgehend von g und g* werden
€ regulire Dreiecke umbeschrieben. Das durch g* bestimmte Dreieck muBB auch
die Punkte P, und P; enthalten, in denen das durch g bestimmte Dreieck € beriihrt.
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(Abb. 1)

Es umfaBt dann das reguldre Dreieck der Hohe s, das von der zu g* parallelen
Tangente an & und Geraden durch P, und P, gebildet wird. Das widerspricht der
Kennzeichnung des Rotors.

Dem Rotor € werde nun ein gleichwinkliges Sechseck P,, P; umbeschrieben,
unter Umstédnden artet es in einen Rhombus aus. Enthilt dieses Sechseck auf sei-
nem Rand alle Seitenmitten der beiden reguldren Dreiecke der Hdohe s, als deren
Durchschnitt es aufgefaBt werden kann, so lassen sich die Ungleichungen (6) wie
folgt gewinnen: Man wihle als Ursprung den Schwerpunkt eines dieser Dreiecke, und
lege das Zweieck €, so, daB sein Durchmesser mit einer der Hohen zusammenfallt.

(Abb. 2.) Da die Halbtangenten in den Ecken von [€,] den Winkel (; bilden, hat

€, im betrachteten Fall nur mit der Seite Py P, des Sechsecks innere Punkte gemein-
sam. Durch die Beriihrungspunkte B, ..., B; des Rotors mit dem Sechseck wird
seine Randkurve in sechs Teilbogen zerlegt. Kein Punkt von €, kann in den be-
schriankten offenen Gebieten liegen, die durch die Bogen B, B, bzw. B, Bs und die



24 B. Weissbach

\\
\
b(%+w / \
Y /
\ R By \R

X

\ 5

5 0 \ b(%)
B
!
= R
A
b(%-w)
(Abb. 2)

durch ihre Endpunkte gehenden Seiten des Sechsecks begrenzt werden. Wie ersicht-
lich, gidbe es sonst auf B; B, bzw. B, Bs durch einen nicht zu € gehdrenden Kreis-
bogen vom Radius s verbundene Punkte — im Widerspruch zu den vorangegangenen
Bemerkungen. Demzufolge ist:

h(@) = hy(0) Qe [0, c;] U [; o, 2co]

falls die Bezugsgerade parallel zu P, P, und P, P gewihlt wird. Nach Drehungen
von €, um den Ursprung mit den Winkeln + o fiithren gleiche Betrachtungen auf

(@) = ho(o — o), Qe [w, ;w]U[; , 3w]

h(e) = ho(¢ + w), <p€[5§, w]U[Zw, ; w]
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gleichwertig mit:
Hozo)=h@,  ocfo 2|u[3 0. 2|,

Man bemerkt noch leicht, daB Gleichheit nur fiir €= €, besteht.

Es bleibt zu bestétigen, daB jedem Rotor ein — unter Umstéinden ausartendes —
gleichwinkliges Sechseck umbeschrieben werden kann, zu dessen Rand die Seiten-
mitten der von je drei Seiten gebildeten reguliren Dreiecke gehoren. Das ist der

Fall, sobald dic Abstinde zwischen parallelen Seiten des Sechsecks % nicht unter-

schreiten. Wird mit b(¢) = b(¢+n) = h(¢)+h(p+n) die Breite e;ner konvexen
Menge bezeichnet, so ist zu zeigen, daB bei jedem Rotor € die Ungleichungen

1) =

s
(7 b(@o—0) = 5. b9 =5, blgo+e) =

fiir wenigstens einen Wert ¢, gleichzeitig bestehen.
Mit &(e) ist auch b(¢p) stetig. Die Eigenschaften des Rotors bedingen fiir jedes ¢

(8) 0<b(p)=s
und nach (1)
&) b(p—w)+b(9)+b(9p+w) = 2s

Bedingung (9) besagt, daB die — stetige — Raumkurve

(10) x(¢) = [b(¢—w), b(9), b(p + w)]

and die feste Ebene x;+2x,+x; = 25 gebunden ist, durch (8) werden ihre Punkte
auf ein Dreieck Q,. Q,. Q;, die Ecken Q; ausgenommen, eingeschrinkt (Abb. 3).
Die Ungleichungen (7) sind erfiillt fiir jene Punkte der Kurve x(¢) die im Innern
oder auf dem Rand des Dreiecks mit den Ecken Qj, O3, Q3, den Seitenmitten im

Dreieck Q,, Q,, O, liegen.
Nun betrachte man neben einem Punkt x(¢*) die Punkte

(% + o) = [b(¢*), b(o* + ), b(¢p* —w)]
(9" — ) = [b(¢* + ), b(p* — w), b(¢")]

die mit x(¢™*) tber lineare Transformationen

(12)

+ 001

(o *+w) =x Sy
(13) (co* ) (fp‘) r=[100
(" +ow)=x2(p")-T 010

verbunden sind. Bei diesen Abbildungen wird die Ebene der Kurve x(¢) in sich um
o bzw. — gedreht, fest bleibt der Schwerpunkt des Dreiecks Q,, Q,, Q5. Liegt
x(o") nicht bereits in Q] Q; Q5 sondern etwa in Q,Q;Q3, so liegt ¥(¢*+w®) in
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010,05, x(¢"—w) in Q1050Q;. Da die Kurve x(¢) auf das Dreieck Q,0,0;
eingeschriankt und stetig ist, muB sie beim Ubergang von x(p*) zu x(¢* +w) bzw.

x(p* —wm) in das sperrende Dreieck Q] Q3 Q] eintreten oder wenigstens seine Ecken
treffen.

X3

X1+X%+X3-28 =0

-—

(Abb. 3)

Damit ist der Beweis abgeschlossen. Es sei noch angemerkt, daB sich genau
so leicht erkennen 1dBt, daB fiir wenigstens einen Wert ¢’ die Bedingungen

b(e") = % b(o"+v) = b(e"—w)

erfiillt sind, Jaglom und Boltjanski ([9]), die hiervon in ihrem eingangs erwihnten
Beweis Gebrauch machen, leiten das mit wesentlich groBerem Aufwand her.
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