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Über die Zerlegungsgleichheit
nichtbeschränkter Polyeder

By S. KÁNTOR (Debrecen)

Abstract. We define the measure of unbounded polyhedra in two-dimensional
and in three-dimensional euclidean space. We prove that in two-dimensional space
polyhedra of equal measure are equidissectable, while in the three-dimensional case
they are equidissectable up to a bounded polyhedron.

1. Einleitung

Die übliche Definition des Flächeninhaltes eines Polyeders in der eu-
klidischen Ebene steht mit unserer Anschauung in Einklang, da nach dem
Zerlegungssatz von Farkas Bolyai [1] zwei Polygone gleichen Flächenin-
halts in paarweise kongruente Polygone zerlegt werden können.

In der vorliegenden Arbeit definieren wir als eine Verallgemeinerung
des beschränkten Polyeders im euklidischen Raum gewisse Konfiguratio-
nen, und zwar sogenannte Simplexe, Polyeder und Schraubenpolyeder, und
ordnen diesen einen Index und ein Maß zu.

Wir zeigen, daß im zweidimensionalen Raum Polyeder gleichen In-
dexes und gleichen Maßes immer zerlegungsgleich sind. Die Teilmengen in
den Zerlegungen sind immer Polyeder, und die Bewegungen sind eigentlich.

Im dreidimensionalen Raum sind Polyeder gleichen Indexes und gle-
ichen Maßes von einem beschränkten Polyeder abgesehen zerlegungsgle-
ich. Die Teilmengen in den Zerlegungen sind Polyeder bzw. Schrauben-
polyeder, und die Bewegungen sind eigentlich.
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2. Simplex

Ein Simplex S im n-dimensionalen euklidischen Raum En kann man
durch die Vektoren (p, a1, a2, . . . , an) angeben, wo die Vektoren
(a1, a2, . . . , an) linear unabhängig sind. Die Punktmenge s des Simplexes
S ist in der Form

s = p + α1a1 + α2a2 + ... + αnan

darstellbar, wo die Koeffizienten αi die folgenden Bedingungen mit einer
fest gewählten ganzen Zahl k (0 ≤ k ≤ n) erfüllen:

1 ≥ α1 ≥ α2 ≥ · · · ≥ αn−k ≥ 0, αn−k+1 ≥ 0, . . . , αn ≥ 0.

Zu einem Simplex S gehören also zwei Zahlen: Die Dimension D(S) =
n, und der Index I(S) = k, einfacherweise S(n, k). Die Zahl D(S) ist
gleich der Zahl der Vektoren ai, die Zahl I(S) ist gleich der Zahl der
nichtbeschränkten Koeffizienten αi.

Die Typen der Simplexe im zwei- und im dreidimensionalen Raum
heißen:

S(2, 0): Dreieck; S(2, 1): Halbstreifen; S(2, 2): Winkel;
S(3, 0): Tetraeder; S(3, 1): Halbprisma; S(3, 2): Keil; S(3, 3): Trieder.

Wir definieren das Maß M(S) dieser Simplexe mit Hilfe des Gram-
schen Funktionals G(a1, a2, . . . , an) = (det ‖(ai, aj)‖) 1

2 und des Winkels
W (ai, aj):

M(S(2, 0)) =
1
2
G(a1, a2); M(S(2, 1)) =

G(a1, a2)
G(a2)

;

M(S(2, 2)) =
1
2
W (a1, a2); M(S(3, 0)) =

1
6
G(a1, a2, a3);

M(S(3, 1)) =
G(a1, a2, a3)

2G(a3)
; M(S(3, 2)) =

G(a1, a2, a3)
2G(a2, a3)

W (a2, a3).

3M(S(3, 3)) ist gleich dem Flächeninhalt des Kugeldreiecks, den die Ein-
heitsvektoren (a0

1, a
0
2, a

0
3) auf der Kugeloberfläche mit Einheitsradius im

Zentrum bestimmen.
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3. Polyeder

Die Menge A ist die Menge A mit seinen Randpunkten. Die Mengen
A und B nennen wir fremd , wenn int(A ∩B) = ∅ ist.

Eine Punktmenge P im Raum En, die sich als Vereinigung endlich
vieler n-dimensionaler Simplexe darstellen läßt, heißt Polyeder . Die Di-
mension D(P ) des Polyeders P ist gleich n.

Satz 1. Ein Polyeder läßt sich im Sinne der Elementargeometrie in
endlich viele Simplexe Si (D(Si) = n) zerlegen, symbolisch durch

(∗) P =
⋃m

i=1Si (int(Si ∩ Sj) = ∅, i 6= j)

ausgedrückt.

Beweis. Wir müssen einsehen, daß die Mengen A \B und
A \⋃r

i=1Bi (A, B,Bi sind Simplexe) als Vereinigung fremder Simplexe
darstellbar sind. So können wir den Satz 1. mit vollständiger Induktion
beweisen. Wir benutzen diesen Satz nur im zwei- und im dreidimension-
alen Raum, wo der Beweis einfach ist. ¤

Den Index I(P ) und das Maß M(P ) eines Polyeders P =
⋃m

i=1Si

(int(Si ∩ Sj) = ∅, i 6= j) definieren wir mit den Gleichungen

I(P ) = max I(Si), M(P ) =
∑

i:I(Si)=I(P )
M(Si).

Bemerkung. F (P ∩Kr) bezeichnet den Flächeninhalt (bzw. das Vol-
umen) des Durschnitts von P und der Kreisscheibe Kr (bzw. der Kugel
Kr) von Radius r um den Ursprung. Es gilt

M(P ) = lim
r→∞

F (P ∩Kr)r−I(P ),

wenn der Grenzwert größer als 0 und endlich ist.

Satz 2. Die Zahlen I(P ) und M(P ) sind zerlegungsinvariant: aus

P =
⋃r

i=1S
′
i =

⋃s
i=1S

′′
i (int(S′i ∩ S′j) = ∅, int(S′′i ∩ S′′j ) = ∅, i 6= j)

folgen max I(S′i) = max I(S′′i ) und
∑

i:I(S′i)=max I(S′i)
M(S′i) =

∑
i:I(S′′i )=max I(S′′i )

M(S′′i ).

Beweis. Es sei Aij=S′i ∩ S′′j =
⋃m

k=1Aijk (int(Aijk∩Aij`)=∅, k 6= `).⋃
Aijk (i, j, k, : int(Aijk) 6= ∅) ist eine Simplexzerlegung von P , und

max I(S′i) = max I(Aijk) = max I(S′′j ).
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Nach einer Übersicht der Typen der Simplexe können wir sagen, daß
das Maß des Simplexes zerlegungsinvariant ist. Mit den Gleichungen

∑
i: I(S′i)=I(P )

M(S′i) =
∑

i: I(S′i)=I(P )

(∑
jk: I(Aijk)=I(P )

M(Aijk)
)

=
∑

j: I(S′′j )=I(P )

(∑
ik: I(Aijk)=I(P )

M(Aijk)
)

=
∑

j: I(S′′j )=I(P )
M(S′′j )

ist der Satz 2. bewiesen. ¤

4. Zerlegungsgleichheit der Polyeder

Zwei Polyeder A und B heißen zerlegungsgleich, in Zeichen A ∼ B,
wenn Polyeder Ai, Bi, (i = 1, 2, . . . , m) existieren, so daß die folgenden
Bedingungen erfüllt sind (∼= bedeutet Kongruenz):

A =
⋃m

i=1Ai, B =
⋃m

i=1Bi, Ai
∼= Bi (i = 1, 2, . . . , m)

int(Ai ∩Aj) = ∅, int(Bi ∩Bj) = ∅ (i 6= j).

Nach dem Satz 1. können wir voraussetzen, daß die Teilmengen der Zer-
legungen Simplexe sind.

Satz 3. Die Zerlegungsgleichheit der Polyeder ist eine Äquivalenzrela-
tion.

Beweis. Einzig der Beweis für die Transitivität ist nicht trivial. Seien
A ∼ B und B ∼ C, mit den Teilmengen Ai, Bi (i = 1, 2, . . . ,m) bzw.
Bj , Cj (j = 1, 2, . . . , n). Es ist leicht einzusehen, daß mit geeigneten Sim-
plexen Bijk

Bij = Bi ∩Bj =
⋃r

k=1Bijk (int(Bijk ∩Bijl) = ∅, k 6= `)

ist. So ist A ∼ C mit den Teilmengen, die mit den Simplexen Bijk kon-
gruent sind. ¤

Satz 4. Die Polyeder A und B im Raum E2 (D(A) = D(B) = 2)
sind dann und nur dann zerlegungsgleich, wenn I(A) = I(B) und M(A) =
M(B) sind.

Beweis. a.) Es seien I(A) = I(B) und M(A) = M(B).
1. Fall: I(A) = 0. Nach dem Satz von F. Bolyai gilt A ∼ B.
2. Fall: I(A) = 1. In der Simplexzerlegung (∗) des Polyeders A sind

I(Si) = 1 (i ≤ k), I(Si) = 0 (i > k).
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Es existiert ein Halbstreifen H(h, h1, h2) mit der Eigenschaft M(H) =∑
i:I(Si)=1 M(Si) = M(A). Die mit dem Vektor h2 parallelen Geraden

zerlegen den Halbstreifen H in die Halbstreifen Hi so, daß H =
⋃k

i=1Hi

(int(Hi ∩Hj) = ∅, i 6= j) und M(Hi) = M(Si) (i ≤ k) sind.
Es sei ferner H1 = H ′

1 ∪H ′′
1 , wo H ′

1 ein Dreieck, H ′′
1 ein Halbstreifen

(int(H ′
1 ∩H ′′

1 ) = ∅) ist, und M(H ′
1) =

∑m
i=k+1 M(Si) gilt. Weil

H ′′
1 ∼ S1, Hi ∼ Si (i = 2, . . . , k), H ′

1 ∼
⋃m

i=k+1Si

gelten und die Zerlegungsgleichheit additiv ist, gilt A ∼ H. Ähnlich kann
man beweisen, daß B ∼ H, also A ∼ B gilt.

3. Fall: I(A) = 2. Wir können voraussetzen, daß in der Simplexzer-
legung (∗) des Polyeders A ein Halbstreifen existiert. Es sei

I(Si) = 2 (i ≤ k), I(Si) < 2 (i > k).

Ein Winkel W1 und ein Halbstreifen H existieren, so daß

S1 = W1 ∪H (int(W1 ∩H) = ∅), M(S1) = M(W1),

H ∼ ⋃
i:I(Si)<2 Si, W1 ∼ S1, A ∼ W gelten, wobei W ein Winkelbereich

ist (das auch nicht kleiner als π
2 sein darf). Ähnlich kann man beweisen,

daß W ∼ B, also A ∼ B gilt.

b.) Wenn A ∼ B ist, folgen I(A) = I(B) und M(A) = M(B). ¤

Satz 5. Wenn die Polyeder A und B im Raum E3 (D(A) = D(B) = 3)

zerlegungsgleich sind, gelten I(A) = I(B) und M(A) = M(B).

Beweis. Die Behauptung folgt aus der Voraussetzung, daß die Teil-
mengen in der Definition der Zerlegungsgleichheit Simplexe sind. ¤

Wir sagen, daß zwei Polyeder A und B im Raum E3 von einem
beschränkten Polyeder abgesehen zerlegungsgleich sind, wenn Polyeder A′

und B′ mit den Eigenschaften:

D(A′) = D(B′) = 3, I(A′) = I(B′) = 0, A \A′ ∼ B \B′

existieren. In Zeichen: A(∼, 0)B.
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Satz 6. Die Zerlegungsgleichheit A(∼, 0)B ist eine Äquivalenzrelation.

Beweis. Es genügt, Folgendes zu bemerken: wenn A \A′ ∼ B \B′,
B \B′′ ∼ C \ C ′ gelten, dann gilt für geeignete Polyeder A1, C1 mit den
gleichen Eigenschaften auch A \A1 ∼ B \ (B′ ∪B′′) ∼ C \ C1. ¤

Jetzt konstruieren wir eine Menge Ps im Raum E3, den sogenan-
nten Schraubenpolyeder , dieser spielt bei der Untersuchung des Keils eine
wichtige Rolle.

Ein Schraubenpolyeder Ps kann man durch die Vektoren (p, a1, a2, a3)
angeben, wo die Vektoren (a1, a2, a3) linear unabhängig sind, und

(a1, a2) = (a1, a3) = 0, |a2| = |a3| = 1, W (a2, a3) <
π

2
gelten. Die Punktmenge ps des Schraubenpolyeders ist in der Form

ps = p + τ1a1 + (τ2 sin(W (a2, a3)− ϕ))a2 + (τ2 sinϕ)a3,

W (a2, a3) ≥ ϕ ≥ 0, ϕW−1(a2, a3) ≥ τ1 ≥ 0, τ2 ≥ 0

darstellbar. Den Schraubenpolyeder begrenzen einen Winkel, einen Halb-
streifen und eine Schraubenoberfläche. Laut Definition seien:

D(Ps) = 3, I(Ps) = 2, M(Ps) =
1
4
|a1|W (a2, a3).

Wenn A ∼ B (bzw. A(∼, 0)B) und die Teilmenge nicht nur Polyeder,
sondern auch Schraubenpolyeder sind, aber die Vereinigung der Schrauben-
polyeder von A und auch die Vereinigung der Schraubenpolyeder von B
Keile sind, dann sagen wir, daß diese Zerlegungsgleichheit eine Zerlegungs-
gleichheit mit Schraubenpolyedern ist. In Zeichen: (A ∼, Ps)B (bzw.
A(∼, 0, Ps)B).

Satz 7. Wenn für die Polyeder A und B im Raum E3 (D(A) =
D(B) = 3) I(A) > 0 und A(∼, 0)B oder A(∼, Ps)B oder A(∼, 0, Ps)B
sind, gelten I(A) = I(B) und M(A) = M(B).

Beweis. Ähnlich, wie der Beweis des Satzes 5. ¤
Satz 8. Wenn für die Polyeder A und B im Raum E3 I(A) = I(B)

und M(A) = M(B) gelten, dann ist A(∼, 0)B im Falle I(A) = I(B) 6= 2,
und A(∼, 0, Ps)B im Falle I(A) = I(B) = 2.

Die Beweise der folgende Hilfssätze sind einfach, weil sie bekannte
Sätze benutzen.
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Hilfssatz 1. Wenn die Halbprismen S und S′ gerade sind (ein Halbprisma
nennen wir gerade, wenn für seine Vektoren (a1, a2, a3) die Bedingung
(a1, a3) = (a2, a3) = 0 erfüllt ist) und M(S) = M(S′) ist, dann gilt S ∼ S′.

Beweis. Trivial, weil mit dem Dreieck (a1, a2) von S bzw. mit dem
Dreieck (a′1, a

′
2) von S′ kongruente, komplanare Dreiecke D bzw. D′ zer-

legungsgleich sind, wo die Kongruenzen (eigentliche) Bewegungen sind.
¤

Hilfssatz 2. Wenn zwei Keile S und S′ gerade sind (ein Keil ist gerade,
wenn für die Vektoren (a1, a2, a3) die Bedingung (a1, a2) = (a1, a3) = 0
erfüllt ist) und M(S) = M(S′) ist, dann gilt S(∼, Ps)S′.

Beweis. Es ist leicht einzusehen, daß das Zylinderpolygon P (und
ähnlich P ′), das der Durchschnitt von S (bzw. S′) mit dem Mantel desjeni-
gen geraden Kreiszylinders ist, dessen Achse die Gerade des Vektors a1

ist, der den Einheitskreis als Grundkreis hat, den Flächeninhalt 2M(S)
(bzw. 2M(S′)) besitzt. Diese rechteckigen Zylinderpolygone P und P ′

sind zerlegungsgleich, und wir können voraussetzen, daß die Teilmengen
rechteckige Zylinderdreiecke sind. Eine Seite jedes Dreiecks ist mit der
Zylinderachse parallel, eine andere Seite liegt in der auf die Zylinderachse
orthogonale Ebene.

Diese Voraussetzung folgt aus dem Beweis des Satzes von Bolyai

[8]. Der Hauptteil dieses Beweises ist eine zweckmäßige Zerlegung der
rechteckigen Polygone gleichen Maßes, und wir bemerken, daß wir die Teil-
mengen in rechteckige Dreiecke zerlegen können. Die Kongruenzen sind
(eigentliche) Bewegungen. Daraus folgt S(∼, Ps)S′. ¤

Hilfssatz 3. Aus M(S1(3, 3)) = M(S2(3, 3)) folgt S1 ∼ S2.

Beweis. Trivial, weil die Kugeldreiecke gleichen Maßes zerlegungs-
gleich sind, wo die Kongruenzen (eigentliche) Bewegungen sind [2]. ¤

Hilfssatz 4. Wenn für die Simplexe S und S′ im Raum E3 I(S) >

I(S′) (int(S ∩ S′) = ∅) gilt, dann ist (S ∪ S′) (∼, 0)S.

Beweis. Wir behandeln nur zwei Fälle, weil die Fälle mit I(S′) = 0
trivial sind, und der Fall I(S) = 3, I(S′) = 1 aus diesen zwei Fällen folgt.

1. Fall: I(S) = 2, I(S′) = 1. Wir bezeichnen die Vektoren des Sim-
plexes S mit (p, a1, a2, a3). Für die Zahl λ gelte M(S′) =
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G(a1, λa2, a3)G−1(a3). Die Simplexe S1(3, 1) (p, a1, λa2, a3) bzw.
S2(3, 1) (p, λa2, a1, a3) und S′ können wir in der Form

S1 = S1 ∪ P 1, S2 = S2 ∪ P 2, S′ = S′′ ∪ P ′,

(int(S1 ∩ P 1) = ∅, int(S2 ∩ P 2) = ∅, int(S′′ ∩ P ′) = ∅)
darstellen, wo S1, S2, S′′ gerade Halbprismen, P 1, P 2, P ′ beschränkte Polyeder
sind.

Wegen S ∼= S∗(p + λa2, a1, a2, a3), S′′ ∼ (S1 ∪ S2),

S \ (P 1 ∪ P 2) = S∗ ∪ (S1 ∪ S2) ∼ S ∪ S′′ = S ∪ (S′ \ P ′) = (S ∪ S′) \ P ′

gilt S(∼, 0) (S ∪ S′).
2. Fall: I(S) = 3, I(S′) = 2. Wir bezeichnen die Vektoren des Sim-

plexes S′ mit (p′, a′1, a
′
2, a

′
3). Es existieren Simplexe R(r, b1, b2, b3) bzw.

Sλ(r, λb1, b2, b3), der Typen (3, 3) bzw. (3, 2) so, daß λ > 0, W (a′2, a
′
3) =

W (b2, b3) und M(R) = M(S) bzw. M(Sλ) = M(S′) sind.
Nach Hilfsatz 3. gilt S ∼ R. Es ist leicht einzusehen, daß man die

Simplexe S′ und Sλ in der Form S′ = S′′ ∪ S′1 ∪ S′2 ∪ P ′ und Sλ = S′′λ ∪
S1 ∪ S2 ∪ P zerlegen kann, wo die Simplexe S′1, S

′
2, S1, S2 die Gleichungen

I(S′1) = I(S′2) = I(S1) = I(S2) = 1 erfüllen, die Simplexe S′′ und S′′λ des
Typus (3, 2) gerade, die Polyeder P ′ und P beschränkt sind.

Wegen S ∼ R ∼= S∗(r + λb1, b1, b2, b3), R = S∗ ∪ Sλ, S′′ ∼= S′′λ haben
wir für ein beschränktes Polyeder P1

S \ P1 ∼ R \ P = S∗ ∪ S′′λ ∪ S1 ∪ S2 ∼ S∗ ∪ S′′λ ∼= S∗ ∪ S′′ ∼
∼ R ∪ S′′ ∪ S′1 ∪ S′2 = R ∪ (S′ \ P ′) ∼ S ∪ (S′ \ P ′) ∼ (S ∪ S′) \ P ′

falls S(∼, 0)(S ∪ S′) gilt. ¤
Beweis des Satzes 8. Wir können voraussetzen, daß I(A) = I(B) > 0

ist. Die Simplexzerlegungen der Polyeder A und B seien:

A =
⋃n

i=1Si (I(Si) = I(A) (i ≤ k); I(Si) < I(A) (i > k))

B =
⋃m

i=iS
′
i (I(S′i) = I(B) (i ≤ k′); I(S′i) < I(B) (i > k′)).

Wir können voraussetzen, daß die Simplexe Si und S′i gerade sind, falls
I(Si) und I(S′i) größer als 0 und kleiner als 3 sind.

A=
⋃n

i=1Si = S1 ∪ (
⋃k

i=2Si) ∪ (
⋃n

i=k+1Si) (∼, 0) S1 ∪ (
⋃k

i=2Si)=
⋃k

i=1Si

B=
⋃m

i=1S
′
i = S′1 ∪ (

⋃k′

i=2S
′
i) ∪ (

⋃m
i=k′+1S

′
i) (∼, 0) S′1 ∪ (

⋃k′

i=2S
′
i)=

⋃k′

i=1S
′
i
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Wenn I(A) = I(B) 6= 2 ist, gelten (
⋃k

i=1Si) ∼ C ∼ (
⋃k′

i=1S
′
i), also

A(∼, 0)B, wo für I(A) = 1 C ein gerades Simplex des Typus (3, 1) ist,
während für I(A) = 3 C der Form {λx | 0 ≤ λ ≤ ∞, x ∈ D} ist, wo D ein
sphärisches Digon vom Winkel höchstens 2π ist.
Wenn I(A) = I(B) = 2 ist, gelten (

⋃k
i=1Si) (∼, Ps) S(∼, Ps) (

⋃k′

i=1S
′
i),

also A(∼, 0, Ps)B. ¤
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