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Einleitung

Die Richtungsbegriffe in den metrischen Rdumen stammen von A. D. ALEXAN-
pROW [3] und von S. Goras [1], die unabhanglg voneinander zwei verschiedene
Aquivalenzrelationen auf der Menge der von einem Punkt ausgehenden stengen
Kurven eingefiihrt haben. Wir haben in dieser Arbeit den Zusammenhang zwi-
schen den Richtungsbegriffen von Alexandrow und Golgb bestimmt.

Die von Golab eingefiihrte Beriihrungsrelation ist im allgemeinen nicht sym-
metrisch [2]. In der Arbeit wurde eine allgemeine Klasse der stetigen Kurven be-
stimmt, in der diese Relation umkehrbar ist.

Die Verallgemeinerung der Beriihrungs- und Richtungsbegriffe war ein Ziel
dieser Arbeit. Durch die Verallgemeinerung der Beriihrungsrelation von Golab
haben wir den Richtungsbegriff in einem solchen metrischen Raum erklirt, in dem
keine stetigen Kurven existieren. Die von uns erklirten tropogenen und total tropo-
genen Mengen sind die Verallgemeinerungen der Kurven, die eine Richtung im Sinne
von Alexandrow haben (1. 2.).

Wir haben den Begriff des Richtungsspektrums eingefiihrt (1. 3.). Mit Hilfe des
Richtungsspektrums konnen wir die Mengen nach den Richtungen charakterisieren.
Den Vergleich der Richtungsbegriffe von Alexandrow und Golab haben wir mit
Hilfe der Richtungsspektren durchgefiihrt.

§ 1. Der Begriff der Richtung und der Beriihrung in metrischen Riumen

1. 1. Beriihrung von Mengen

Es sei ein metrischer Raum (M, ¢) und ein Punkt p€ (M, g) mit der folgenden
Bedingung gegeben: Existiere eine nichtleere Menge Lc(M, ¢) so, daB p ein
Héufungspunkt von L ist. Betrachten wir das System % (M, p) aller Mengen, deren
Hiaufungspunkt p ist.

Es sei L,,L,€ % (M,p). Wir sagen: Die Menge L, beriihrt die Menge L,
in dem Punkt p, falls es zu jedem p=x¢€ L, einen Punkt y €L, gibt, so daB

o(x, yy)
lim =22 =
x~p (P, X)
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ist. Die derart erkldrte Relation auf % (M, p) ist im allgemeinen unsymmetrisch,
ist also keine Aquivalenz.

Beriihrt L, die Menge L, und auch L, die Menge L, in dem Punkt p, dann
sagen wir: Die Mengen L, und L, beriihren sich in dem Punkt p. Damit haben
wir eine Relation auf £ (M, p) eingefiihrt, die wir Beriihrungsrelation nennen und
mit B,(L,, L,) bezeichnen. Diese Relation ist nach Definition reflexiv und sym-
metrisch. Die Transitivitit kann man auf Grund der Definition leicht beweisen.
Es gilt der folgende Satz:

Satz 1. Die Beriihrungsrelation ist eine Aquivalenz auf % (M, p).

Eine Aquivalenzklasse A(M, p) heilit eine verallgemeinerte Richtung in dem
Punkt p. Die Menge aller verallgemeinerten Richtungen in p werden wir verall-
gemeinerter Richtungsraum £ (M, p) in dem Punkt p nennen.

Nach einfachen Rechnungen ergeben sich die folgenden Eigenschaften:

a) Die Menge L, € % (M, p) beriihrt die Menge L, € # (M, p) in dem Punkt p
genau dann, wenn es eine Menge L3S L, mit B,(L,, L;) gibt.

b) Es seien die Mengen L,, L, € (M, p) und die Teilmengen L1 S L,, LS L,
so gegeben, daB8 die Relationen B,(L,, Lj), B,(L,, L) gelten. Dann gilt auch
B,(L,, L,).

y c) Wenn L, L,€ % (M, p)und B,(L,, L,) gilt, dann existiert zu jedem L{1 EL,,
das die Relation L€ £ (M, p) erfiillt, ein L; < L, derart, daB B,(L;, L3) besteht.

d) Fiir die Vereinigung der Mengen L, (i=1, 2, 3, ..., n) aus einer verallgemeiner-
ten Richtung A(M, p) gilt: UL,€A(M, p).

1. 2. Die tropogene Menge

Der Winkelbegriff in den metrischen Raumen wird auf folgende Weise definiert:
Unter dem Winkel an der Ecke p des Dreiecks {p, x, y} (M, ¢) (p#x, y) versteht
man den Wert y(p; x, »), fiir den

; e(p. x)*+e(p. y)* —e(x, »)?
SPrRsT) 2e(p, x)e(p, y)
und 0=y(p; x, y)=nr gelten.

Es sei G€ % (M, p) in dem metrischen Raum (M, g) gegeben, wo £ (M, p)
das in 1. 1. definierte System ist. Wir sagen: Die Menge G ist fropogen') in dem
Punkt p, wenn

lim y(p;x,y) =0
X y=P
fir alle p=x, ycG gilt.

Es sei ¥ (M, p) das System aller in p tropogener Mengen. Wenn G, G, €9 (M, p)
und auch (G, UG,)€%(M, p), dann sagen wir: Die Mengen G, und G, haben die
gleiche Richtung in dem Punkt p, oder G, und G, sind gleichgerichtete Mengen in
dem Punkt p.

Die so erkldrte Relation nennen wir Richtungsgleichheit und bezeichnen sie mit
R,(G,,G)).

') Der Ausdruck fropogen stammt aus dem Griechischen: tpomoe=Richtung, Wendung,
Bogen, yevvaw =bilden, erzeugen, darstellen. ,,Tropogen™ heiit also richtungserzeugend.
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Aus der Definition folgt, daB die Richtungsgleichheit reflexiv und symmetrisch
ist. Die Transitivitdt gilt aber im allgemeinen nicht. (Das zeigt das Beispiel 1.)

Wenn H<% (M, p) und folgt aus R,(H, G) fiir alle G, daB G die Menge H
in p beriihrt, so nennen wir die Menge H total tropogen in (M, ).

Bezeichne # (M, p) das System der in (M, ¢) total tropogenen Mengen von
%(M, p). Wir werden beweisen, daB die Richtungsgleichheit eine Aquivalenz auf
H (M, p) ist. Zum Beweis bendtigen wir die folgenden Hilfssitze:

Satz 2. Wenn G,, G,€%(M, p), und besteht die Relation B,(G,, G,), so folgt
daraus stets, daff auch R,(G,, G,) besteht.

BEwEIs. Zum Beweis des Satzes miissen wir zeigen, daB lim y(p: x, y)=0 ist,

X,y+p
falls p # x, y€(G,UG,). Im Falle x, y£ G, (i=1, 2) gilt diese Relation offensichtlich,
weil G,, G,€9(M, p).

Wir nehmen an x¢G,; und y<£G,. Aus den Voraussetzungen des Satzes folgen
die Eigenschaften: Zu jedem x bzw. y existiert y, € G, bzw. x,€ G, derart, daB die
Relationen

. o(x, 70 . e(y,x,)

1 lim =0 bzw. lim———X =0
(1) x—p 2(P, X) y-p 2(P, )
gelten und

(2) limcosy(p;x,x,) =1 bzw. limcosy(p:y,y,) =1

x=p y=p
bestehen.
Aus (1) kann man leicht beweisen, daB auch die Beziehungen
. e(p,ys) . e(p, x,)

3 im——————=1 bzw. IIm——— =
) x=p 2(p,X) y-p Q(P,Y)
gelten.

Betrachten wir die Punkte p, x, y, y,. In dem Dreieck {p, x, ¥} gilt:

e(p, x)* +e(p, ) —eo(x,y)*
2e(p, x)e(p, y) '

cosy(p;x,y) =

Mit Hilfe der Dreiecksungleichung und der Beziehung
e(y, v)* = e(p, )*+e(p, y)*—2e(p, »)e(p, o) cos y(p; ¥, y,)

bekommen wir:
(4)

cos ?(p X _}") ;_.... Q(F’ yx) COST(P;JG J".:)—Q(x, yx) o 2Q(p, x)Q(x, yx)+2g.(x’ yx)z

e(p, x) e(p, x)e(p, y)
Betrachten wir jetzt die Punkte p, x, y, x,, so ergibt sich:

&)
cosy(p; x,y) =

e(p, x,) cos y(p; X, x,)—e(y, x,) _ 2e(p, y)e(y, x,)+2e(y, x,)°
e(p,y) e(», y)e(p, x)
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Eine der Relationen o(p, x)=o(p, ») und ¢o(p, y)=o0(p, x) besteht immer. Es
sei o(p, x)=0(p, ). So bleibt die Ungleichung (4) offenbar erhalten, wenn wir
o(p, x) statt go(p, y) schreiben, d.h.:

o(p, ys)
o(p, x)

3o(x, ) 20(x, yo)?
e(p.x)  e(p,x)? °

1 =cosy(p;x,y) = CoS Y(P: ), Vi) —

Aus (1), (2), (3) folgt:

. [ e(p.yd 3o(x, v 2e(x, y,)‘]
lim | ————cos ) — - = 1.
X, y=-p 0( ) ?(p y }) Q(p! x) Q(ps x)2
So ist also
lim y(p:x,y) =
X, y+p

Gilt nun die Relation o(p, y)=¢(p, x), so erhalten wir aus (5) auf der gleichen
Weise
lim y(p;x,y) =0
%, y=p
Aus den erhaltenen Resultaten folgt, daBB G, UG, eine in p tropogene Menge
ist. Damit ist aber der Satz bewiesen: Beriihren sich die tropogenen Mengen in
einemPunkt, so haben sie die gleiche Richtung in diesem Punkt.

Bemerkungen 1. Die Bedingung des Satzes 2, daB beide der Mengen in p
tropogen seien, ist notwendig. Aus G€% (M, p) und B, ,(G, L) folgt nicht, daBB auch
Le% (M, p). Es konnen sich sogar eine Menge die keine in p tropogene Teilmenge
enthdlt, und eine in p tropogene Menge in dem Punkt p beriihren. (S: Beispiel 2.)

2. Der Satz2 ist nicht umkehrbar (S: Satz5). Aus G,, G,€%(M,p) und
R,(G,, G,) folgt nicht, daB auch die Beziehung B, (Gl, ,) besteht. (In dem Bei-
Splel 1. gilt die Relation R,(4, B), doch beriihren snch die Mengen 4 und B in dem
Punkt p nicht.)

Sind H,, H, € #(M, p), so gilt der folgende Satz:

Satz 3. Die Relation R,(H,, H,) besteht genau dann, wenn auch die Relation
B,(H,, H) gilt.

BeEwEls. Auf Grund des Satzes 2 folgt die Richtungsgleichheit immer aus der
Berithrungsrelation.

Besteht die Relation R,(H,, H,), so beriihrt die Menge H, die Menge H, in p.
Aus der Symmetrie der Richtungsgleichheit ergibt sich, daB auch die Menge H,
in p beriihrt. So besteht also die Relation B,(H,, H,).

Die Richtungsgleichheit und die Beriihrungsrelation sind also dquivalent auf
dem System # (M, p). Daher kénnen wir sagen:

Satz 4. Die Richtungsgleichheit ist eine Aquwa!enz auf H# (M, p).
Eine Aqulvalentklasse r(M p) heiBit eine Richtung in dem Punkt p. Die Menge
aller Richtungen in p werden wir
Richtungsraum R(M, p) in dem Punkt p nennen.

Aus dem Satz 2 folgt der
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Satz 5. Sind G, G,€%(M, p), so gilt die Relation B,(G,, G,) genau dann, wenn
R,(G,, G,) besteht und zu jedem x€G; (i=1, 2) ein y.€G, (l #j=1, 2) derart existiert,

o(p, yy)
daf lim ——"* =1 jst.
4 x~p 0(P,X)

Aus der Eigenschaft der tropogenen Mengen ergibt sich:

Satz 6. Ist GE% (M, p) eine zusammenhdngende Menge, so ist G total tropogen
in dem Punkt p.

1. 3. Das Richtungsspekitrum

Es seider Punkt p in(M, g)so gegeben, dal3 R(M, p) =0 ist. Dann ist das System
Z (M, p) auch nicht leer. Es sei die Menge L< .2 (M, p) derart gegeben, daB L eine
Teilmenge H € 3 (M, p) enthilt. Es ist bekannt, daB (L, o) auch ein metrischer Raum
ist. So konnen wir £(L, p) und R(L, p) in (L, ¢) erkldren.

Man kann leicht einsehen, daBl aus H € 3 (L, p) nicht die Beziehung H € # (M, p)
folgt. Es sei J#' (L, p; M) das System aller Teilmengen HE L, fiir die He # (M, p)
gelten.

Erkldren wir die Richtungsgleichheit auf # (L, p; M), so bekommen wir eine
Klasseneinteilung. Eine Klasse r(L, p; M) heiBt eine Richtung in (M, @) von der
Menge L. Die Menge aller Richtungen von L in (M, ¢) werden wir mit R(L, p; M)
bezeichnen.

Seien A(L,p)c2(L,p) und L,, Lze)(L p), d.h. B,(L,, L,) gilt in (L 0). Aus
(L, 0)S(M, o) folgt, daB B,(L,, L,) auch in (M, o) gllt Es gibt also immer ein
A(M, p)e 2(M, p) derart, daB L,,L,cA(M,p) und folglich A(L, p)Si(M, p) ist.
Zu A(L, p) werden wir die so gewihlte verallgemeinerte Richtung A(M, p) zuord-
nen, und wir sagen: A(M, p) ist das ,,Bild** von A(L, p). Mann kan leicht einsehen,
daB jede verallgemeinerte Richtung von £(L, p) genau ein Bild in £(M, p) hat:
die Abbildung ist also eindeutig. Das Bild von £(L, p) in £(M, p) nennen wir das
verallgemeinerte Richtungsspektrum der Menge L in dem Punkt p und bezeichnen es
mit Y (L, p).

Analog konnen wir die Abbildung von R(L, p: M) in R(M, p) erkliaren. So
bekommen wir das Richtungsspektrum von L in dem Punkt p, das mit @(L, p) be-
zeichnet wird.

Nach einfachen Uberlegungen ergeben sich die folgenden Eigenschaften:

a) Sind L,, L,€ % (M, p), dann bestehen die Relationen

Y(Ly,p)UY(Ly, p) € PI(L,UL)), p]
DLy, p)UP(L,,p) € (L, UL,),pl.
b) Sind L,, L, £(M,p) und L, SL,, so gelten
Y(Ly,p) S ¥(Ly,p) und (L4, p) S P(Ly, p).

¢) Die Menge L, beriihrt die Menge L, in dem Punkt p dann und nur dann,
wenn ¥(L,,p)S¥(L,,p) gilt.

d) B,(L,, L,) besteht genau dann, falls ¥(L,, p)=¥(L,, p).

e) Sind H,,H,e#(M,p) und B,(H,, H,), dann besteht die Relation
@ (H,,p)=P(H,, p).

f) Ist HE#' (M, p), so hat @(H, p) nur ein Element.
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Bemerkung 1. Aus B,(L,, L,) folgt nicht die Relation ®(L,, p)=®(L,, p).
Das geht auch aus dem Beispiel 2. hervor.

2. Seien fir L€ (M, p) (i=1, 2) die folgenden Bedingungen erfiillt:

I. Jede Teilmenge LS LY, fiir die L€ £ (M, p) gilt, enthélt eine in p tropogene
Teilmenge.

II. Fiir jede in p tropogene Teilmenge G < L{ existiert eine in p bzw. in (M, g)
total tropogene Teilmenge HC L] so, daB R,(H, G) gilt.

In diesem Fall kann man den folgende Satz beweisen: Die Beziehung @ (L}, p)=
=@(L3, p) besteht genau dann, falls (LT, p)=¥ (L3, p) ist.

§ 2. Der Begriff der Richtung von Kurven

2. 1. Richtungsbegriffe von A. D. Alexandrow und von S. Golgh

Sei &, die Menge aller von p ausgehender Kurven in dem Raum (M, ), die
eine Parameterdarstellung f(7), (0=7=1) folgender Art zulassen: Es sei f(r) #/(0)=p,
falls 0<r=1 ist. Sind f;, /,€8R,, dann heifit der Wert

71, 12) = . litm sup 7(p: f1 (1), f2(12))
12 f2—~P
der obere Winkel zwischen f; und f, in p.
Ist fiir eine Kurve f€R, 7(/,f)=0, so sagt man, daB f eine Ausgangsrichtung
in p im Sinne von Alexandrow hat. Die Menge aller Kurven, die eine Ausgagsrichtung
in p im Sinne von Alexandrow haben, werde mit &, bezeichnet.

Gilt fiir die Kurven f;, fZER die Benehung ,(fl,fz) 0, dann sagt man:
Die Kurven f,, f; beriihren sich in dem Punkt p, oder sie haben in p die gleiche Rich-
tung im Sinne von Alexandrow. Diese Berithrungsrelation ist eine Aquivalenz auf

Si Die Aquivalenzklassen heiBBen Richtungen in dem Punkt p im Sinne von Alexan-
drow. Die Menge dieser Richtungen nennt man den Richtungsraum in p im Sinne
von Alexandrow [3].
Es sei nun f, f, €R,. Der ,,FuBpunkt* £,(t*) von f;(¢) ist der Punkt, fiir den
Q(fl(f) fa(t” ))SQ(fl(f)sfz(’ )) und o(fi(1), 2(t7)=e(fi(2),f2(7)) gelten, falls
0=¢"=1und i=r" sind
Besteht die Bezu:hung

e(f1 (). £2(%))

lim ===
-0 e(p, f1(1))
so sagt man: die Kurve f, beriihrt die Kurve f, in p im Sinne von Golgb.

Beriihren die Kurven f; bzw. f, die Kurven f, bzw. f; in dem Punkt p im Sinne
von Golab, dann sagt man: £1 und f, beriihren sich in p im Sinne von Golgb. Diese
Beriihrungsrelation ist eine Aquivalenz auf &,. Die Aquivalenzklassen heilen ver-
allgemeinerte Richtungen im Sinne von Golab. Die Menge dieser Richtungen ist
der verallgemeinerte Richtungsraum in dem Punkt p im Sinne von Golab [1].

=
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2. 2. Der Zusammenhang des Richtungsspektrums und der Richtung von Alexandrow
bzw. von Golab

Es sei f€ 8, und betrachten wir die Menge F=/{([0, 1]). Unter dem verallgemei-
nerten Richtungsspektrum ¥ ( £, p) von der Kurve f'verstehen wir das verallgemeinerte
Richtungsspektrum ¥ (F, p). Daher ist ®( f, p)=®(F, p).

Aus den Definitionen der total tropogenen Menge und des Richtungsbegriffs
von Alexandrow folgt mit Hilfe des Satzes 6:

Satz 7. Die Kurve f¢ R, hat eine Richtung im Sinne von Alexandrow in dem
Punkt p genau dann, wenn (5!'6 Menge F=f([0, 1]) im (M, o) total tropogen in p ist.

Auf Grund dieses Satzes gilt:

Satz 8. Die Kurven f,, f, € R-,, beriihren sich in p im Sinne von Alexandrow dann
und nur dann, wenn ®(f,,p)=®(f,,p) ist.

BewEIs. Beriihren sich die Kurven f,, f, in p im Sinne von Alexandrow,

SO ist
(6  lim 0?(p:f1 (1), f2(t2)) = 0.
Die Mengen F,=f,([0, 1]) und F,=£,([0, 1]) im (M, g) sind in p total tropogen,
und so folgt aus dieser Gleichung, daBl R,(F,, F,) besteht. Im Satz 2. haben wir
gesehen, daB in diesem Fall auch B,(F,, F;) gilt. Daher erhalten wir aus der Eigen-
schaft e) (in 1. 3.), daB @(f,, p)=®(f>, p) ist.

Es sei jetzt @(f,,p)=P(f;,p). Aus f,, f,€ K, folgt, daB F,=f; ([0, 1]) und
F,=/,([0, 1]) in (M, p) total tropogen in p sind. Aus der Gleichung der Richtungs-
spektren ergibt sich R,(F;, F,), d.h. die Menge {F; U F,} ist in p tropogen. Daher
gilt die Gleichung (6), was die Beriihrung im Sinne von Alexandrow bedeutet. Damit
haben wir den Satz bewiesen.

Es sei f€R,, so ist F=/([0, 1])€ £ (M, p) und folglich ¥ (F, p)=6.

Satz 9. Sind f,,f,€RK,, so beriihrt die Kurve f, die Kurve f, in p im Sinne von
Golgb dann und nur dann, wenn ¥Y(f,,p)S Y ( /3, p).

BEWEIS. Beriihrt die Kurve f, die Kurve £, in p im Sinne von Golab, so gibt es
nach Definition zu jedem f, (¢) einen Punkt f,(¢”), fiir den

- e(fi(0), f2(t) _
O e S o g

ist. Betrachten wir die Mengen F, =f, ([0, 1]), F,=/5([0, 1]) und die Punkte x=f, (1),
y.=f>(t*). Dann hat die obige Gleichung die Form:

. e(x, yx)
8 lim——2 =0
( ) X—~p Q(p! x)
Also beriihrt die Menge F, die Menge F, in p, und aus der Eigenschaft ¢) (in 1. 3.)
folgt, daB Y ( f,.p)S ¥Y(f3,p) ist.
Besteht die Beziehung ¥ ( f,, p)< ¥ ( f,, p), dann ist nach Definition ¥ (F,, p) S
S Y(F,,p), wo Fi=f,([0, 1]) und F,=/,([0, 1]) sind. So beriihrt auf Grund der
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Eigenschaft c) (in 1. 3.) die Menge F,; die Menge F, in p, d.h. zu jedem x € F, gibt es
einen Punkt y € F, derart, daB die Gleichung (8) besteht. Es seien x=f,(¢) und
y.=/>(t"), dann heiBt die Gleichung (8):

im 210, 2(1)) _
'an; e(p, f1(1)) s

Es sei f,(t*) der FuBpunkt von f,(¢). Aus o(f,(1),/2(t%)=e(f(1),/>(1")) folgt,
daB auch die Gleichung (7) gilt. Die Kurve f; beriihrt also die Kurve f, in dem Punkt
p im Sinne von Golab.

Aus diesem Satz folgt unmittelbar der

Satz 10. Die Kurven f,,f,c K, beriihren sich in dem Punkt p im Sinne von
Golgb genau dann, wenn Y (f,,p)=Y¥(f5, p) ist.

2. 3. Der Zusammenhang zwischen den Richtungsbegriffen von Alexandrow bzw. von
Golgb

Satz 11. Beriihren sich die Kurven f,, f, €K, in p im Sinne von Alexandrow, so
beriihren sie sich in p auch im Sinne von Golgh.

Beweis. Ist die Bedingung des Satzes erfiillt, so sind F,=f,([0, 1]) und F,=
=£([0, 1]) im (M, g) total tropogene Mengen in dem Punkt p. Im Satz 8. haben
wir gesehen, daB aus der Beriihrung von f;, /> im Sinne von Alexandrow die Rela-
tion R,(F,, F,) folgt. In diesem Falle besteht auch B,(F,, F,) (Satz 3.). Auf Grund
der Eigenschaft d) (in 1. 3.) gilt die Gleichung ¥ (f;,p)=¥(f5, p), und aus dem
Satz 10. folgt, daB die Kurven f;, f5 sich in p im Sinne von Golab beriihren.

Bemerkung. Der Satz 11. ist nicht umkehrbar. Aus der Beriihrung im Sinne
von Golab folgt nicht, daB die Kurven sich auch im Sinne von Alexandrow beriihren.
(S: Beispiele 3., 4.)

Satz 12. Es seien f,, f, ES?,,, und beriihren sie sich in dem Punkt p im Sinne
von Golgb, so beriihren sich f,, f, in p auch auch im Sinne von Alexandrow.

BeEwEIs. Aus der Beriihrung im Sinne von Golab folgt, daB Y ( f;, p)=Y( /3, p)
ist. Wegen der Eigenschaft d) (in 1. 3.) gilt die Bezichung B,(F,, F,), wo F;=
=/1([0, 1]) und F,=/,([0, 1]) sind. F; und F, sind in dem Raum (M, p) total tropo-
gene Mengen in p, so folgt die Gleichung @(F,, p)=®(F,, p) aus der Eigenschaft
e) (in 1. 3.). Nach dem Satz 8. beriihren sich die Kurven f;, f, in p auch im Sinne von
Alexandrow.

Aus den Sidtzen 11. und 12. folgt offenbar:

Satz 13. Auf der Menge der Kurven, die in einem Punkt eine Richtung im Sinne
von Alexandrow haben, sind die Beriihrungsrelationen von Alexandrow und von Golgb
dquivalent miteinander.

Auf Grund dieser Sdtze kénnen wir sagen:

Die Beriihrungsrelation von Golab ist auf eine derartige allgemeinere Klasse von
Kurven erkldrt, welche die Kurven enthilt, die eine Richtung im Sinne von Alexan-
drow haben. (Beispiel 4.)
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Beriihren sich die Kurven f;, f5 in p im Sinne von Golab und habe die Kurve
f1 in p eine Richtung im Sinne von Alexandrow, so verlangt die Beriihrungsrela-
tion nicht, daB die Kurve f; auch eine Richtung in p im Sinne von Alexandrow habe.
(Beispiel 3.)

Die von Golab eingefiihrte Beriihrungsrelation ist im allgemeinen nicht sym-
metrisch [2]. Auf Grund des Satzes 10. gilt der folgende Satz:

Satz 14. Es seien f,, [, €R,, und beriihre die Kurve f, die Kurve f, in p im
Sinne von Golgb. Die Beriihrungsrelation ist dann und nur dann symmetrisch, wenn

Y(fi,.p=Y¥Y(/2 D)

Ist.
Eine Folgerung dieses Satzes ist: Die Beriihrungsrelation im Sinne von Golab

ist auf der Menge der Kurven, die eine Richtung im Sinne von Alexandrow haben,
immer symmetrisch.

§ 3. Beispiele zur Beriihrung von Mengen und Kurven

Beispiel 1. Die Richtungsgleichheit ist keine Aquivalenz auf dem System der
in einem Punkt tropogenen Mengen.
Betrachten wir in E£2 die Punkte:

£ 1 Y | . | p . 1 . 1
G~ 2-'-"':'*1’ jzizl'_"-_ll ’ bJ"' '22;'?0 35 Cge 22k+1* _21(2k+lp

und p:(0;0), falls i, j, k=0, 1, 2, ... sind. Es seien A={a;};—o,;, .. B={b;};=0.1...
C={a}=0,1,.. und M = AU BUCU{p}
Auf der Menge M werden wir eine Metrik ¢ erkliren: Im Falle a,,c,é M

| 4

(n=0,1,2,...)ist ¢(a,, ¢) = le“, wenn es aber nicht der Fall ist, ist o(x, y)=

=xy (x,yé M), wo xy der Abstand der Punkte x, y in E? bedeutet.

Man kann leicht einsehen, dall (M, ¢) ein metrischer Raum ist. Nach einfacher
Rechnung ergibt sich auch, daB die Mengen 4, B, C, {4U B}, {BUC} tropogene
Mengen in dem Punkt p sind. So gelten die Beziechungen R,(A4, B), R, (B, C), nicht

aber die Relation R,(4, C). Es ist nimlich Im y(p:a,, c,) = -, und daher ist

]

{A U C} nicht eine in p tropogene Menge. Die Transitivitit gilt also nicht, und so
ist die Richtungsgleichheit keine Aquivalenz auf dem System der in einem Punkt
tropogenen Mengen.

Beispiel 2. Ist A4 eine in p tropogene Menge, so folgt aus B,(4, B) im all-
gemeinen nicht, dal B auch eine in p tropogene Menge ist.

Betrachten wir die Strecken pa, und pb, in E* mit den folgenden Bedingungen:
Es seien pay,=1, pby=1% und a,pb, <t =n/4. Bezeichnen 4 bzw. B die Menge der
Punkte der Strecken pa, bzw. pb,. Ist b€ B vorgegeben, so konnen wir die folgenden
Bezeichnungen einfiihren: Sei b* € A der Punkt, fiir den pb*=pb gilt, b*€ A der
Punkt, fiir den pb?>=(pb)? ist und b'€ A der Punkt, fiir den pb' = pb*+b?b gilt.
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Auf der Menge M = {4 U B} erkldren wir eine Metrik ¢ in folgendermaBen:
a) Sind a,, a,,€ A, so ist g(a,, a,)=a,a,.
b) Es seien a< A und b€ B, dann ist

ab falls pa=pb* ist,
ab' falls pb*<pa=pb* ist,
b*b! falls pb* <pa=pb' ist,
b*a falls pb'<pa ist.

e(a, b) =

c) Im Falle b,, b, € B besteht die eine der Relationen pb,=pb, und pb,=pb,.
Es bestehe pb,=pb,, dann ist

_ | bib} falls pbi=pb} ist,
0(by, by) = {b,bi falls pb} <pb? ist.

Es kann gezeigt werden, daB (M, ¢) ein metrischer Raum ist.

Wir werden beweisen, daB die Mengen A und B sich in dem Punkt p beriihren.
Es sei ndmlich dem Punkt a€ A der Punkt b, € B zugeordnet, fiir den pb,=pa gilt.
Dann sind nach Definition ¢(a, b,)=ab} und o(p, a)=pa. Nach einfacher Rechnung
ergibt sich:

o(a, b,)
m =
a—p 2(p, Q)

d.h. die Menge A beriihrt die Menge B in p.
Ist dem Punkt b€ B der Punkt b* ¢ A zugeordnet, so sind ¢(b*, b)=b"b" und
o(p, b)=pb. Man kann leicht einsehen, dall

e, b%) _

: 1]}-2 e(p.b) —
ist.

Die Mengen 4 und B beriihren sich also im Punkt p.

Es ist offenbar, daB die Relation y(p, a,,a,)=0(p+#a,, a, € A) immer besteht.
Daraus folgt unmittelbar, daB A4 eine in p tropogene Menge ist.

Betrachten wir jetzt die Menge B, in der ein Punkt b vorgegeben ist. Wihit
man den Punkt b, € B mit der Eigenschaft pb}=pb?, so laBt sich leicht zeigen, daB

cosy(p; b, by) < -5--;2
. : 3 . (pb)* .
gilt. Es sei nun der Punkt p#b, so gewihlt, daB Q(p,bl)«:sf_——z—— ist. (Dann

gilt auch pb}<pb?, was uns notwendig ist.) Daher konnen wir sagen: Zu jedem
be B existiert ein £¢=0, so daB aus b, c(U(p, &)\ B) (b, =p) stets y(p: b, by)=
=o=0 folgt.

Die Menge B ist also nicht eine in p tropogene Menge. Aus dem Beispiel geht
auch hervor, daBl B keine in p tropogene Teilmenge enthilt. Aus der Beriihrung
der Mengen folgt also nicht, daB jede der Mengen in dem Beriihrungspunkt tropo-
gen wiire.
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Beispiel 3. Die Beriihrung der Kurven im Sinne von Golagb verlangt nicht,
daB die Kurven gleichzeitig eine oder keine Richtung in dem Beriihrungspunkt im
Sinne von Alexandrow haben.

Betrachten wir den im Beispiel 2. eingefiihrten metrischen Raum (M, g). Es
sei f1:[0,1]—~A eine Abbildung in (M, ¢) mit der Bedingung ¢(p, f;(¢))=t, wo
0=¢=1 und f,(t)€A gelten. Es sei ferner f,:[0, 4] =B solch eine Abbildung in,
(M, @), daB ¢(p, f>(2))=t ist, falls 0=¢=4 und f,(¢) € B erfiillt sind. Man kann leicht
beweisen, daB f,,f,€ 8K, (S.: 2. 1.).

Im Beispiel 2. haben wir gesehen, daB die Mengen A4 und B sich in p beriihren.
In diesem Fall gilt also die Gleichung ¥ (A4, p)=¥(B, p), d.h. ¥(f,,p)=Y(f5,p).
Nach Satz 10. beriihren sich f; und £, in p im Sinne von Golab.

Es wurde auch gezeigt, daB A eine in p tropogene Menge ist, folglich hat die
Kurve f; eine Richtung im Sinne von Alexandrow in p. Die Kurve f, hat aber keine
Richtung im Sinne von Alexandrow in p, weil die Menge B nicht eine in p tropogene
Menge ist.

Beispiel 4. Kurven, die in einem Punkt keine Richtung im Sinne von Alexan-
drow haben, kénnen sich in diesem Punkt im Sinne von Golab beriihren.

Seien die Abbildungen f,f>:[0, 11=/? so gegeben, daB der Punkt f,(r) die
folgenden Koordinaten besitzt:

=0 x,=tlh+1)—1, x,0y=1-—mn,
und die Koordinaten des Punktes f;(7)

n+1

x,—=0, x,,=tn—”—, x,,+1=n+—2(l—m)

sind, woi=1,2,3,...,n—1,n+2, ... und ';—l - < = ;ll— (r=1,2,3,...) ist. Es

+1
sei ferner f,(0)=/,(0)=(0,0,0, ...)=p.

Nach einfacher Rechnung ergibt sich, daf die Kurven f; und f; sich in p im
Sinne von Golab beriihren.

Die Punkte der Kurven f7, f, sind offenbar in den Ebenen (x;, x;. ) enthalten.
Betrachten wir nun die Kurve f, so ist klar, daB y(p; f,(2), f;(t"))=m/2 gilt, wenn
Fi@) e, Xip 1), f1(£)E(x;, Xj44) und [i—j| = 2 vorausgesetzt ist. Das Gleiche
gilt auch fiir die Kurve f;. Die Kurven f , f> haben also keine Richtung in p im Sinne
von Alexandrow. (Die Mengen F,=f,([0, 1]) und F,=f,([0, 1]) haben sogar keine
in p tropogene Teilmenge.)
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