Uber die allgemeinen Losungen der Funktionalgleichung
F(x)+F(y)—F(xy) = H(x+y—xy)
Von K. LAJKO (Debrecen)

1. Einleitung

In dieser Arbeit werden die folgenden Probleme behandelt.

A. Es bezeichne R die Menge der reellen Zahlen. Wir betrachten die Funktionen
F, H:R —~ R, die der Funktionalgleichung
Q) F(x)+F(y)—F(xy) = Hx +y—xy)
fir alle x, y€ R geniigen. Gesucht sind die allgemeinen Lésungen von (1).

B. Es sei R, = R\ {0}. Gesucht sind die Funktionen F:R,—~R und H:R-R,
die der Funktionalgleichung (1) fiir alle x, y€ R, geniigen.

Das Problem A4 ist eine Verallgemeinerung einer bekannten Funktionalgleichung

von M. HosszU (sieche H. SwIATAK [6], [7] und Z. DAROCZY [2], [3]). Das Problem B
ist ein Spezialfall der Funktionalgleichung

(2)  flro+(rix+r3) (r3y+ryl+8l[so+ (s1x+52) (537 +55)] = h(x) +k(p),
die in der Arbeit [4] von I. FENYS behandelt wurde. In der Funktionalgleichung (2) sind
ryund s; (i=0, 1, 2, 3, 4) gegebene Konstanten mit r, rys, 5,0 und die unbekannten
Funktionen f, g, & und & sind nicht fiir alle x € R definiert. In einer anderen Arbeit [5]
haben wir gezeigt, daB die Gleichung (2) auf die Gleichung (1) (als das Problem
A oder B) oder auf die Pexidersche Funktionalgleichung (siche J. AczgiL [1]) mit
einer rein algebraischen Methode zuriickgefiihrt werden kann. Aus dieser Behauptung
konnen wir die allgemeinen Losungen von (2) mit Hilfe der Losungen (1) (als das
Problem A oder B) erhalten.

In dieser Arbeit werden wir zeigen, daB die allgemeine Losungen des Problems
A oder B mit Hilfe der Losungen der Cauchyschen Funktionalgleichung dargestellt
werden konnen.

2. Uber das Problem A

Wir benutzen das folgende Ergebnis von Z. DArRGCZY [3]:

Satz 1. Es sei F:R—R eine Funktion, die der Funktionalgleichung
) F(x)+ F(y)— F(xy) = F(x+y—xy)
fiir alle x, y€ R geniigt. Dann gilt die Darstellung
) ' F(x) = F*(x=1+F(1)
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fiir alle x€ R, wobei F*:R —~R eine beliebige Lisung der Cauchyschen Funktional-
gleichung

(%) F*(x+y) = F*(X)+F*(y) (x,y€R)

ist.

Dieser Satz enthdlt die friiheren Ergebnisse iiber die Gleichung (3) (siche H.
SWIATAK [6], [7] und Z. DAROCZY [2]).

Wir konnen jetzt den folgenden Satz leicht beweisen.

Satz Es seien F, H:R—~R solche Funktionen, die der Funktionalgleichung (1)
fiir alle x, y€ R geniigen. Dann gilt die Darstellung

(6) F(x) = H(x) = F*(x—1)+ F(1)
fiir alle x € R wobei F*: R — R eine beliebige Losung der Funktionalgleichung (5) ist.

BewEls. Wir setzen in (1) y=0, dann erhalten wir H(x)= F(x) fiir alle x€R.
Aus dem Satz 1 erhalten wir (6).

3. Uber das Problem B

Es bezeichne MM die Menge der Paaren (F, H), wobei F:R,—~R und H:R—+R
solche Funktionen sind, welche der Gleichung (1) fiir alle x; y € R, geniigen.

Lemma 1. Es sei (F, H)€I. Dann geniigt die Funktion
(7) H*(x) = H(x+1)—H(1) (x€R)
der Funktionalgleichung
@®) H*(u+v) = H*(u)+ H" (v)
fiir alle (u, v)€A, wobei das Bereich A durch
u+v =0, u+v =4,

(1) A4=\mv)| 1  oder 1 oder u=v=0
PELe e i R0y

definiert wird.
Bewgls. Wir definieren die Funktion F: Ry X R, — R durch die Gleichung
(11) F(x,y) = F(x)+ F(y)— F(xy).
Man kann leicht sehen, daB F der Gleichung
(12) F(xy,z)+F(x,y) = F(xsyz)+F(y’ z)
fir alle x, y,z€ R, geniigt. Wegen (1) erhalten wir
(13) F(x,y) = H(x+y—xy).
Wir setzen (13) in (12) und z=1/y (y#0) dann ergibt sich

(14) H[xy+-;7—x]+h’(x+y—xy)= H(|)+H[y+%—1],



Uber die allgemeinen Losungen... 221

wobei x, ¥y € R, beliebig wéhlbar sind. Wir fiihren die folgenden Bezeichnungen ein:

(15) xy-i—%—x:wrl, x+y—xy=v+l (xy#=0).
Aus (14) folgt
(16) Hu+1)+H@w+1)=HN)+Hu+v+1)

fiir alle Zahlen u, v, fiir die das Gleichungssystem (15) I6sbar ist. Mit der Bezeichnung
(7) erhalten wir aus (16) die Gleichung (8). Man kann leicht zeigen, daB das System
(15) dann und nur dann 16sbar ist, falls (v, v) € 4, wobei 4 durch (10) definiert wird
(siehe Figur).

\
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Damit haben wir das Lemma 1 bewiesen.
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Lemma 2. Die im Lemma 1 definierte Funktion H*:R —~ R geniigt der Cauchy-
schen Gleichung (8) fiir alle u, véR.

BeEwEls. Wir betrachten ein beliebiges Paar (u, v)§ 4. Dann gibt es immer ein
Zahl x€ R, so daB die Paaren (x, u), (x+u, v) und (x, u+v) in 4 liegen. Aus dieser
Behauptung erhalten wir die Gleichungen

H*(u) = H* (x+u)-—- H*(x),
H*(v) = H*(x+u+v)—H*(x+u),
H*(u+v) = H* (x+u+v)— H*(x),
woraus sich (8) ergibt. Damit haben wir das Lemma 2 bewiesen.

Lemma 3. Ist (F, H)¢M, so geniigt die Funktion

(17) ¢(x) = F(x)—H(x)  (x£Ro)
der Funktionalgleichung
(18) @(xy) = ¢(x)+¢(»)

fiir alle x,y€R,.

BEWEIS. Aus dem Lemma 1 folgt
(19) H(Xx)=H*(x—1)+H(1) (X€ER),

wobei die Funktion H*: R — R nach Lemma 2 eine Losung der Cauchyschen Funk-
tionalgleichung (8) ist. Wegen (1) und (19) erhalten wir

F(x)+ F(y)—F(xy) = Hx+y—xy)= H*(x+y—xy—1)+ H(1) =
=H'(x=1)+H'"(y=1)—H"(xy—=1)+H(1) = H(x)+ H(y)—H(xy),

woraus sich die Gleichung (18) folgt. Damit haben wir das Lemma bewiesen.
Wir beweisen jetzt den

Satz 3. Es seien F:R,—~ R und H: R — R solche Funktionen, die der Funktional-
gleichung (1) fiir alle x,y¢ R, geniigen. Dann gilt die Darstellung

20) H(x) = H*(x—=1)+H(l) (X€ER)
F(x) = F*[log |x|]]+ H*(x—1)+ H(1) (x€Ry)

wobei H*:R—~R und F*:R—R| beliebige Losungen der Cauchyschen Funktional-
gleichung (8) sind. 1

Bewers. Dieser Satz folgt unmittelbar aus dem Lemmata 1, 2 und 3. Wir be-
merken, daB die Behauptungen der Sitzen 1 und 2 aus dem Satz 3 folgen.

Aus dem Satz 3 erhalten wir die folgende Behauptung: Ist (F, H)€I und
sind F:Ry—~R und H:R—~ R meBbare Funktionen, dann gelten die folgenden Dar-
stellungen

H(x) = Ax+ B (XER)

F(x) = Clog|x|+ Ax+ B (xERy)
wobei A, B und C konstante Werte sind. (Siehe J. AczEL [1].)
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