Uber die Charakterisierung orthogonaler Systeme
von Haarschem Typ

Von M. MIKOLAS (Budapest)

1. Die klassische Haarsche Funktionenfolge:

22 fiir (A—1)2""<t<(A—31)2"",
(1.1) W) =1, P@)=1-2"2 fiir A-3)2""<t<i-2"",
0 in ibrigen Punkten 7€(0, 1)

(v=0, 1=4=2") liefert bekanntlich Beispiel eines vollstindigen, orthonormierten
Systems mit folgenden bemerkenswerten Eigenschaften:
1. jede Lebesgue-integrierbare Funktion f(7) laBt sich fast iiberall in eine nach
(1. 1) fortschreitende Fourierreihe entwickeln;
2. diese sogenannte Haarsche Reihe konvergiert an allen Stetigkeitsstellen
gegen f(¢) und zwar in jedem abgeschlossenen Stetigkeitsintervall der Funktion
gleichmaBig.')
Das erste Ziel dieser Arbeit ist nun zu zeigen: (1. 1) kann dadurch charakterisiert
werden, daB es aus dem einfachsten vollstindigen System zum Intervall [0, 1] ge-
hériger charakteristischer Funktionen
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nach Elimination linearer Beziechungen mittels Orthogonalisierung entsteht (Satz I.).
Der Beweis basiert auf gewissen Eigenschaften der Haarschen Kernfunktion.

Des weiteren wird ein anderer Charakterisierungssatz fiir eine weitgehende
Verallgemeinerung von (1. 1), ndmlich fiir das System (3. 1) behandelt. Die be-
treffende Familie von Funktionenfolgen besteht ebenso aus leicht darstellbaren Trep-
penfunktionen, die mit Hilfe von immer feiner werdenden, nicht notwendigerweise
dquidistanten Zerlegungen des Grundintervalls [a, b] entspringen. (Vgl. Satze I1—III.)
Auf den Zusammenhang dieser Resultate mit Konvergenzfragen der zugehorigen
Fourierentwicklungen geht der Verfasser anderswo ein.?)

1) Vél. [1], 46—50. — Die trigonometrische Fourierreihe entbehrt, wie bekannt, beider Eigen-

schaften in Betracht.
2) vgl. [4].
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2. Es sei v eine feste nicht-negative ganze Zahl und sei eine dquidistante Zer-
legung von [0, 1] in 2" Teile betrachtet. Wird der Kiirze halber

1 fiir 1€ —'1—;1 v ;]
2.1 2&*’(r)=x[;-1 110 =
= 2 Jati' &
2 2'] 0 fiir re[— —]
yris oy

mit 0=1=2" gesetzt, so liefert {7{*(¢)} ein triviales Beispiel eines in [0, 1] ortho-
gonalen Funktionensystems, welches aber unvollstindigin L [0, 1]ist. Um hieraus
ein vollstindiges Orthogonalsystem zu gewinnen, ist ziemlich naheliegend, alle Sys-
teme {7¥(¢)} (v=0,1,2,...) zu vereinigen und den Gram—Schmidtschen Ortho-
gonalisierungsproze zu verwenden. Beachtet man noch die Relationen

O =3O+ T3@ (2=1,2..)

und 1dBt dementsprechend die Funktionen 724 (r) (v=0, A=1) fort, so hat man das
System von linear unabhingigen Elementen:

2.2) 1y Y B0 0. 08
zugrunde zu legen.
Wir behaupten

Satz 1. Die aus (2. 2) durch Orthogonalisation erhaltene Funktionenfolge ist mit
dem System (1.1) identisch, abgesehen von eventuellen Diskontinuitiiten der Haar-
schen Funktionen.

Bewels. Es seien die Elemente von (2. 2) der Reihe nach mit 7, (¢), 7, (¢), 7. (?), ...,
diejenigen der orthogonalisierten Folge mit 7,(¢), 7,(7), Z2(¢), ... bezeichnet und

ke, 1
2.3) 0a(t) = Zu()— ‘z: 70 [T @du (=12, ..)
- 0

gesetzt. Bekanntlich entspringt 7,(¢) aus 7o(7)=1, 7,(¢t) (n=1) aber aus ¢,(t) durch
Normierung.
Also ist
To(t) = Il = Zo() =1

und im allgemeinen
1

1 -_
Q4 W@ =led o) mit ol = [[e.@?au]* (@n=1,2,..).
0

Um den Satz mittels Induktion zu verifizieren, bemerken wir zunichst, daB
1 fiir 1€(0, %),

11(0) = llogl =ty (0) = 27" (1) -1 = {—1 fiir 1€(3, 1),

d.h. fiir 1€(0,1), t#1
(@) = xV ()
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gilt. Es bleibt noch zu zeigen: (A) fiir jedes feste v=0 impliziert die Giiltigkeit von

ol B(0) = 282, s Favers () = 200)
diejenige von
ot Taver(1) = 29 0);

(B) fiir jedes feste Wertepaar (v,r) mit v=1 und 1=r=2"—1 haben die Rela-
tionen

(2' 7) fl(r) — xa“ ({)$ 22(") = Zi”(‘)s sesy izv-l-(r—l) = ZS')(t)
zugleich
(2.8) Faver(®) = 170 ()

zur Folge. Hierbei soll 7 eine Stetigkeitsstelle von x{¥; bzw. y*+1 bedeuten.
Wir schicken einige Grundtatsachen tber die Haarschen Kernfunktionen

H® (t,u) = 26" @) 18 @) + - + 237 () 2P (w)

voraus: sie sind fiir alle v und 2 nicht negativ und zwar

f— 1 s
2"*!, wenn ¢ und « den Intervallen [%;;—; Z‘T]

(2v) —
HP2)(t, u) (s=1,2,...,2"*1) angehéren:

0 iibrigenfalls;

ferner fir 1=r=2"-1

vF1? AT

2'*1 wenn ¢ und u€[s_l g ] (3=, 2 sy 2r)s

H"(t, u) = X
@ 2, wenn ¢ und ue[s—-—l—, y

5 37| (E=2r41..,20;

0  iibrigenfalls. ¥

Was nun (A) anbelangt, so erhilt man unter Beriicksichtigung von (2. 5):

| 1
o R 5 fur fe[o, 2‘_4_'5“];
Qi) = 12— [ H®™(wdu=y 1 _ ¥ )
0 B fir r€ ¥+2Z? v+l |?
0 sonst
und
2(1--(-1),"2 ﬁll‘ IE(O, 24(v+2))’
T2ve1(®) = l@zvasl ~1@2ven(t) = § =20+ V72 fiir 1€(2-C+2,2-0+1),
0 sonst,

d.h. die Beziehung (2. 6).

3) Vgl z. B. [1], 48—49; [2], 364—366.

16 D
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Im Falle (B) gelangt man dhnlich zum Ziel: die Hypothese (2. 7) erlaubt die

Darstellung
',2—v+2-(v+ 1)

Orn@) =BEVO- [ HO(u)du=

2=

e 1
] 3 1 ce(5e o)
1

I—E fiir re[%+2l—1, r‘;—l]
0 sonst,
woher
22 fiir t€(r-2=, (r+%)27),
fsz(’) = il‘pz"+ri]_l¢2"+r(’) = _2"!2 fir re((r+{,)2“', (l‘—t— 1)2—'),

0  sonst,

d.h. (2. 8) folgt.

Es ist tibrigens leicht einzusehen: wenn man in (2. 2) die ersten zwei Elemente
mit 7§V, 7{?) ersetzt, dann ergibt die Orthogonalisierung ein solches System, das
vom dritten Glied an mit {7,(7)} ibereinstimmt. (Die ersten zwei Elemente der

orthogonalisierten Folge sind dabei }27{"(z) bzw. V27{¥(1).)

3. Wir wollen uns nun mit einer starken Verallgemeinerung von (1. 1) beschafti-
gen, welche sich anstatt des sukzessiven Halbierens auf eine beliebige Folge von
unendlich feiner werdender Zerlegungen bezieht und doch — im Gegensatz zu den
am Ende der Haarschen Habilitationschrift erwdhnten Beispiele*) — eine einfache
explizite Darstellung mittels charakteristischer Funktionen zuldBt.

Wir gehen von einem endlichen Grundintervall 7, =[a, b] aus. Es sei

eine Zerlegung desselben in paarweise punktfremde Intervalle und seien sukzessiv
weitere Zerlegungen in disjunkte Teilintervalle:

N, J\'kl
LheUL: 0sksN), L= U ke (Sk=N, 1sIEN); -
I=1 m=1

betrachtet. Wir nehmen an, daB es von echten Zerlegungen handelt, d.h. die Anzahl
der Teilintervalle immer =1 ist, ferner daB {f,}, {Z;}, {Ziim}, --- €in sich unbeschrinkt
verfeinerndes Zerlegungssystem von I, liefert. Letzteres bedeutet, wie tiblich, daB
die Linge das groBten Teilintervalls unter denjenigen mit v Indizes fiir v - gegen
Null strebt.

Die fragliche Generalisation des Haarschen Orthogonalsystems entsteht da-

4) Vgl [2], 369—371.
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durch, daB man jeder benutzten Unterteilung eine wohldefinierte Gruppe von Trep-
penfunktionen mit hochstens drei Konstanzstrecken zuordnet. Wir schreiben :5)

(1) = 1;

N
ug (1) = ZH ULl 21, @)=L 21, ()] (1=r=N-1);
p=r
(3.1 . % e R
") (1) = Ny =k= :
w” (1) p=§l[|fkp’)(!k,(f) Lo 71, (1)] 1§r‘=‘-‘Nk-l]’

................................................

Im allgemeinen laBt man also einer Zerlegung der Form:
Nic

100 by
3.2 Ik,...i, — 2 U_1 fk,...t.,k,“
die Funktionen o

Nijy - ky
(3.3) (@) = 21 [‘Ih...k\,plxl'kl___kv,.(r)_III:I...k,rllfhmk p(‘)]
p=r+ -

entsprechen, wobei r die Zahlen 1, 2, ..., N, —1 durchliuft. Die Definition ergibt

Nig-o-ky
Z llh...k‘.p| fiir ’EItl...kvn

p=r+1
34 ir) 1) = v Nijoredey
( ) Hkl--.kv( ) — |Il|...kvfl fir 7¢ U Ihmkvp!

p=r+1

0 sonst,
Offensichtlich gilt
3.9) [ 1 i, (@)dt =0,
ferner To
@3.6) e
I49.a 12 = lf[ﬂéf)...k‘,(f)lz di = 21 1T AP ) SR Ll 1 SR | N ) TR

0 p=r+

Man tiberzeugt sich sofort, daBl die normierte Variante der Funktionenfolge (3. 1)
im Falle 7,=[0, 1], |f, _4,|=2"" eben in (1. 1) iibergeht; wegen N=N,=N,=:.-=2
hat man dabei immer r=1 zu setzen.

Satz II. Das System (3. 1) ist im Intervall I, orthogonal und in Bezug auf L(I,)
vollstindig.

Bewels. Nach (3. 5) sind alle Elemente von (3. 1) orthogonal zu pu{®(t). Fiir
r<r’ bleibt p§’(r) konstant tiberall, wo u{’(r) nicht verschwindet und mithin

[ 1 @ @ydr = 0.
Iy
Gleichfalls ergibt sich die Orthogonalitit einer beliebigen Funktion 7  (¢) (v=1)

*) Die Linge eines Intervalls I wird durchgehends mit |I| bezeichnet.
¢) Die Formeln (3.5), (3.6) gelten auch fiir x#§”(r)(1=r=N-1), indem man auf der rechten
Seite von (3.6) einfach die Indizes k,, k,, ..., kK, wegstreicht.

16*
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zu einem anderen Element mit ebenso vielen unteren Indizes und zu allen vorangehen-
den Gliedern von (3. 1); das liefert schon durch Induktion die Orthogonalitiat des
ganzen Systems.

Um die Vollstindigkeit zu ermitteln, sei eine Funktion f(t)€ L(/,) betrachtet,
deren alle Fourierkoeffizienten in Bezug auf (3. 1) verschwinden. Es sei 7, =[a, x,]
Iv=(xXy=1,0), L=(x-1,%] (k=1,2,..., N—-1) und

F(x)= [ftydt  (x€ly)

gesetzt.
Zunichst gilt

F(b)~F(@) = [f(t)u§” (t)dt = O,
Io

also
F(b) = F(a) = 0.
Deshalb entspringt aber

lff(f)ﬂéu(”d‘ — [pi”ﬂ] F(x,)+ 11| F(xy) = |Io| F(x,)

und zugleich F(x,)=0; dhnlich folgert man sukzessiv aus dem Verschwinden von
(f, 1Y), (f, u$?), ..., daB F(x) an allen Stellen x, und sogar in jedem bei der Defini-
tion von (3. 1) benutzten Zerlegungspunkt gleich Null ist.

Da aber die letzterwihnte Punktmenge in 7, iiberall dicht ist, so muB die (ste-
tige) Integralfunktion F(x) identisch Null und ihre Ableitung f(x) fast tiberall
0 sein.

4. Es liegt jetzt die Frage nahe, ob auch das Orthogonalsystem (3. 1) aus einem
passenden System von charakteristischen Funktionen durch Orthogonalisation er-
zeugt werden kann, wie es bei dem Haarschen System (1. 1) der Fall ist.

Wir werden zeigen, daB (3. 1) im wesentlichen (d.h. von konstanten Faktoren
abgesehen) die einzige Funktionenfolge ist, die aus einer vollstindigen Menge von
gruppenweise linear unabhingigen, dem benutzten Zerlegungssystem angehorigen
charakteristischen Funktionen:

4.1 Nes s Mt oo Brands 1o s ---er,,,.-l...)i

mit Hilfe des Orthogonalisierungsprozesses entsteht. Dazu muBl man hervorheben,
daB der Aufbau der betreffenden Funktionen (3.2) ziemlich speziell zu sein er-
scheint: es handelt sich vom einfachsten Typ solcher Treppenfunktionen, die nur
zwei von Null verschiedene Werte annehmen und derer Integrale auf den zugehéorigen
Strecken verschwinden. Andererseits kann man durch (4. 1) offensichtlich den all-
gemeinsten Typus von unendlich feiner werdenden Intervallzerlegungen kennzeichnen,
falls diese mittels wiederholte Unterteilungen zustande kommen. Es ist also von
vornherein nicht zu erwarten, daB unser System (3. 1) eben auf die genannte einfache
Weise charakterisiert werden kann.

Zunéchst fiihren wir eine verkiirzende Bezeichnung ein: das Symbol ( fj, Fasyis

...»J») soll dasjenige Funktionensystem bedeuten, welches aus (f;, f3, ..., /,) durch
Orthogonalisierung und nachfolgende Fortlassung von | f;/|='f; gewonnen wird.
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Satz III. Die Funktionenfolge
(4‘ 2) Zfo; (ZIQ 2';‘ aey Zf,w—|); (ifk f’]‘l""’ 2!;,&"‘—1) (1 ékéN); Lih

stimmt mit (3. 1) bis auf Reihenfolge und konstante Faktoren tiberein; genauer: (4. 2)
ist die normierte Variante von (3. 1).

Die Behauptung impliziert die bekannte Tatsache, daB3 die zu einem beliebigen
Teilintervallsystem {f,, . ..} adjungierten charakteristischen Funktionen — die
wegen (3. 2) linear abhingig sind — nach Fortlassung mindestens eines Elements
und Hinzunahme von y;,, ;. ein linear unabhingiges System bilden, daB also die
zugehorige Gramsche Determinante positiv ist. Im folgenden brauchen wir aber
mehr, ndmlich den genauen Wert der genannten Determinante.

Lemma. /st i,,i,, ..., 1, ein System von paarweise punktfremden Intervallen und
wird ihre Vereinigung mit i, bezeichnet, so ist die Gramsche Determinante der charak-
teristischen Funktionen von iy und iy, i, ...,i, (1=m=n—1):

(4- 3) G(Xio! Liys ooes Xi..,) ot I!ll i J"m! (|im+1| v |iuD'
Insbesondere gilt:
4.4 G (Zigs Xiys ++s Lip=y) = H; [#p] (n=1).

p=

Um dies zu verifizieren, bemerken wir zuerst, daf3

lig) fiir p=0 oder p=q #0,
4.5) Jx.—,,(f)x.-,(f)dr = {0 AR
und so
liol  lia] «oe lim=1] |iml
iy] i) © 0
(4. 6) G =G0y Yayp oons Ja) = | cnvevrsreesninncen.
lim=1] O ... lig—y4] O
il O .0 [m|

mit |i,| (0=¢=m) in der Hauptdiagonale.
Fiir m=1 ist

Bl MY et i ;
Wl Tl = liy| (fo] = |i1]) = |iy] (l2] + -+ + |ia])-
liy] 14y

4.7 G, —

Fir m=1 ergibt die Entwicklung von G,, nach der letzten Zeile oder Spalte un-
mittelbar die Rekursionsformel:

Gm - Iiml [Gm— péll |".p|] L]
deren wiederholte Anwendung zu
Gm = lfml |im—1| |i2|Gl _[ }]; lfp]] (Ifml + Ifm—l' e ]&')9
p-

und durch (4. 7) zu (4. 3) fiihrt.
Der BEwES des Satzes III. verlduft nun folgendermalen.
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Auf Grund der expliziten Darstellung einer beliebigen orthogonalisierten Folge?)
besteht (i, |7Z1,s -++s Z1y.,) aus folgenden Elementen:

(4.8) X,)=C.4,¢) (=1,2,..,N=1),

wobei
Y ; A W |
()!n,, In,) (Xro, Xf,) (X.f.,a Xf,)

-----------------------------

4.9) 4,(t) =
koo 20 Olti 2 X0 oo (s X0
und C, durch die Normierungsbedingung f [, ())*dt=1 bestimmt ist. Unsere

Iy
nichste Aufgabe ist zu zeigen, daB 4,(¢) bis auf einen konstanten Faktor mit uf”(¢)

identisch ist.
Im Falle r=1 erhilt man unmittelbar:

(4.10)
A0 x A
4,(t) = = L] = Lol xr, (1) = = 3 [l xa, () = 11| 21, ()] = — gV (2).
|Iol IIll p=2
Fiir 2=r=N—1 berechnen wir 4,(¢) in der Form:
(4.11) A4,(0) = Ao+ A 1, @)+ A2 10, + - + A4, 41, (2)s

wo A, die zu y; (¢) gehorige Adjunkte bezeichnet, also [vgl. (4. 5)]:

FAURNY /1R A A
TA S R R
Ao == 0 Ile e 0 0 M

TR T RE N

(ol | ... [h-a| |5
D -0 anll )

...................

----------------------------

oooooooooooooooooooooooooooo

TE R oy e

|Ir—21. 0 "'i[r—21 0

7) Vgl. z. B.[3], 64—65.
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Die beiden ersten Determinanten ergeben sich sofort durch Entwicklung nach
der letzten Spalte und zwar

(4.12) do == Ay = (7 [T 1h);

im letzten Glied kommt aber die Gramsche Determinante von y;, %7, ---» %r,_, VO,
so daB (4. 3) liefert:

r—1 N
(4- 13) A, = ('_ 1y [pl__]; |Ip|] [pé_ IIp|] c

Der Wert von A, mit 2=s=r—1 wird am einfachsten so gewonnen, daB man
die erste Spalte der betreffenden Determinante zwischen die s-te und (s+1)-te
Spalte transponiert®) und die so entstehende Determinante nach der letzten Spalte
entwickelt.

Somit folgt:

(4.14) £ =1y ﬁ.lf"[ (=20 11
.

Unter Beriicksichtigung von (4. 12)—(4. 14) erhalten wir aus (4. 11):

0= |1 ifpl]{x:,(f) 3 |r,|—|r,|[1— = x,,(r)]}
=1y [p]I |1,,|] 3 Wl @=L, ©)
d.h.
4,(6) = Y| oo | 180,

Da die ganze bisherige Uberlegung fiir eine beliebige Elementengruppe

(th gy o | kal ik X!h ik Nkl 1)

anwendbar ist und ergibt, daB diese bis auf konstante Faktoren aus den Funktionen

)@ =12, Ny k=1
besteht, so haben wir Satz III. bewiesen.

5. Die Tatsache, daB sich Orthogonalsysteme vom Haarschen Typ mittels eines
Orthogonalisationsprozesses als Linearkombinationen gewisser elementarer Systeme
von charakteristischen Funktionen aufbauen lassen, bietet offenbar die Moglich-
keit, die bemerkenswerten Eigenschaften der genannten Funktionen und der zugehori-
gen Fourierreihen einfacher und iibersichtlicher abzuleiten bzw. ihre Theorie von einer
neueren Seite zu begriinden.

§) Dnese Umformung hat ein Multiplizieren mit (—1)*"" zur Folge.



248 M. Mikolds: Uber die Charakterisierung orthogonaler Systeme von Haarschem Typ

Diese Problematik wird in [4] ins Auge gefaBt und es wird insbesondere die
zentrale Rolle hervorgehoben, welche ein vertiefter Rieszscher Satz tiber die Approxi-
mation durch Treppenfunktionen in der Konvergenztheorie der nach (3.1) fort-
schreitenden Entwicklungen spielt.
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