Uber den EinfluB der Lebesgueschen Funktionen
auf die Konvergenz der Orthogonalreihen

Von KAROLY TANDORI (Szeged)

1. Es sei {4,}7 eine monoton nichtabnehmende Folge mit A,=1. Fiir ein im
Intervall (0, 1) orthonormiertes System {¢,(x)}5 bilden wir die Lebesgueschen Funk-

tionen
1

L.(e; ) = [

0

d (m=1,2..).

kg: Pi(x) @i (1)
Wir betrachten diejenigen orthonormierten Systeme {¢,(x)}, fir die

1 .
(1) sup [ L———-——"‘“’;{%}-u’f) dx = 1
0 v{x)

besteht, wobei das Supremum fiir alle meBbaren Funktionen v(x) mit ndtiirlichen
Werten gebildet ist.

Weiterhin bezeichnet M (4) die Klasse derjenigen reellen Zahlenfolgen {a,}7", fiir
die die Orthogonalreihe

) 2 a,0,(x)

bei jedem orthonormierten System {¢,(x)} mit der Eigenschaft (1) in (0, 1) fast
liberall konvergiert. (Die Menge der Divergenzpunkte von (2) hiingt von dem System

{@.(x)} ab.)

Es sei {a,}7 eine Zahlenfolge, und m, M (m= M) natiirliche Zahlen, dann be-
zeichnet {a,} die Folge (0, ..., 0, a,, ..., @y, 0, ...). Wir setzen

m—1
1
I({any; ) = sup [ ( max |a;¢(x)+ - +a;¢,()])dx,
§ lsisjs

wobei das Supremum fiir alle orthonormierten Systeme {¢,(x)} mit der Eigenschaft
(1) gebildet wird. Weiterhin sei

I{a.}; Al = lim I({a,}Y ; A).
N—-o=
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(Der Limes auf der rechten Seite existiert, und ist endlich, oder unendlich, weil
I{a,}1; ) = I({a, 154 (N=1,2,..)

offensichtlich besteht.)
In der Arbeit [2] haben wir die folgende Behauptung erwihnt (Hilfssatz XII).

A. Es sei 2,/ = (n—+<). {a,} € M(2) gilt dann und nur dann, wenn
(3) lim (lim I({a,}y; 4)) = 0.
M=o

-+ oo

Weiterhin ist in der Note [3] der folgende Satz ausgesprochen.

B. Es sei 4,/ = (n—<), {a,} € M(2) gilt dann und nur dann, wenn
4 I{aa}; Al < <.

Der Beweis der Hinlinglichkeit von (3) ist leicht. Ist ndmlich (3) erfiillt, dann
konnen wir eine Indexfolge (0=)ng<---<mn<--- derart angeben, daBl

) 3 1@ ) < .

Es sei nun {¢,(x)} ein beliebiges orthonormiertes System mit (1). Aus (5), auf Grund
der Definition von 7 folgt

art g
© xg:) f (,, g |@:0i(x) + -+ +a;9;(x)[) dx < <=,
und so ist )

) ()= max |g@)+ 40, -0  (k-)

m=<isj=ng,,

fast iiberall in (0, 1). Aus (6) ergibt sich weiterhin

a7
®) S [ lsnes,(0) =5, (0] dx < ==,
k=0

wobei s,,(x) die m-te Partialsumme der Reihe (2) bezeichnet. Aus (8) erhalten wir, daB

lim s, (x)

k-+==
fast tiberall existiert. Es sei nun ny<m-<=n,,,. Dann ist nach (7)
5 (X) =850 (%) = 8 (X)~0  (m—<2)

fast tiberall in (0, 1), womit nach obigen {a,} € M (1) bewiesen ist.
Die Notwendigkeit von (3) ergibt sich leicht durch Anwendung der folgenden
Behauptung ([2], Hilfssatz XI).

C. Es sei 4, /" == (n —~ =), Ist fiir die Indexfolge (0=)ng< -+ <my<--- I({a,}pe+1: 2)=
=0=>0 (k=0,1, ...), dann gibt es ein in (0, 1) orthonormiertes System von Treppen-
funktionen ¢,(x) (n=1, 2, ...) mit (1) derart, daf die Reihe (2) in (0, 1) fast iiberall
divergiert.
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Ist (3) nicht erfiillt, dann gibt es auf Grund der Definition von 7 eine positive

Zahl p, fir die
lim I({a,}n:2) = ¢ (m=1,2..)
M-+

besteht. In diesem Falle kann man aber eine Indexfolge (0=)n,<---<n,<--- mit
I({a,}nesY: A)=e (k=0, 1, ...) angeben. Durch Anwendung der Behauptung C folgt
{a,} § M(3).

Man kann einsehen, daB die Behauptungen 4 und B gleichwertig sind. Aus
(3) folgt ndmlich (4) offensichtlich. Es ist nur die Implikation (4)=(3) zu beweisen.
Diese folgt aber aus der folgenden Behauptung ([3], Hilfssatz III).

D. Es sei A,/ (n—+<). Ist fiir eine Indexfolge (0=)ny<=---<=ng<---
I({a, sy : A)=0=0(k=0, 1, ...), dann gibt es ein in (0, 1) orthonormiertes System
von Treppenfunktionen ¢,(x) (n=1,2,...) mit (1) derart, daff

J
) Jim | 2 a,,@,.(x)iI =

fast iiberall in (0, 1) besteht.

Ist also (3) nicht erfillt, erhalten wir auf Grund der Behauptung D ein in (0, 1)
orthonormiertes System {¢,(x)} mit (1) derart, daB (9) fast iiberall in (0, 1) besteht,
woraus |{a,}: 2| == folgt. Damit haben wir (4)=(3) gezeigt.

Die urspriinglichen Beweise der Behauptungen C und D sind falsch. In dieser
Note mochten wir fiir diese Behauptungen richtige Beweise angeben. Wir werden
eine in [4] oder [5] angewandte Methode brauchen. Da offensichtlich aus der Be-
hauptung D die Behauptung C folgt, ist nur D zu zeigen.

2. Zum Beweis der Behauptung D soll ein bekannter Hilfssatz vorausgeschickt
werden.

Hilfssatz ( [2], Hilfssatz X.). Es sei I({a,));)=16y2. Dann gibt es ein
in (0, 1) orthonormiertes System von Treppenfunktionen\y,(x) (n=1, ..., N) derart, daf

1
2
supsf ;-"_(; Lvl.\')({wn}; x) dx = 1

gilt, wobei das Supremum fiir alle messbaren Funktionen v(x) mit ganzzahligen Wer-
ten zwischen 1 und N gebildet ist, und

max |a;@;(x)+ - +a;y;(x) = 1

1=i=j=N

in einer einfachen Menge E(Z(0, 1)) mit m(E)=1/4 besteht.

(Eine Menge nennen wir einfach, wenn sie als die Vereinigung endlichvieler
Intervalle entsteht.)
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3. Beweis der Behauptung D. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kon-
nen wir :

(10) I{a}sy 5 2) = 16)2 (k=0,1,...)

annehmen.
Es seien I;, J; (i=2, 3, ...) solche Intervalle, fiir die die folgenden Bedingungen:

erfiillt werden:

mes(!;):% =240, 0m0,....,20=1: g=1,2, ...),

INL=0  @sij<2*; i%)),

INJ, =@, mes(J)= (@(=23,..);

W
INL =3 (%))
Weiterhin sei

o = l/?.s/_lf"'T =240 o=0..,2~]; =12, ...}

wobei wir die Konstante a(=0) spiter bestimmen werden.

Durch vollstindiger Induktion definieren wir eine Indexfolge (0=)k(1)<:<
<k(i)=---,ein in (0, 1) orthonormiertes System von Treppenfunktionen ¢,(x) (n=1..
2,...) und eine Folge von einfachen Mengen F,(S 1) (i=2, 3, ...) mit folgenden.
Eigenschaften:

es gelten

(1) Lyo(ei)=1 (©@=x=1),
e 1
(12) supaf T L, o({p.); x)dx = 4’

wobei das Supremum fiir alle messbaren Funktionen v(x) mit ganzzahligen Wertens
zwischen 1 und n, (5, gebildet wird;
fir i=2, 3, ... sind

(13) Pa(x) =0 (x¢L,UJ; My =<N=Mgn41)s
(14) @a(x) =0 (xXEJis M1 <N=Mean)s

1 i P (14 1) |
(15) [| 2 e@emd=1 O=x=s1),

0 “I=l'ku,‘|+1

) i—1
(16) }L,,:i”“[l—}-'zz M)+ = # (=i<2t?; 5=1,2,..))
J-
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mit
: 1| () +1
M(j) = sup 2 e(x) () dt,
O=x=1¢q |mgep+
vix)
an supf “{f RRAOTAQ) dr]dxa
\ X N‘lk‘|‘+
5 Vs 1 g e L ;
= tamnany  (=¥teie=0..2-,
1 '! v(x)
(18) sup f = qo,(x)fp.,(z) dt|dx =
¢ Ay (x) im=m .+ 1
= ke . 2 (i 20 a5 e O L, ¥ 1),

l'zh-Wzs Qi+a
wobei das Supremum fiir alle messbaren Funktionen v(x) mit ganzzahligen Werten
zwischen ny ;,+1 und n 4 1), gebildet wird;
fir jedes i (i=2,3,...) gelten
1
4.2

(19) mes (F) =

(20)
max @, 0p(X)+ -+ +a,0,(%) =% (x€F; i=2°40; 6=0,...,2°—1).

My =<P=Q=M 4y

(i=24+06;0=0,..,22-1),

Weiterhin die Mengen
25711
G.= U F s=1,2,...)
j=2%
sind stochastisch unabhingig.
Es sei k(2) die kleinste positive ganze Zahl mit "'m: 1=1/4. Wir setzen

27,(4x) (0=x=1/4),
sonst

tp,.()—{

(n=1, ..., ny(3)), wobei yx,(x) die n-te Haarsche Funktion bezeichnet. Es ist bekannt
(s. z. B. G. ALexits [1], S. 46—50), daB

1| » ,
21) ..21 Z..(x)x.;(f)'r dr =1 N=1,2,..)

gilt. Daraus, durch einfache Rechnung erhalten wir (11) und (12).

Es sei iy(=1) eine ganze Zahl. Wir nehmen an, daB die Indizes k(i)
(i = 2, ..., ip+1), die Treppenfunktionen @,(x) (n=1, ..., ny, + 1)) und die einfachen
Mengen F; (i=2,...,i,) schon definiert sind derart, daB diese Funktionen ein in
(0, 1) orthonormiertes System bilden, weiterhin (16) fiir i = 2, ..., iy +1, (13), (14),
(15), (17), (18), (19) und (20) fiir i=2, ..., i, bestehen.
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Da diese Funktionen Treppenfunktionen und diese Mengen einfach sind, kén-
nen wir das Intervall Z; , ;, bzw. das Intervall J; ., in paarweise disjunkte Intervalle
I, (r=1,...,0), bzw. J, (s=1, ..., 0) derart zerlegen, daB jede Funktion ¢,(x)
(n=1, ..., m(,+1y) injeden Intervalle L, J, (r=1, ..., 0; s=1, ..., 0) konstant ist,

und jede Menge Fi(figy (i= , fp) mit Fiﬂli 11 Z O d1e Vereinigung ge-
wisser I, ist. Die zwei Hilfte von I,, bzw. von J, bezeichnen wir mit I, I, bzw.
mit J/, J’

Ist f(x) eine in (0, 1) definierte Funktion, H eine Menge und /=(a, b) ein end-

liches Intervall, dann sei
f["—‘“] (a<x=<b)
fI; %) = e I g 3

0 sonst,

und H(I) bezeichne die Menge die aus H mit der Transformation y = (b—a)x+a
entsteht.

Wir wenden den Hilfssatz fiir die Folge {a,,}:“:%“:_’;_‘l an. (Wegen (10) kdnnen
k(ig+1

wir den Hilfssatz beniitzen.) Die entsprechenden Funktionen, bzw. die entsprechende
Menge bezeichnen wir mit Y, (x) (n = my 4 1)+ 1, ooy Mg+ 1)+ 1), DzW. mit E, Es sei
+1 = 2+0 (1=0<2%). Wir setzen

[2s ( e o
Pa(x) = V s PARELEPANUE x)] +

1- 1223 mes (. ) s
* [Z Valdi s %)= Zdnls'; x)]

mes (J, 4 1)

(n = Mo+t 1s """k(i.,+l)+l)=
und

Fior1 = [ U E(f:)]U[ U E@) ]

r=1

Diese Funktionen sind Treppenfunktionen, und Fj ., ist einfach. Durch ein-
fache Rechnung erhalten wir, daB die Funktionen ¢@,(x) (n=1, .... My +1)+1) €N
in (0, 1) orthonormiertes System bilden.

Es sei k (i, +2) die kleinste natiirliche Zahl mit k (i, +2) = k(ip+1)+1, fiir die
(16) fiir i = iy+2 besteht. Da die Funktionen ¢,(x) (n=1, ..., n,(;,+1)+1) Treppen-
funktionen sind, konnen wir das Intervall J; ., auf paarwe:se disjunkte Intervalle
J. (r=1, ..., §) derart zerlegen, daB jede Funktion @a(x) (n=1, . es Mi(io+1)+1) N
Jedem Intervall J (r=1, ..., ) konstant ist; die zwei Hilfte von ] bezeichnen wir
mit J; bzw. J (r=1, ..., g) Es sei dann

> 050 2 0d:s x)]

falgh= V—esu;w)

(7 = M igsys1+ 15 ooos Megigs2)-
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Diese sind auch Treppenfunktionen, und durch einfache Rechnung ergibt sich, daB3
die Funktionen ¢,(x) (n=1, ..., 1, +2)) in (0, 1) ein orthonormiertes System bilden.
Aus der Definition der Funktionen ¢, (x) (n = m 4+ 1)+ 1, ..., Mg+ 2)) folgt (13)

und (14) fiir i = ig+1. Aus (21) ergibt sich durch einfache Rechnung, daB (15) fiir
i=iy,+1 gilt, und
1

S a@eOldt=1 x4y

n=ng g4+ 1) 41T 1

(22)

0

Mk (o + 1)+ 1 <M =Ny, 4 2))

besteht. Weiterhin auf Grund des Hilfssatzes, aus der Definition von F;_ ., und der
Funktionen cp,,(x) (7 = ngy+1+ 1, ooy M+ 1)+1) erhalten wir leicht, daB auch (19)
und (20) fir 7 = iy +1 gelten.

Es sei téf,o” und my s )<m= Milig+1)+1- Dann ist x€I;, oder x€l; mit
einem r order 7 (1=r, F=): bezeichnen wir mit I dieses I;, bzw. dieses I. Dann
erhalten wir

(23) [l 2 @
0

n=nygiy51)+1

25 &
- &3/

dt =

3 v D) di+

=14y Im=ngugant+1

of

|
b Yl %) Vall; f)’r dt] : 2

n= "kuo—n]
I/ - 1 2 mcs(}' )
s T L giba Y [ ; |
. W X)W (T )| de +
L 123 mes (J;,+1) =1 J‘f n= n;,“n”)-i-lw (I )yl )I

a'r] -

_;f Vo (I ), (1) dt +

n=m(ig 41yt 1 |

T f' f’ UL X)W, (J)5 1)

JU IM=Pgig 4 n+l

- %3‘ 1=201‘ (mes (I}) + mes (ID){,[

2s
% L= 123 mes (f;,51)
+ - - X (mes(Jy) + mes(J;’ 3 x)l,b,.(t) dt=

123 mes(Jl‘°+l) I=1 0 }.—”k[10+1)+
2s I

25 2y 1z mesios1)

= 123 mes (I;°+1)+ 123 o —

= o el (L B
1|

x [
0

Zm' Yo (I; X)W, (1)) dt.

m=nyig 4 1y+1
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Ist aber x €I, +; und my (4 1)+ 1 <M=M(;,+2), dann bekommen wir nach (14)

1 m Pl(ig+ 1) +1
(24) 2 @a(X)ea() ‘ dt = 2 (X)) eu(r)dt =
0 m=hgantl I"—'kuou: 1

25
=|-2 mesq )+]/25 I_Wmesgw)mesu )| X
123 L5 4 123 mes (Ji, 4 1) and

1 Pi(ig+1)+1

X[ 2 00

0 In=mugentl

dt,

wobei I mit einem I; (1=r= ), bzw. mit einem I} (1=F= ) gleich ist. Aus(23),(24)
und aus dem H:lfssatz auf Grund der Definition von I;y+y und J; ., erhalten wir
(17) im Falle i = iy +1.

Es sei nun xEJ;oH und 72, i+ 1) <M=y, F)+1- Dann ist x£J, mit einem
1=s=g0, oder xcJ. mit cinem 1=5§=0; bezeichnen wir mit J dieses J., bzw. dieses
J., Dann erhalten wir nach obiger Methode

-k a5}
1 - e io+1
@l 3 swene ) 2T mes (7, 1) +

3
8 In=mcigeiy+1 12 mes (Ji, +1)

2’ Y (J; X),(2) dt.

B=0gin - ntl

+[| 1%’-" mes(f,u+,)]f

Ist aber x€J; .y und ny o4 1)+ 1 <M=n, +2). dann ergibt sich nach (22) und (25)

B

26) [l 2 e®e.n)|di =

0 "="k(iu+1]+1

Priig+1)+1

5’. | 2 ea(x)e,(t)

n= "\'“o nt+l1

dr+ [ 3 qo,(xm(r)fdré

A=mMigery et

2s
25 1—'1—2'3 mes (7, 1)

2s
R A (B “’““‘"“’]]

=

<
0

Mi(ig+1)+1

2 X))

A=ggige 1

dr+1,

wobei J mit einem J; (1=s=0), bzw. mit einem J (1=5=0) gleich ist. Aus (25),
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(26) und aus dem Hilfssatz, auf Grund der Definition von ;. , und J; . , erhalten wir
(18) im Falle i = iy +1. Weiterhin aus (13) ergibt sich |

1]

@7 [l 3 e®e.0)dt=0

1 |I="|:u.,+|)+l
XL+ 1 UTige1s M= Megoey+ 1, ooy Miyg42)-

Wir haben also die Indizes (0=)k(1)<---<k(iy+ 1), das in (0, 1) orthonormierte
System von Treppenfunktionen {¢,(x)} (n=1, ..., n, (io+2)) und die einfachen Mengen
F; (i = 2, ...,ip+1) derart bestimmt, daB (16) fiir i = 2, ..., io+2, weiterhin (13),
(14), (15), (17), (18), (19) und (20) fiir i = 1, ..., ix+1 gelten 'Die Indexfolge {k(i)},
das System {cp,,(x)} und die Mengenfolge {F} mit den erwdhnten Eigenschaften
bekommen wir dann durch Induktion.

Wir zeigen erstens, da das System {¢, (x)} die Eigenschaft (1) besitzt. Es sei
v(x) eine beliebige messbare Funktion mit positiven ganzzahligen Werten. Es sei

2 € (0, 1)) die Menge der Punkte x, fiir die v(x)= ;) gilt, weiterhin sei Ey(£(0,1)
dlc Menge der Punkte x, fiir die n,,“)-cv(x)ﬁnk(,,.n (i=2, 3, ...) besteht. Diese
Mengen sind paarweise disjunkt. Ist x€ E; (2°=i<2**!; s=1, 2, ...), dann bekom-
men wir auf Grund von (11), (15) und (16)

1 1
(28) )-‘.(,) II'(X) ({?H} x) )nk“’ P [ i (1) ([(PB} ; x) +
i=1f 1| Mepar "nmu
¥ 2 2 ﬂo.(x)tp,(r)} dr + f Pa(X) @y (1) dr]] +
=2 \g |w=myy+1 o "kuu;"l =
1 1l v ;
e ! 2 0a@en(0)|dt =
v(x) N=Ryyt+
1 i=1 _ o o
=7 I+ 3 (M(D+1]+7 2 Pa(X)@,(0) dt =
e (i) + 1 j=2 v(x) § In=mggy+1
1 1 ;'@

> 0.90,(0) dr.

= +
4.2% lv(x) 0 m=ng+1
Aus (12), (17), (18), (27) und (28) erhalten wir durch einfacher Rechnung
1
1
[+— 7Ly ({@a); X)dx = Z l Ly ({@a}: x)dx =
0 vix) v(x)

25+1-1

=Ef A,l( '(x)({(p"} x)dx+ Z[ E %va(x)({%};x)dx]

IIA

1
= [+ Loded x)ds+
E, "rix)

17 D
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AR

oo 2““ 1

.t-l i=z- f[4 22 T(;o Z Pa(X)@,(27)

l-ﬂk(()"'
L3
73w o)+

+§2H21’_1 [1 [ S 000
Iy

s=1\ i=2% )'v(x]o n=ny+1

oo 2s+1.q
2

s=1 \ j=28

ar:] dx]

oo 25411
+ 3 f _H 2 tp.(x)%(t)]dt =
s=1 j=2° g V(I} 0 = ﬂk(n
A 2 s Vs
T rats Zz [12’22’ y’z_-+ﬂ+'1232=]+
- 20411 Vs 3
+s§ i=3s [V21+n+112325 - ) 2i+¢] == l’

wenn a gentigend grofB ist. Also besitzt das System die Eigenschaft (1).
Auf Grund der Konstruktionsmethode der Mengen F; konnen wir einsehen,
daB die Mengen G, (s=1, 2, ...) stochastisch unabhidngig sind. Weiterhin aus (19),

F,S1I; und P}OF_,- = @ (i#j, 2°=1i,j<2*1) folgt
mes (G :
o) = T ¥

Nach dem zweiten Borel—Cantellischen Lemmas erhalten wir

(29) mes (E =1

Ist x€ lim G,, dann folgt aus (20), daB (9) gilt. Nach (29) gilt aber (9) fast iiberall.
Damit haben wir die Behauptung D bewiesen.
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