Uber die Losbarkeit diophantischer Gleichungen
von additivem Typ I.

Von BELA KOVACS (Debrecen)

Einleitung

Eine der stirksten Methoden der Untersuchung der Losbarkeit von diophanti-
schen Gleichungen im Korper R der rationalen Zahlen ist die Methode von Hardy—
Littlewood—Vinogradov, auch Methode der trigonometrischen Summen genannt.
Um diese Methode verwenden zu konnen, mull man die lokale Losbarkeit der
untersuchten Gleichung oder Gleichungstypus nachweisen, d.h. die Losbarkeit in
jedem p-adischen Korper R, und im reellen Korper R...

In bezug auf die lokale Losbarkeit von Gleichungen hat Artin vermutet, dal3
beim Erfiilltsein von n=k? fiir die Gradzahl k und die Anzahl n der Variablen einer
Gleichung, diese Gleichung in jedem p-adischen Korper R, losbar ist. DaB diese
Vermutung nicht richtig ist haben G. TERJANIAN in [2] und J. BROWKIN in [1] von-
einander unabhingig gezeigt, aber S. KoCHEN und J. AX haben nachgeweisen, daB3
die Anzahl derjenigen p-adischen Korper R,, fiir die bei einem beliebigen, fest
gewilhlten Exponenten k die Vermutung von Artin nicht richtig ist, endlich ist [3].

In [4] haben H. DAVENPORT und D. J. LEwis gezeigt, daBB im Falle von homogenen
additiven Gleichungen die Vermutung von Artin richtig ist; sie haben sogar unter
Benutzung der Methode der trigonometrischen Summen die Losbarkeit in R, nach-
gewiesen.

Das Ziel des Verfassers dieser Arbeit ist im wesentlichen eine Verallgemeinerung
des erwihnten Ergebnisses von Davenport und Lewis auf nicht unbedingt homogen
additive Gleichungen

alx’il + e +a"x§n = 0

WO a,, ..., a, rationale und k,, ..., k, natiirliche Zahlen sind. In dieser Arbeit er-
folgt eine Untersuchung der Losbarkeit in R, nur fiir Primzahlen p=3. In einer
kommenden Arbeit werden die Losbarkeit in R, und mit der Methode der trigono-
metrischen Summen die Losbarkeit in R untersucht.

10§
Seien s=1 eine natiirliche Zahl und 1,, ..., 7, eine beliebige, aber fest gewihlte
Folge von verschiedenen natiirlichen Zahlen. Sei n=ys eine beliebige natiirliche Zahl.

Wir bilden alle n elementigen Variationen (k,, ..., k,) der Zahlen ¢,, ..., t,, bezeich-
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nen die Menge dieser Variationen mit ¥V(n; ¢,, ..., f,), und suchen eine Antwort auf
das folgenden Problem:

Fiir welche ny(t,, ..., t,) gilt im Falle von n=n, daB fiir beliebige (k,, ..., k,) €
€V(n;ty, ..., t,) die Gleichung

(1) ay X+ +a,0 =0
fiir beliebige rationale Zahlen ay, ..., a, (¢;#0; i=1, ..., n) in jedem R, eine nicht-
triviale Losung hat. (Die Losung x, =x,=---=x,=0 nennen wir die triviale Losung.

Im folgenden verstehen wir unter Losbarkeit die Existenz einer nichttrivialen Losung.)
Offenbar ist es ausreichend, das Problem fiir rationale ganze Koeffizienten a4, ..., a,
zu untersuchen.

Im Falle von s=1 ist die Menge V(n: t,) elementig und das Problem ist identisch
mit dem von Davenport und Lewis beantworteten Problem, und so mufl man eine
Schranke ny(ty, ..., #,) als eine solche Funktion der Zahlen #,, ..., 7, suchen, die
im Falle s=1 das von Davenport und Lewis gefundene Ergebnis n,=k? liefert.

Auf Grund der Natur des Problems erscheinen mehrere Funktionen der Zahlen
ty, ..., t; zur Abschidtzung oder zur genauen Angabe des Wertes der Schranke
no(ty, ..., t;) geeignet. Eine solche eine Funktion der Zahlen (r,...,1,) ist
L=[ty,...,t]Jwo[ ] das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen ¢, ..., f,
bedeutet. Bei dieser Funktion wiirde man eine Verallgemeinerung des Ergebnisses
von Davenport und Lewis bekommen, wenn man n,(t,, ..., ;) = L? nachweisen
konnte. Dies kann man zwar sehr einfach unter Verwendung des fiir homogen addi-
tive Gleichungen bekannten Ergebnisses gewinnen, aber es ist leicht einzusehen, daB
die Abschitzung im allgemeinen schwach ist. Trivial ist auch ny(¢, ..., %) =
= t{+---+1} aber dies ist ebenfalls eine schwache Abschidtzung von ng(t,, ..., ty).

Fiir spezielle Reihen ¢, ..., f, kann man leicht nachweisen, daB

no(’ls tesy r,} = (!1, esry fs)z — dz

gilt, wo ( ) den groBten gemeinsamen Teiler bedeutet. Ferner kdnnten wir
aus der Tatsache, daB die Teilbarkeitseigenschaften der Zahlen 17,, ..., #, eine be-
deutende Rolle spielen die SchluBfolgerung ziehen, daB man mit Hilfe von (¢, ..., #,)
eine gute Abschitzung fiir ny(¢,, ..., #,) geben kann. Dies ist jedoch nicht wahr, es
gilt sogar das folgende:

Sei d=1 eine natiirliche Zahl. Zu einer beliebig groBen Schranke K existieren
solche natiirliche Zahlen (7, ..., t,), fir welche zwar (¢, ..., t,)=d aber

Rollys iss 2 )>K
gilt.
Dies kann man mit zwei einfachen Gegenbeispielen beweisen. Im Falle d>1 ist
fiir die Gleichung
X{+pxE - +x37) =0

leicht beweisbar, daB sie in R, nur die triviale Losung besitzt, wobei die Primzahl
p die Gestalt p = kd+1 > K hat. Im Falle d=1 kann man fiir die Gleichung

3 e i p——l 3(:;_2—1_)_ o
xi+p|xt Cinas W —i——xp_ﬂ =
2 2

leicht nachweisen, daB sie in R, nur die triviale Losung hat, wobei die Primzahl p
die Gestalt p = 12k—1 = K hat.
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Eine neue Moglichkeit zur Abschatzung von ny(t,, ..., #,) wird in folgenden
Satz formuliert und ist das Hauptergebnis dieser Arbeit. Dabei stellt sich heraus,
daB diese Abschidtzung ohne weitere Einschrinkungen nicht mehr verschirft wer-
den kann.

Satz. Sei (ky,...,k,)EV(n;ty, ..., 1), p=3 eine beliebige Primzahl, ferner
n= {max 1} = k?
1=i=s

Dann ist die Gleichung
axi'+ a5 =0

fiir beliebige ganze Zahlen a,, ..., a, (a;#0; i=1, ..., n) losbar; n=k?* ist dann und
nur dann notwendig, wenn k, =k, ==k, =p—1.

Am Ende der Arbeit wird mit einem Gegenbeispiel nachgewiesen, daB8 das
Ergebnis auch dann nicht um mehr als ein Konstantenvielfaches verbessert werden
kann, wenn wir von dem Fall k,=k,=..-=k,=p—1 absehen.

2.§

Zum Beweis des Satzes bendtigen wir einige Lemma. Ich werde die folgenden
drei, aus der Literatur bekannten Lemma benutzen. Wegen des Typs des zu unter-
suchenden Problems una der Beweismethode ist eine Kenntnis bzw. Abschitzung
der Zahl der n-ten Potenzrestklassen mod p” notwendig. Hierauf bezieht sich das
folgende Lemma ([6]. Satz 13).

Lemma 1. Sei p=3 eine Primzahl, n = p*-d und pid ferner 0<I= A+1. Die
Zahl der verschiedenen n-ten Potenzrestklassen mod p' die nicht durch p Teilbar sind,
betragt :

(p—1D-(-p~*p—11

Ist fiir das Polynom f(x)=/(x,, ..., x,) mit ganzzahligen Koeffizienten fiir eine

nur von dem Polynom abhéngende natiirliche Zahl y die Kongruent
J(x) =0 modp’

auf nichttriviale Weise 16sbar, so ist sie im Sinne von Hensel’s Lemma ([8], S. 62.)
auch fiir alle Exponenten k=7 losbar. Ich werde von dieser Behauptung den folgen-
den Fall benutzen ([7]. Lemma 9.);

Lemma 2. Sei n = p*-d wo pid
{ar+1 wenn p=2 Primzahl ist,
Y=

2+2 wenn p=2 ist.
Wenn die Kongruenz
y"=a modp’ (p,a)=1

losbar ist, dann ist fiir jede natiirliche Zahl k =7y auch die Kongruenz

x"=a modp*
losbar.
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Eine wesentliche Rolle wird das folgende, leicht zu beweisende Lemma spie-
len [5]:

Lemma 3. Sei h=1 eine feste positive ganze Zahl, H die additive Restklassen-
gruppe modulo h und H' die Menge derjenigen Restklassen von H, die zu h relativ
prim sind. Bezeichne S, eine nichtleere Teilmenge der verschiedenen Elemente von H,
und Sy, ..., Sy, ... eine nichtleere Teilmenge der verschiedenen Elemente von H’.
N(S,, ..., S,) bezeichne die Menge derjenigen verschiedenen Elemente von H, die
als Summe von Elementen von S,, S,, ..., S, darstellbar sind derart, daff aus jeder
der Mengen S,, ..., S; hochstens ein Element als Summand auftritt. Wenn wir die
Anzahl der Elemente einer Menge T mit U[T] bezeichnen, so gilt

UIN(So» .., S)] = min {h, U[Se] + -~ + US]}

Im folgenden beweisen wir die beim Beweis des Satzes bendtigten Lemma.
Von diesen ist das erste sehr einfach zu beweisende Lemma gleichzeitig ein Beispiel
dafiir, wann

a4 gy s B)* = oy, o0 1)
erfullt ist.

Lemma 4. Ist (ky,...,k))EV(n:t,. ..., 1) so beschaffen, dap fiir irgendein na-
tiirliches Zahlenpaar 1=i#j=n
: (ki ky) = 1
gilt, dann ist die Gleichung
a X'+ +a,xm =0

fiir beliebige von Null verschiedene ganze Zahlen a,, ..., a, in R auf nichttriviale
Weise losbar.

BeweEls. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dal
(ky,k;)=1 und k, = 2g+1 gelten. Offenbar reicht es zu zeigen, daB die Glei-

chung
a; Xi' +a, x5 = 0

in R fir alle ganzen Zahlen a, #0, a,#0 eine nichttriviale Losung besitzt.
Wegen (k,, k;)=1 hat die Gleichung

1+k1u — kzv

eine nichtnegative ganzzahlige Lésung », v und die lineare diophantische Glei-
chung
1 +k22 = kl w

eine Losung z, w derart, daB w = 2 /41 gilt.
Falls sign a; =sign a,, so konnen wir voraussetzen, daB a, und a, positiv sind
und dann befriedigen
xy = (a))*-(—a)”

x? = (a,)" - (ay)*

offenbar die Gleichung
ﬂlx’il ‘f'ﬂ'z X? =

wegen der Wahl von w, v, z, w und wegen k, = 2q+1.
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Ist dagegen sign a, #sign a,, so konnen wir voraussetzen, daB @, =0 und a, <0,
und diesem Fall ist
x} = (@) (—ay)”

xg = (ay)"+(—ay)*

eine Losung der Gleichung
a,xi'+a, x5 =0
Womit der Beweis beendet ist.
Hieraus folgt schon die Losbarkeit in jedem R,.

Als sehr niitzlich erweist sich das folgende Lemma;

Lemma 5. Sei p eine beliebige Primzahl, (ky,...,k,)eV(n;t,,...,1) sowie
a,, ..., a, beliebige von Null verschiedene ganze Zahlen und bezeichne

k = max
Dann ist die Losung der Gleichung 1=i=s
W a x4 ta,xkn =0
in R, dquivalent mit der Losung einer Gleichung
2 Fo+pE 4 +p--1F_, =0

in R,, wo F, (i = 0, ..., k—1) eine Form vom Typ (1) ist, derart, dap kein koeffizient
durch p teilbar ist; ferner kommt ein Variable x,, (m=1,...,n) in einem und nur
einem F; mit dem gleichen Exponenten vor, wie in (1) und F; hat keine in (1) nicht
auftretende Variable.
Bewels. Offenbar kann man
a{ o pli'i-k"‘.b‘
so schreiben, daB v;=0, 0=«; <k;, p{b; fir jede ganze Zahl 1=i=n. Sei nun
N—kivi

N=[ky,....,k,] und x;=p *& -xj,

Offensichtlich ist =i auf Grund der Definition von N eine ganze Zahl. Fiihren

ki
wir diese Substitution durch, so erhilt (1) die folgende Gestalt

by p* - pN(x Dk + oo by p™ - pV(x7)* = 0.
F,= Zb(x)s, v=0,1,..,k-1
7
a;=v

Teilen wir die Gleichung durch p¥ und beriicksichtigen, daB fiir alle 1=i=n die
Beziehung 0=uo; <k, =k gilt, so erhilt (1) die folgende Gestalt

Fo+pFy+ - +p~'+F_, =0,

wobei die F,, F,, ..., F,_, die Bedingungen des Lemmas erfiillen.
Im weiteren bezeichnen wir in (2) die Anzahl der Variablen der F; mit v;.

Lemma 6. Wenn in (2)

Sei

170+I'| + .- +l’k_1 B kZ
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so existiert entweder

a) ein 0=i=k—1 derart, daf

oder
b) O0=i=k—2 derart,daf
U; = k wfd U; = Uisq = 2k
BEwWEIS. Nehmen wir an, daB weder a; noch b; erfiillt sind. Mit v; , v;,, ..., v;
bezeichnen wir diejenigen der vq, vy, ..., Uy, flir welche v;=k und j,, ..., j. = k—2.
Offenbar gilt j; —j;, > 1 im Sinne der Negation der Bedingung b; fiir alle 1=,

#iy=m, sowie v; +v;,.; = 2k—1 ebenfalls auf Grund der Negation von b; fiir
alle 1=i=m. Dann ist

Ut 01 F O+ o+ 0,40 = m2k—1).

Wir kénnen voraussetzen, daB j, <j,<---<j,. Falls j,, = k—2, so gilt fiir jedes der
hier nicht summierten v; wegen der Wahl der v;_ die Bedingung v; = k—1. Die Zahl
dieser v; ist (k—2-m) wegen j,, = k—2. Hieraus folgt, daB

k-1
S usk=-2m)k=1), i=j,, i#j,+1, v=1,2,...,m,
i=0

was zusammen mit dem vorangehenden bedeutet, daBl
k=1
Sv=k=-2mk—=1)+mQ2k—=1) = k*—k+m.
i=0

Dies wiederspricht der Bedingung

weil offenbar m <k ist.
Ist j,,< k—2, so haben wir wegen der Wahl der v; die Relation v;= k-1
falls i=j,, i = j,+1 fiir alle v=1,2,....,m und i # k—1 und so gilt
k—-2
2 n = (k_l)(k_ 1 _2!?1) (i#j\" l;é,;v_f' ls 1’=1,2, ...,M),
i=0

da die Anzahl der Indizes i (k—1—2m) betriagt. Auf Grund der Negation von
a; ist
3k

vk—l é T—‘]

und so gilt in diesem Fall

k=1

S o= m@k—1)+ (e~ 2m—1) (k— 1)+ %"‘- T

k g T X .
da offenbar m < 3 womit wir einen Wiederspruch zu der Voraussetzung des Lem-

mas erhalten. Damit ist die Behauptung bewiesen.



Uber die Losbarkeit diophantischer Gleichungen von additivem Typ 1. 265

Lemma 7. Seien p=>2 eine belieibge Primzahl, (ky, ..., k,) €V(n; ty, ..., t;) und

by,....b, durch p nicht teilbare von Null verschiedene ganze Zahlen. Wenn n = 3—,—

so ist die Gleichung =
by + v+ by = 0

in R, losbar, wobei k=max 1;. 1 =i=s.

Bewers. Sei y diejenige nicht negative ganze Zahl, fiir die p’|t; fiir irgenein
1=i=s aber p?* 1y, fir alle 1=i=s.

a. 1; Ist k=p’*1, so seien die Elemente der im Lemma 3 auftretenden S;
(i=1,2,...,n) die durch die b,x* mod p’*! angenommenen Werte iiber den Ele-
menten des mod p’* ' reduzierten Restsystems. Offenbar gilt fiir die Zahl U[S;] der
Elemente der S; U[S;]=1 und so giltim Sinne von Lemma 3 fiir die Zahl N der mod
p'*! angenommenen Werte des Ausdrucks

byxii+ - +b,xin

n
N = min{p"“, 2 U[S:]} =p't!
i=1
d.h. die Kongruenz
by x§i+ - +b,xkr =0 modp’*!

hat eine nichttriviale Losung. Man kann voraussetzen, daB in einer Losung x9, x9, ...
..., X2 die Beziehung x9=0 mod p gilt und dann ist

bixhi= —bx8?. —b,xk»=A4 modp’*!

und 420 mod p wegen b; 20 mod p und x{=0 mod p. Dann ist aber im Sinne
von Lemma 2 die kongruenz
byx*=A modp’

fir jede natiirliche Zahl v 16sbar, was bedeutet, dal die auch im R, 16sbar ist auf
Grund der Interpretation der untersuchten Gleichung.
a.2; Wenn k<p’*! und p’|k; fiir alle 1=i=n, dannist k; = d;-p" 1=d;=p—1
fiir alle 1=i=n. Sei
d = maxd,;
L3

Seien die Elemente der in Lemma 3 auftretenden S; (i=1, ..., n) die von den b, x*
mod p’*! angenommen Werte iiber dem reduzierten Restsystem mod p?*'. Im Sinne
von Lemma 1 gilt fiir die Anzahl U[S;] der Elemente der S;

UlS]=(p—-D,p-1)"" Il=i=n

Durch Anwendung vom Lemma 3 ergibt sich fiir die Anzahl N der durch den Aus-
druck
by ¥yt + -+ by

dargestellten Restklassen mod p7*!

N = min {p"*1, JU[S}]} = min {PTH, (P—I)Z'r;_l—)} = pr+i
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wegen der Bedingung p=2. Dies bedeutet, daB die Kongruenz
byx{t+ - +b,xk» =0 modp’*?
eine nichttriviale Losung besitzt, woraus auf dhnliche Weise wie bei a. 1: folgt,
daB die untersuchte Gleichung in R, auf nichttriviale Weise l6sbar ist.
a.3; Wenn k<=p?*!und wenn ein 1 =i=n derart existiert,daB p'{ k;, dann kann
man voraussetzen, daB i=1. Seien die Elemente der S; die durch die b,x* mod p’

angenommenen Werte (i=2, 3, ..., n) iber dem Restklassensystem mod p?. Im Sinne
von Lemma 3 gilt fiir die Anzahl N der durch den Ausdruck

by X5 +by XY+ -+ + byxy
mod p? dargestellten Restklassen
N= min{p", ?21‘__ l} = p¥
was bedeutet, daB die Kongruenz
by x5 +byx+ - +b,xkn = —b, mod p’
losbar ist. Hieraus folgt, daBB die Kongruenz
byxht+ by x5 + - +b,xk = 0 mod p

eine Losung hat, derart daB x, #0 mod p. Unter Beachtung daB p’fk, und p{b,
kann man dhnlich wie im a. 1; einsehen, daB hieraus die Losbarkeit der unter-
suchten Gleichung in R, folgt. a. 1;, a. 2; und a. 3; zusammen zeigen die Richtigkeit
der Behauptung.

Lemma 8. Sei p=2 eine beliebige Primzahl, (k,,....k,)EV(n;t,, ..., t;) und
by, ..., b, beliebige durch p nicht teilbare ganze Zahlen. Die Gleichung

by X}t + - +bu X + P Bms 1 Xyt + - + by x5") = 0

ist in R, losbar, falls m=k, n = 2k, plk; fir irgendein 1=i=n erfillt ist.
BEwEels. A; Falls m = %k, so ist die Behauptung im Sinne von Lemma 7

richtig und man kann voraussetzen, daB m <= %k gilt.

B; Wenn k=p"*', dann ergibt sich unter Anwendung von Teil a. 1; von Lemma
7 wegen der Bedingung m=k die Losbarkeit der Gleichung

by 4o+ bty = 0

in R, und damit ist die Behauptung auch in diesem Fall erfiillt.

C:; Wenn k<p”*! und wenn ein 1=i=m derart existiert, daB p”{k;, dann kann
man i=1 voraussetzen. Seien die Elemente des im Lemma 3 auftretenden S, die
durch den Ausdruck

P B 1 Xat + o+ + by X4n)

dargestellten Restklassen mod p’. Die Elemente der S; seien die {iber dem Restsystem
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mod p? durch die b;x* mod p” angenommenen Werte fiir alle 2=i=m. Unter An-
wendung von Lemma 3 ergibt sich fiir die Zahl N der durch den Ausdruck

by x5 +b3x5 + - + b Xy + P (b1 Xyt + - + 5o X
dargestellten Restklassen mod p?
N = min {p’, m} = p’

und hieraus folgt dhnlich dem SchluBl von a. 3; bei Lemma 7 die Behauptung. Wir
konnen dabei annehmen, daB p’|k; fiir alle |=i=m
D. 1; Wenn p?|k; fiir alle m+ 1 =i=n erfiillt ist, so gilt k; = p?-d;, |=d;=p—1
fiir alle 1=i=n. Die Elemente des in Lemma 3 auftretenden S, seien die durch den
Ausdruck
P B s 1 X550 + 2+ + by 57)

Elemente des Restsystems mod p’*! die Elemente der S; (i=2, ..., m) die iiber dem
reduzierten Restsystem mod p7*' durch die b;x{* mod p’*' angenommenen Werte.
Ahnlich wie bei dem Teil a. 2; beim Beweis von Lemma 7 kann man einsehen, daB

visa = i, 4=mo=D)
Sei U[S,] = (n;m)agp_—l_l Aus Lemma 3 ergibt sich unter Benutzung von Lemma 1

fiir die Anzahl N der durch den Ausdruck
by X5 +by X + -+ + b Xgr + P (b1 X + -+ +baXi?)

dargestellten Restklassen mod p7*!

N = min{pm, (m—l)(p—l)j(n—m)(p-n)} 4
= min{p‘ﬂ'l, (2dp* — 2“" 1) } = pr+!

sofern nur y=1 und p=3, was wir vorausgesetzt hatten. Hieraus folgt, daB die
Kongruenz

byx+ by X+ oo + by X+ P (B s 1 Xyt + - + b, X5) = —b;  mod p+!

16sbar ist, woraus sich die Behauptung, dhnlich wie beim Teil a. 3; des Beweises von
Lemma 7, ergibt.

Sei U[So]=p’. Die Elemente von S,, S,, S;, ..., S, seien dieselben, wie im
vorangehenden und die Elemente von S, seien die durch b, x%' mod p7*! iiber dem
Restsystem mod p?*! angenommenen Werte. Unter Benutzung von Lemma 1 ergibt
sich aus Lemma 3 daB fiir die Zahl N der durch den Ausdruck

by X5 +by X5 + s + by xi + P (b s 1 XumH +  + by X3")



