Orthogonale Projektionen von Hyperkreisen und
Hyperschraubenlinien I.

Von A. GYARMATHI (Debrecen)

Die Arbeit beschiftig sich mit der Darstellung von Raumkurven, die in solche
euklidische Raume hoherer Dimension eingebettet sind, deren samtliche skalare
Kriimmungen konstant sind. Dieses Thema ist unter anderem auch deshalb interes-
sant, weil diese Kurven keine triviale Verallgemeinerungen der Geraden, des Kreises
und der Schraubenlinie sind. Nach den Untersuchungen von O. Boruvka [1] und
M. Syptak [10] sind die erwiahnten Raumkurven in den euklidischen Raumen ge-
rader Dimension Hiperkreise (hk), in den Rdumen ungerader Dimension sind sie aber
Hyperschraubenlinien (hs).

Die Raumkurven konstanter Kriimmung — kurz ck-s — spielen eine zentrale
Rolle, sowohl im der Praxis als auch in der Differentialgeometrie. Ein sehr bedeuten-
der Teil der darstellenden Geometrie beschiftigt sich mit der Darstellung der Schrau-
benlinien (Schraubenflichen) von drei Dimensionen. Gerade deshalb ist die Dar-
stellung von ck-s auch in der darstellenden Geometrie héherer Dimension nicht zu
vernachldssigen.

M. Harant erdrterte die Differentialgeometrie dieser Kurven in seinen Arbeiten
[3], [4], [5] und bearbeitete die axonometrische Darstellung des Hyperkreises von
vier Dimensionen und der Schraubenlinie von fiinf Dimensionen [6]. Die vorliegende
Arbeit beschaftigt sich mit der orthogonalen Projektion der ck-s. Die orthogonalen
Projektionen spiegeln deren geometrische Eigenschaften wieder, so ist die Bearbeitung
der Theorie der orthogonalen Projektion der Kurven ebenfalls nétig. In zwei ortho-
gonalen Projektionssystemen nach Schoute (kurz Sch-Projektionssystem) [9] und
auch im Projektionssystem von Klima-Maurin [7], [8] (kurz K-M-Projektionssystem),
wird die Darstellung der ck-s behandelt. Nicht nur die Darstellung der Kurven
wird vorgenommen, sondern in allen Fillen wird auch das begleitende n-bein der
ck-s konstruiert. Die Arbeit wird in zwei Teilen erscheinen. Der vorliegende erste
Teil behandelt die Erkldrung der ck-s und die zur Darstellung der Kurven nétigen
Kenntnisse.

Hier beschiftigen wir uns auch mit dem Sch-Projektionssystem der Kurven.

Im zweiten Teil werden wir uns mit dem K-M-Projektionssystem der ck-s be-
schiftigen und es wird auch auf die Zusammenhénge zwischen den Sch- un K-M-
Projektionssystemen dieser Kurven hingewiesen.

18*%
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I. Der Hyperkreis und die Hyperschraubenlinie

1. Der Hyperkreis und einige Eigenschaften desselben

1. 1. Definition. Eine Kurve wird Hyperkreis 4k () genannt falls sie in den
Raum R,, (p=2) eingebettet ist und alle seine skalaren Kriimmungen von Null
verschiedene Konstanten sind.

Nach den Untersuchungen von M. SypTAK [10] ist die Parameterdarstellung der
kanonischen Kurve hk(u) beziiglich eines speziellen rechtwinkligen kartesieschen
Koordinatensystems die folgende:

(1.1) U=1x = r;cos u, *x = rsinlu

wobei r;, ;>0 konstant sind, /;#/; fiir i#j, und u€(—=e, =) den Parameter be-
deutet. Die Darstellung dieses Hyperkreises mit der Bogenlinge als Parameter ist
daher

(1. 1% -1y = pcos L;s, %x = r;sinL;s =kl

WO r;,
- g0 Tl
l/r B+r3 :'§+ +r312
konstant sind und s€(—-e-, «) die als Parameter dienende Bogenlinge bedecutet.
Hier wird erwihnt, daB in unserer Arbeit die derivierten Vektoren X', X", ...

., X"=1 der Kurve bendtigt werden. Die Koordinaten derselben werden in Bogen-
lingendarstellung und in beliebiger Parameterdarstellung wie folgt gegeben

(1.2) 2i-1xl — —pL;sin Lis, 2%-'%x = —r;l;sinlu
2xt = pL;cos L;s, 2y = rl.coslu

=1yl — mpLicos s, ¥R ==rlfcoslu

2yl — —pLEsinLis, 2% =—rl¢sinlu

wo (i=1,2,3, ..., p)

AuBerdem spielen bei der Untersuchung dieser Kurve die Normalen der Kurve eine
wichtige Rolle.

(1.2) Definition. Die normalen der Kurve werden auf Grund der Formeln
von Frenet folgenderweise erklart ([4] S. 22)

X = "0
'_I]O = A—I 'ﬁl
ﬁll = _kl ’_lo ‘._kz ri_‘_:
—1 = . - - '
Rp_p = _I‘n—2"n-3*‘;‘n-1”n—1

ﬁ:,_.; = _kn—lﬁﬂ
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wom(i=0,1,2,..,(n— 1)) die Normalen der Kurveund k; (i = 1, 2,3, ..., (n—l))
die skalaren Kriimmungen der Kurve sind. Im folgenden wird kurz zusammengefasst
wasflir Kenntnisse bei der Darstellung des Hyperkreises bendtigt werden. Es ergibt
sich aus den Frenet-Formeln, daBB die Normalen von geraden Index der Raumkurve
g, iy, ..., 0y als lineare Kombinationen der ungeraden Derivierten ', 3™, 3V, ...
ey X2=1D_die Normalen i1, iy, fis, ..., i5;—, von ungeraden Index aber als lineare
Kombinationen der geraden.

Derivierten X", X'V, ..., X" dargestellt werden konnen (fir i=1,2,3,...,p),
und zwar folgenderweise:.

i1, ist der Vektor X',
i1, ist dem Vektor X' parallel,
i1, liegt in einer von den Vektoren i1,

und ii; bestimmten Ebene, also in der Ebene der Vektoren X' und X''". Der Vektor
iiy liegt in der Ebene, der Vektoren X" und X', der i, in dem von den Vektoren
X!, XM XY bestimmten Raum, der ii5 wieder in dem von den Vektoren X", X'V, xV!

bestimmten Raum u.s.w.*)

(1. 3) Definition. Unter dem zu einem Punkt des Hyperkreises gehérenden
Normalraum bezichungsweise Tangentenraum versteht man den Raum, der von den
zum Punkt gehorenden Normalen von ungeraden Index, beziehungsweise von der
Tangente und von den Normalen mit geradem Index bestimmt wird.

Alle Punkte des Hyperkreises sind von einem Punkt, von dem Mittelpunkt des
Hyperkreises in gleicher Entfernung.**) Im Raum R,, gibt es mit dem Zentrum des
Hyperkreises inzidierende Ebenen, auf welche die senkrechte Projektion***) des
Hyperkreises je ein Kreis ist. Irgend zwei beliebige solche Ebenen sind aufeinander
senkrecht.

Die orthogonale Projektion des zum Punkt P des Hyperkreises gehirenden Tan-
gentenraumes bzw. Normalraumes fillt in der Achsenebene O(*'~'x, ?'x) in diejenige
Tangente bzw. in diejenige Normale, die zum Punkt ’P der Kreisprojektion des Hyper-
kreises gehdrt, wo 'P die Projektion von P ist.

Der Normalraum des Hyperkreises schneidet die Achsenebenen in je einer Ge-
raden.

*) Zum Beispiel X

ks o k s (act]e
L S | BBt I =2 2 1
S . ks

Im Raum R,

[~S 14 . 2714 1 f 2 F
ky = Vrili+ril3, k: ==V riLiLi-ki)-rili(Li-k3)

1

und
ky = = Y rLI(Li—ki—k3)+riL3(Li—ki—k3) ,
172
Lk I, A ;
Lys—————, L;=————sind.
Y +nriB Vrili+ril3

**) Nach M. SypTAk werden diese Feststellung und einige weitere Behauptungen im [10]
ohne Beweis mitgeteilt, aber diese sind mit Hilfe der Formeln (1.1) (1.17%) (1.2) einfach zu beweisen.
*#%) Die Erkldrung der senkrechten Projektion siche [9] S. 84.
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2. Die Hyperschraubenlinie und einige Eigenschaften derselben

(2. 1) Definition. Als Hyperschraubenlinie hs wird eine solche Hyperkurve
bezeichnet, die in den Raum R,,., (p=2) eingebettet ist und alle ihre skalaren
Kriimmungen nichtverschwindende Konstanten sind. Nach M. Syptak [10] ist die
Parameterdarstellung der Hyperschraublinie hs(uv) beziiglich eines geeigneten kartesi-
schen Koordinatensystems

(2.1) #-'x=rcoshu, *x=tinhy, ***'x = cu (i=1,2;3,....0)

ris I;, ¢>0 sind konstant /;=/; wenn i=j ist, und u (—ee<wu< +-oo) ist der Para-
meter.

Die Darstellung dieser Hyperschraubenlinie mit der Bogenldnge als Parameter
lautet

2.1%) ¥-1x=pcos s, *x=rsinL;s, ¥**tx=20Cy, i=12,..,p)
WO J.
L '

VB +r3B+.. + rals+c? '

c

T VAR+ABt - tRBt
hierbei ist s€(— ==, ==) die Bogenlinge als Parameter. Die Ableitungen von hs mit
der Bogenlinge als Parameter sind

2-1xl — __p L, sin L;s,
A = 1, L,cosL;s,
Zp+lyl — (-
H-1y0 — _p I2 cosLys,
@.2) 2l — _p, L? sin L;s,
2p+ixll — ()
A=1yll = p L2 sin L;s,
2yl — . L} cos L;s,
2p4 1,10 _ )

Bei der Untersuchung der Hyperschraubenlinie spielen auch die Normalen der
Kurven eine wichtige Rolle, die in der Definition (1.2) bereits erkliart wurden.
Im weiteren wird der Tangenten bzw. Normalraum der Hyperschraubenlinie
eingefiihrt, der dhnlicherweise wie (1. 3) erklirt werden kann.
Weiterhin werden wir die folgenden geometrischen Eigenschaften beider Dar-
stellung der Hyperschraubenlinie verwenden:
Alle Punkte der Hyperschraubenlinie hs sind von einer Geraden — von der Achse
der Hyperschraubenlinie — in gleicher Entfermung.
Der Hyperkreis hk ist diejenige orthogonale Projektion auf die Hyperebene, die
auf die Achse der Hyperschraubenlinie hs senkrecht ist. Die zum Punkt P der Hyper-
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schraubenlinie gehdirige Projektion des Tangentenraumes bzw. des Normalraumes, auf
die letzt erwdhnte Hyperebene ist die zum Punkt 'P des Kreises "hk gehorende Tangen-
tenraum bzw. Normalraum, wo 'P die Projektion des Hyperschraubenliniepunktes P
auf die Hyperebene bedeutet.

Dieser Hyperkreis Wk wird, der Hyperkreis der Hyperschraubenlinie genannt.

Der Normalraum zu irgenwelchen Punkt der Hyperschraubenlinie hs schneidet
die Achse der Hyperschraubenlinie senkrecht. Das skalare des Einheitsvektors, der
in die Achse der Hyperschraubenlinie hs fillt und eines beliebigen den zum Punkt
gehorenden Normalraum nach der Definition (2. 1) bestimmenden Vektors ist gleich
Null.

Wenn ein beliebiger Punkt P der Hyperschraubenlinie und der Schnittpunkt mit
der Achse des zum Punkt gehirenden Normalraumes mit einer Geraden m verbunden
wird, dann ist diese Gerade m mit dem Raum des Hyperkreises der Hyperschrauben-
linie parallel ([4]) S. 28).

Die Projektion der Hyperschraubenlinie hs die Achsenebene Nummer k=1 vom
Hyperkreis hk und auf den durch die Achse hs bestimmten Unterraum ist eine Hyper-
schraubenlinie von der Dimension 2k +1.

Niamlich die Darstellung der Projektion auf den Unterraum von der Dimension
2k +1 der Hyperschraubenlinie wird erhalten, wenn wir aus (2. 1) diejenigen Gleichun-
gen weglassen diesich auf die Achsen beziehen, welche von der Ausgewiilten Achsen-
ebene verschiedene Achsenebenen bestimmen. Die zuriickgebliebenen Parameter-
darstellungen ergeben die Darstellung der Hyperkurvenlinie, die als eine Projektion
gilt, die eine Hyperschraubenlinie der Dimension 2k + 1 ist.

Es ergibt sich einfach, daf die Projektion einer Hyperschraubenlinie auf den
durch eine Achsenebene des Hyperkreises und durch die Achse der Hyperschrauben-
linie bestimmten Raum eine gewdohnliche Schraubenlinie ist. Die senkrechte Projektion
auf je Achsenebene des Hyperkreises bzw. der Hyperschraubenlinie der Ableitung des
Vektors Xt (i=I, I 111, ..., (n—1)) vom Hyperkreis und von der Hyperschraubenlinie
ist von einer stindigen Léinge.

Z. B. das Quadrat (2. 2) der auf die 'x? x Ebene projektierten senkrechten Projek-
tion der Ableitung des Vektors X' ist

Ix®? 4 2x(0* = p2 L3 [(=LILIIL ..., (n—1)]

Dies ist vom Parameter unabhingig, was den Beweis der vorigen Behauptung be-
deutet.

II. Die Darstellung des Hyperkreises und der Hyperschraubenlinie in der
Abbildung von Schoute.

3. Die Darstellung des Hyperkreises in der Projektion von Schoute im Raum R,

Wir betrachten den Hyperkreis hk in einer gegebenen Parameterdarstellung
3.1 1y = rycoslyu, 3x = rysinl,u,

3x = rycoslou, *x = rysinlyu.
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Man hat jetzt

(3.2) r1=1, r2=2, !1=] Und 12=%

Die zwei unabhdngigen Bilder*) vom hk sind nach dem zweiten Punkt die kreise
12hk und 3.hk mit den Gleichungen

+2x2 =9} und 3x244x% =r3.

Die Koordinaten des Anfangspunktes A, sind (r,,0, r,, 0). Der Punkt A4 soll zu

T

3
gentenraumes fallen in die zum Punkt ,,4 gehdrende Tangente des Kreises ,hk,
124 bzw. des Kreises ;,/hk. Die zwei unabhingigen Bilder des zum Punkt A gehoren-
den Normalraumes fallen aber auf die zum Punkt ;,4 gehorende Normale des
Kreises ;,hk, 3.4 bzw. des Kreises 3 hk. Das begleitende Vierbein wird erst dann
im Raum bestimmt, wenn an beiden Beinen auBer dem Punkt 4 die unabhidngigen
Bilder je eines Punktes bekannt werden. Dies wird dadurch erreicht, daB auf jedes
Bein des Vierbeins von A eine Strecke gemessen wird. (Abb. 1)

gehoren. Die zwei unabhéngigen Bilder des zum Punkt 4 gehdrenden Tan-

X

*) Die Erklirung der unabhéngigen Bilder in [9] S. 87.
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Die Darstellung der Tangente n,,.

Zuerst wird der Quotient der zwei unabhidngigen Bilder einer beliebig von A
auf i, gemessenen Strecke unter Anwendug von (1.2) bestimmt.

Wir nehmen das Quadrat der Projektion auf die Ebene 'x?x bzw. 3x*x des
tangenten Einheitvektors i, =xX":
ni
(19 = L} =

AE+riE

r3l3
chh2 272

(iR = ALE = g
34%)) 2= R AR

bzw.

Nach (3. 2) erhdlt man
(128)? = (34¥")* und daraus ;,4,,Np = 34434 No.

Demnoch ergeben sich N, bzw. ;;N,, wenn auf die entsprechenden Bilder der
Tangente aus den Punkten ,,A4 bzw. ,,4 beliebige gleiche Strecken gemessen werden.

Die Darstellung der Normalen n,

Dem vorigen dhnlich wird der Punkt N, auf », dargestellt.

i1
N2 — (132 L (3gi\2 — 274 — _ T2%1
RS R SR S
3
N2 — (3zIh2y agin2 — 276 — 1372
(34X7) Cx5)*+ (%) raLy (P +r23)?

und daraus ergibt sich nach (3. 2), daB
izlgz_*’vt o 234‘4341\’1

Konstruktion der Normale n,

Die Ebene der Normalen n, und n, schneidet die 'x2x bzw. 3x*x Zeichenebene
in einer Geraden, deshalb kann die Normale n;, um die Schnittgerade in die Ebene
Ix2x bzw. 3x*x eingedreht werden. Der Erfolgt unserer Konstruktion dnderit sich
nicht, wenn die erwdhnten Koordinatenebenen in den Punkt 4 parallel verschoben
und in diese Ebenen eingedreht werden. Der Punkt 4 wird beim Drehen in diesem
Fall unbeweglich bleiben. Die Gedrehten Ny bzw. N{° des Punktes N, werden,
so erhalten, daB im Punkt ,,N, bzw. ;,N, zum Bild der Normalen ,,n, bzw. y,n,
eine Senkrechte gefillt und darauf die Entfernung von der entsprechenden Dreh-
ebene N, gemessen wird, und diese ist nach der Anwendung der Bemerkung*)

*) Das Quadrat des Abstandes von den Punkten P,('x,, 2x,,...,*x,) und P,(*x,, *x,, ...,

..y *x3). Der Abstand von zwei Punkten ist noch den obigen Formeln in der Kenntnis der Bilder

durch die Serie der senkrechten Dreiecke einfach zu konstruieren. Die Entfernung von zwei Punkten

ist sehr einfach in R, zu konstruieren wenn die zwei Punkte durch die Bilder von Schoute gegeben
sind, da

12P, u._Pzz = (x; — %)+ (3x; = 3x,)?

—2 3
34Pi3a Py = (Cx; —3x,)2 4+ (*x; —*x,)? gilt.
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12N N°=4,45,N, bzw. 34N, N0°=,,4,,N,. Die Abgedrehten von N;, die Punkte
NP bzw. N§° sind aber ganz einfach SO zu erhalten, daB vom Punkt ;,4 bzw. ;.4
beliebig zum Beispiel durch ,,AN?=;,AN?° auf den ;,n bzw. 3417, in den Punkten
123 bzw. 34N, gestellte senkrechte Geraden geschnitten werden, siche wieder die

Abb, la

Bemerkung*. Wenn die Punkte NY bzw. N§° auf ,,n3 bzw. y,n; zuriickprojiziert
werden, dann erhilt man auch die gesuchten Bilder ;,N; bzw. 3,N; (in der guten
Richtung der Strecken wird die Messung gesiehert, wenn die Guiltigkeit des Teil-
verhiltnises (;,N; 12412N3)=(34N; 34434N;) in Betracht genommen wird).

Die Konstruktion der Normalen n,

Ein Punkt N, auf n, ist durch die folgende Uberlegung zu bestimmen. Zuerst
werden die Tangentenebenen i,ii, dargestellt. Diese ist — in Hinblick darauf das
die senkrechte Projektion der Ebene iigii,, ;2119 bzw. 3414 ist — nichts anderes als
eine auf die Zeichenebene 'x2x senkrechte Hyperebene die auf ,,n, liegt und die
gemeinsame Ebene der auf ;.n, liegenden und der auf die Ebene 3x*x senkrecht
liegenden Hyperebene darstellt. Den Spurpunkt S, dieser Ebene auf der Ebene
2x*x wird durch die im Punkt ,n, () 2x mit der 3x parallelen Geraden und durch
die im Punkt y41, () 3x mit der %x parallelen Geraden ausgeschnitten. Der Spur-
punkt der Tangentenebene S; auf der Ebene 3x*x wird dhnlich erhalten, die Achsen
Sx4x werden auf dem Bild ,,34* vertauscht. Die Punkte A4S, N, sind Eckpunkte
des Dreiecks der Tangentenebene. Die echte GroBe des Dreiecks ASZN,. d.h. des
Dreieck A° S? NJ wurde nach der Bestimmung der echten Linge der Seiten (nach
der Bemerkung) auf der Abbildung 1. a. dargestellt. Zum Beispiel die Linge der

Seite N, A ergibt sich aus KAN;,, wo KNg=3,43,N, und KA= 1242 N, ist. Ahnlich
kann AS, bzw. S, N, erhilten werden. Im Dreieck S, A°N, wird auf die Gerade
1, im Punkt 4 eine Senkrechte gestellt und diese schneidet die Seite NV, S, im Punkt N,.
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Die Position von ,,N, bzw. von 34N, kann auf den Geraden ,,n, bzw. 341,
auf Grund der Invarianz des Teilverhiltnises unter Anwendung der Zusammen-
hinge

(NoS2N3) = (12N0125212V2) = (34N034532 34V3)

festgestellt werden. Damit ist die Konstruktion des begleitenden Vierbeines
A(Ny, Ny, N,, N,) fertig, jedes Bein wurde durch die Bilder von je zwei Punkten
bestimmt.

Bemerkung: In den anderen Punkten von hk werden die begleitenden Vier-
beine dhnlich konstruiert. Wenn aber die obigen in Betracht kommen, kann fest
gestellt werden, daB eine neure Konstruktion nicht mehr nétig ist, nihmlich ist die
Liange der Projektionen einer auf dem Vierbein liegenden Strecke auf die zwei
Zeichenebenen von n unabhingig.

4. Die Darstellung der Hyperschraubenlinie in der Projektion von Schoute
im Raum R,

Die Projektion der Hyperschraubenlinie nach'der Formel (2. 1) auf der Koordi-
natenebene 'x2x bzw. 3x*x ist je ein Kreis. Die Projektion auf der Koordinaten-
ebene #x3x ist eine Sinuslinie ,s/As deres Gleichung nach der Formel (2. 1)

4.1) ¢x=rysinku, 5x=cuist.

Die Angaben auf der zweiten Abbildung sind die folgenden

Die Bilder der einzelnen Punkte auf der ,s/is wurden als Werte von v = ; dargestellt.

Im Punkt P[n = 2:] wurden die begleitenden Fiinfbeine der Hyperschraubenlinie

konstruiert.

Die Konstruktion der Tangenten n,

Aus den Gleichungen (4. 1) und aus unseren Kenntnissen die sich auf die Hyper-
schraubenlinie beziehen folgt, daB das Bild der Tangenten 4,57, der Hyperschrauben-
linie dhnlich konstruiert werden kann, wie im Falle der Schraubenlinie von drei
Dimensionen. Die Achse des Richtungskegels ist Sx. Falls der 5,k als Grundkreis
gewihlt wird, ist Hohe p =2¢ = 4. Nach der Durchfiihrung der bekanten Konstruktion,
wurde das Bild der im Punkt 5, P liegenden Tangenten 441, der Hyperschraubenlinie
bestimmt. Die ,n, bzw. 341, sind auf Grund der obigen Tangenten des entsprechen-
den Punktes der ,,/ik bzw. y,hk. Auf diesen Tangenten wurden die Bilder der Punkte
Ny, 12Ny bzw. 34N, im vorigen Kapitel durch das bekannte Verfahren bestimmt

(12P12Ng=34P34N,). Aus dem Bild ;,N, wird durch eine Hinprojektion auf des
Bild 451, der 45N, erhidlten. Durch die Punkte P und N, wird die Tangente n, ein-
deutig bestimmt. (Abb. 2)
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Die Darstellung der Normalen ny und ny der Hyperschraubenlinie

Nach unserem Kenntnissen ist die orthogonale Projektion des zum Punkt P von hs
gehdérenden Normalraumes auf den senkrechten Hyperraum ihrer Achse nichts
anderes, als der zum entsprechenden (z. B. in P, ,,P ;,P) Punkt des Hyperkreises
hk von hs gehérende Normalraum, undzwar so, daB auf der Hyperebene hk der zur
hs gehorenden n; bzw. n; die Projektion die erste bzw. die dritte Normale von hk
ist. Deshalb geschieht die Konstruktion des Normalraumes ,,12*° bzw. des Bildes
.34 ebenso wie im Fall des Hyperkreises. 1. Abbildung.

Durch ein solches Verfahren wurden auf der Normalen n, N,(2,,P;,N,=

= 34P34N,) bzw. auf der Normalen n, N; Punkte (;,N;, 3sN;) bzw. die Bilder
(12N3. 34N;) bestimmt. Mann soll betracht nehmen, daB n, auf Sx senkrecht ist.

%

Abb, 2

Aus dem Vorigen ergibt sich, daB der Normalraum, der gegenwirtig eine Ebene
ist, auf *x senkrecht ist. Daraus folgt, daB das Bild ,,45* des Normalraumes auf
dem Bildpunkt ,sP liegt und mit der Achse %x parallel ist. Die Bildpunkte 4N,
bzw. 45N, werden also so erhalten daB die Bilder 3, N, bzw. 45N ; auf entsprechende.
Weise auf die mit der vorigen Achse *x parallelen Ebene projektiert werden.
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Die Konstruktion je eines Punktes der Normale n, und n,

Die bei der Darstellung des Normalraumes festgestellten Tatsachen sind auch
fiir den Tangentenraum giiltig. Deshalb féllt das Bild ,,12* bzw. ,,34* der Norma-
len n, und n; mit der entsprechenden Tangente von ;,hk bzw. ;;hk zusammen.
Die Konstruktion des Punktes N, vollzog sich mit einem Zdhnlichen Verfahren,
wie im Falle des Hyperkreises, der Unterschied ist nur, daB der dort eine Rolle
spielende Punkt S, durch einen Punkt der in der Richtung X' liegenden Geraden

Abb. 2a

ersetzt wurde. Wir haben in Betracht genommen, da3 die Normale n, in der durch
die Vektoren X" und XV aufgespannten Ebene liegt.

Ein Punkt X; der Geraden des Vektors "' wurde dargestellt, unter Riick-
sichtnahme darauf, daB auf Grund der hs bestimmenden Angaben

12P12X3 = 434P3o X5 ¥ ist.

45 X3 liegt aber auf 45P und ist auf der mit der Achse parallelen Geraden, da der
Vektor X; nach der Formel (2.2) auf die Achse 5x senkrecht ist.

Bei der Bestimmung der echten Linge der Strecke soll in Betracht genommen
werden, daB die Punkte in Py zu finden sind (Abb. 2a)

EP = m, E = 34P34No. LN, = SXNn_SXP

Die Normale n, ist eine solche Gerade des von den Punkten P;, Ny, N,, xs**) auf
gespannten Unterraumes, welche auf P liegt und

nyg | PN,, sowie ng L PN, erfiilt.

*) Anstatt X, konnte mit Rechnung und Messung direckt auch dargestellt werden, aber die
Rechnungen sind sehr weitliufig, wenn die Bestimmung der Normalen von immer hoherem Index
verkommt.

**) X, sei ein Punkt von xV. Die Bilder ,,X, ,,X und ,sX von X, werden iihnlich wie die
entsprechenden Bilder von X; konstruiert. (2. b. Abbildung)



286 A. Gyarmathi: Orthogonale Projektionen von Hyperkreisen...

Der beliebige Punkt N, vom n, wurde mit Hilfe des Trieders P(Ny, N;, Xy) (P ist
der Gipfelpunkt des Trieders, Ny, N, X5 sind aber Punkte von je einem Bein)
auf der Abbildung 2. ¢ bestimmt. Das Trieder wurde in der Mongeprojektion dar-
gestellt (;.X, =n,) und die echte Linge der Beine wurde aus den Angaben der 2.
Abbildung bestimmt. Es sei auf n, der Punkt N, beliebig aufgenommen und es sei
Sl = N4X5 nﬁo.

| N’
S
N
&b._f' ' e X:
X, X
S, ' . D P i o
N,
[ ]
Abb. 2b Abb. 2¢

Die Bilder des Punktes D = n,(1N,S, werden durch (PN,D)=
=(;12P2Ng 12D)=(34P34Ny3,D) die Bilder des Punktes S, durch (N,DS,)=
=(12N;12D1251)=(34N; 34D345,), die Bilder des Punktes N, aber durch (S; X5 N,)=
=(1251 12X5 12N4) =(345, 34X5 34N;) bestimmt.
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