Sur Pirréductibilité d’une classe des polynémes II.

Par K. GYORY (Debrecen)

1. Introduction

Aprés que I. SCHUR [22] avait soulevé le probléme, de nombreux auteurs, parmi
eux G. POLyA [17], A. BRAUER [3], L. DORWART et O. ORE [7], L. WEISNER [30],
T. TATUZAWA [27] et A. BRAUER et G. EHRLICH [6] ont obtenu des résultats assurant
I'irréductibilité sur Q de tels polynomes F(x)€ Z[x] qui prennent des valeurs petites
ou des valeurs ayant peu de diviseurs en beaucoup de x¢ Z. Ces résultats aménent
en premier lieu Iirréductibilité des polynomes de forme g(f(x)), ou g(x)€Z[x]
est linéaire et f(x) € Z[x]al > d"zgf
sidérées x€Z nous ne posons aucune restriction dépendant de la distribution des
racines des polynémes F(x)< Z[x] (tels résultats se trouvent par ex. dans [18] et

[13]), alors, en général, d'un nombre = Eg_f‘ des valeurs F(x) (c’est-a-dire x)

racines différentes en Z. Si pour les valeurs con-

on ne peut déduire I'irréductibilité du polynéme F(x) que dans le cas ou F(x)=
=g( f(x)), g(x)€Z[x] étant un polyndme irréductible de degré =1 et f(x)€Z(x]
deg f
2

polynémes f(x) ayant des racines différentes en Z (cas /=deg [f) et pour les poly-
némes g(x) = x2"+1 par 1. Schur (voir par ex. [4]) et en général, pour des poly-
noémes irréductibles arbitraires g(x) € Z[x], par A. BRAUER, R. BRAUER et H. HOPF [5].

Appelons les polyndomes f(x) et f*(x) € Z[x] équivalents si I'on a f*(x) = f(x+a)
pour un @€ Z. Du point de vue de I'irréductibilité il suffit évidemment de considérer
des polyndémes f(x) non équivalents deux a deux.

Aprés les résultats moins généraux de H. ILLE [12], de U. WEGNER [29] et de
DORWART et O. ORE [7], pour des polynémes g(x) de degré =4 A. BRAUER, R.
BRAUER et H. HoPF [5] ont méme résolu le probléme mentionné. Notamment, ils
ont démontré I'irréductibilité de g(f(x)) pour chaque g(x) fixé de degré =4 et
pour tout f(x) du type précédent, sauf pour un nombre fini de f(x) non équivalents
deux a deux qui peuvent étre effectivement déterminés en subordination de g(x).
(Nous remarquons qu’on ne peut pas obtenir des théorémes d'irréductibilité analogues
concernant les polyndmes de forme g( f(x)) en cas de polyndémes f(x), g(x) choisis
indépendamment I'un de I'autre.) Les méthodes, utilisées antérieurement, ne peuvent
pas étre appliquées dans le cas des polynémes g(x) de degré =4, c’est-a-dire dans

ayant plus de racines différentes en Z. Cette question a été soulevée pour les
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le domaine Z le probléme ne peut pas étre étudié. De ce fait les recherches de cette
direction sont arrivées au point mort pour quelques ans.

L’un des théorémes de CAPELLI (voir [28] ou [19]) permet de réduire le probléme
de la réductibilité de g( f(x)) sur Q a la question de la réductibilité de f(x)—x sur
Q(2) (ou « désigne une des racines de g(x)) et, par conséquent, il permet de diminuer
le quotient du degré par le nombre des valeurs entiéres x convenables (c’est-a-dire
le quotient du degré par le nombre des racines entiéres de f(x)). Mais, dans ce cas
deux problémes difficiles se posent. Le premier de ces problémes est posé par I'exist-
ence d’une infinité d'unités de Q(«). En utilisant le théoréme de Kronecker con-
cernant les unités des corps cyclotomiques, dans le cas des corps cyclotomiques
1. SERrEs [23], [24], [25] a surmonté cette difficulté. I. Seres a élaboré une méthode
et, entre autres, il a démontré la conjecture de I. Schur dans une forme plus générale
[23], [24]). Notamment, 1. Seres a prouvé que, pour un polynéme cyclotomique
g(x) et pour un polyndme f(x) ayant seulement des racines entiéres rationnelles dif-
férentes, g( f(x)) est réductible sur Q si et sculement si I'on a g(x) = x*—x?+1 et
f(x) = x*—x. D’autre part, il a résolu [25] le probléme de Brauer—Hopf pour
tout g(x) dont les racines sont des unités non réelles d’un corps cyclotomique.

L’autre difficulté est le fait que dans Q(x) la valeur absolue de la norme n’est
pas une valuation dans Q(x). Clest pourquoi I'irréductibilité des polyndomes de
forme g( f(x)) sur Q ne peut pas étre étudiée dans le cas général ou |g(0)/=1.

R. RemaAK [20] a montré que le théoréme mentionné de Kronecker peut étre
étendu aussi aux unités des corps totalement réels et des extensions quadratiques tota-
lement imaginaires des corps totalement réels (de plus, méme pour certaines S-unités
de ces corps, voir [9]). Dans [10] nous avons appelé ces corps kroneckeriens ou simple-
ment de K-corps.*) Dans [9] nous avons démontré (voir aussi [10]) qu'un corps
algébrique est un K-corps si et seulement si dans le corps des nombres complexes il
a une extension, galoisienne sur Q, dont le sous-corps réel maximal est également
galoisien sur Q (voir, par ex. les corps abéliens).

Donc, le premier probléme est résolu aussi pour de K-corps non-réels. De
plus, en appliquant I'inégalité de norme (voir le lemme 2) que nous avons trouvé
en collaboration avec L. LovAsz dans [8] (ou nous I'avons employée pour des équa-
tions diophantiennes), dans les K-corps non-réels on peut surmonter aussi la seconde
difficulté. Ainsi, dans [10], nous avons pu obtenir des résultats du type de Schur
aussi sur des K-corps non-réels et, en méme temps, nous avons pu généraliser les
résultats de I. Seres [23], [24], [25], obtenus sur des corps cyclotomiques. D’autre
part, en considérant tous les polyndmes irréductibles g(x) ayant des corps de dé-
composition kroneckeriens non-réels (de tels polynémes sont, par ex., les polynomes
cyclotomiques et les polyndmes x?+ax+bé Z[x] de discriminant négatif), nous
avons pu traiter le probléme de Brauer—Hopf dans le cas beaucoup plus général
ou les racines des polyndmes f(x) sont non seulement des entiers rationnels mais
aussi des nombres réels différents.

Dans le cas classique (ou les racines des f(x) sont des nombres différents de Z)
nous avons généralisé [10] les théorémes de 1. Seres [23], [24], [25] pour des poly-
némes g(x) du type précédent et nous avons résolu le probléme de Brauer—Hopf
pour ces g(x). De plus, également dans [10], nous avons déterminé tous les poly-

. "‘)*Lt_:_l-’;;)-l:c:—sseur A. ScHINZEL m'a bien voulu informer du travail cité de R. REmak le 31 octobre
1971 (voir [10], p. 290).
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nomes exceptionnels f(x), g(x) pour lesquels g(0)=1, f(x) = ][] (x—a;) avec des
1

entiers différents g; et g( f(x)) est réductible sur Q, en généralisant le résultat cité
de 1. Seres [24] concernant le probléme de I. Schur. Les démonstrations se basent
sur le rapport, trouvé dans [10], qui existe entre le nombre des facteurs irréductibles
de g( f(x)) et le nombre de sommets d’un sous-graphe connexe maximal d’un graphe
G(f, g) convenablement formé des racines de f(x). '

Dans ce travail nous traitons le probléme de Brauer—Hopf dans le cas plus
général mentionné ot les g(x) sont des polyndmes du type précédent et ou les racines
des f(x) sont des nombres réels différents. A I'aide des exemples nous montrerons
qu’on ne peut obtenir des théorémes d’irréductibilité généraux concernant les poly-
nomes g( f(x)) que dans le cas ou le degré de f(x) est assez grand par rapport au
degré de son corps de décomposition ou bien ol ce quotient est relativement petit,
mais le degré de f(x) est un nombre premier. Dans notre travail nous obtenons
des théorémes d’irréductibilité généraux dans tous les deux cas possibles, et ainsi,
pour les polynomes g(x) du type précédent, nous donnons au fait la solution du
probléme de Brauer—Hopf dans le cas plus général mentionné. En méme temps
nous montrons que nos théorémes ne peuvent pas étre étendus en général pour des
polynémes f(x), g(x) d’autre type.

Dans le cas général la difficulté des problémes augmente essentiellemenet par
rapport & celle des problémes du cas classique. Au cours des démonstrations nous
employons nos résultats mentionnés concernant les K-corps et nous résolvons
plusieurs problémes diophantiens. D’une part nous appliquons les résultats de
A. BAKER [1] et de A. BAKER et J. COATES [2], d’autre part nous utilisons notre théoréme
concernant les polyndmes f(x) € Z[x] de discriminant donné [11] par lequel nous
avons donné une démonstration constructive d’'un probléme de T. NAGELL [15].

2. Théorémes

Soient f(x), g(x) € Z[x] des polyndmes normés. Pour que g( f(x)) soit irréductible
sur Q il faut que g(x) soit irréductible sur Q. De plus, en cas de polynomes de forme
2(f(x)) on ne peut obtenir des théorémes d’irréductibilité généraux que dans le cas
ou il y a quelque rapport entre f(x) et g(x) (voir la Proposition 1). Quant aux poly-
nomes g(x), dans la suite nous verrons que dans ce rapport seulement le paramétre
g'"(0) (n=deg g) joue un role. C’est pourquoi, G=1 étant une constante arbitraire,
nous désignons par P(G) I'ensemble des polynémes normés g(x)€ Z[x] irréductibles
sur Q pour lesquels g'm(0)=G (n=degg) et dont le corps de décomposition est un
K-corps non réel. Par exemple, tous les polynédmes cyclotomiques appartiennent a
P(G) pour tout G=1. Considérons de plus tous les polyndmes normés f(x)€ Z[x]
ayant des racines réelles différentes. Comme nous avons déja mentionné, pour que
2(f(x)) soit irréductible sur Q, il faut en général que deg f/n, soit assez grand ou
bien (lorsque deg f/n, est rélativement petit) deg f soit un nombre premier, ou n,
est le degré du corps de décomposition K de f(x) (voir les Propositions 2, 5 et 6).

D’abord, considérons le premier cas. Nous observons préalablement que si
f(x) € Z[x] est un polynéme normé de la forme

@n fX)=f()fa(x), f2(x)—fi(x) =1
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(ol f;(x), f>(x) € Z[x]) et si pour uner acine « d’un polynome normé g(x) < Z[x] on a
(2.2) a=gp-—1),
@ étant entier dans Q(x), alors d’aprés le lemme 8 g( f(x)) est réductible sur Q.

Théoréme la. Soit K un corps algébrique réel de degré n, et de discriminant
D, et galoisien par rapport a Q. Soit de plus G=1 une constante arbitraire. Il existe
une constante c¢=c(ny, Dy, G) calculable explicitement et dépendant seulement de
n, Dy et G, telle que si g(x) € P(G) et si f(x) € Z[x] est un polynéme normé de degré >c
avec des racines différentes de K, alors g( f(x)) est irréductible sur Q, sauf dans le
cas ou une des racines de g(x) satisfait a (2. 2), de plus f(x) est un polynéme de forme
(2. 1) et de degré pair, lorsque g( f(x)) se décompose en deux facteurs irréductible de
degré égal sur Q.

Donc, pour des polyndmes normés f(x) de discriminant =0, ayant le méme
corps de decomposmon réel, et pour tout g(x)€P(G), g( f(x)) est irréductible ou
le produit de deux facteurs lrréductlbles de degré égal (cas exceptionnel), en supposant
que deg f est assez grand par rapport aux paramétres du théoréme*). Quant au cas
exceptionnel, c’est-a-dire a I'existence des polyndmes f(x), g(x) & propriété (2. 1)
et (2. 2), on peut constater ce qui suit: D'une part, si ny=>1 est fixé, il n’y a qu’un
nombre fini de polyndémes g(x)€ P(G) de degré =n, dont les racines satisfont a
(2. 2) et ces polyndmes peuvent étre effectivement déterminés (voir la Proposition 4).
D’autre part, il n’existe probablement aucun polyndme f(x) de la forme (2. 1) et
de degré grand par rapport a m,. Mais la solution de cette question conduit au
probléme diophantien ,,idéal”” de Tarry—Escott sur les corps algébriques K (voir la
Proposition 3) qui n’est pas résolu jusqu’a présent.

Pour des corps quadratiques réels K on peut démontrer une proposition plus
précise. D’abord il nous faut remarquer qu’il y a des polynomes g(x)< P(G) tels
que g(f(x)) soit réductible sur Q pour une infinité de f(x)€Z[x] du quatriéme
degré ayant des racines différentes de K. Si G=1 est fixé, il y a une infinité de tels
g(x), mais pour tout n,=>1 il n"y a qu'un nombre fini de g(x) de degré =n, et ces
g(x) peuvent étre déterminés. Enfin, en fixant un tel g(x), on peut déterminer tous
les f(x) du type précédent par des formules récurrentes pour lesquels g( f(x)) est
donc réductible sur Q (voir les Proposition 4 et 5).

Désignons par || f|| le maximum des valeurs absolues des coefficients d’un

polyndéme f(x) € Z[x].

Théoréme 1b. Soit K un corps quadratique réel de discriminant Dy et soit G=1
une constante. Il existe des constantes c¢,=c,(Dy, G), ¢;=c,(Dy, G) calculables
explicitement et dépendant seulement de D, et de G telles que si g(x)€P(G) et si
S(x)EZ[x] est un polynéme normé avec des racines différentes de K pour lesquels
g( f(x)) est réductible sur Q, alors, sauf pour les exceptions f, g ci-dessus, degf=c,
et | f*||=c, pour un f* équivalent a f.

Donc, sans compter les polynomes exceptionnels f(x)€Z[x] de degré 4, il
n’existe qu'un nombre fini de polynémes normés f(x) € Z[x] non équivalents deux
a deux avec des racines différentes de K pour lesquels g( f(x)) peut étre réductible
sur Q avec un g(x) € P(G), et on peut, par un nombre fini d’opérations, déterminer

*) Addition. Récemment nous avons calculé explicitement les constantes qui se trouvent dans
nos théorémes.
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un tel systéme des polynémes f(x) qui ne dépend que de G. Ainsi nous donnons la
solution du probléme de Brauer—Hopf dans une forme plus générale.
Si K=0Q est le corps des nombres rationnels, on peut obtenir un résultat encore

plus précis.
Théoréme 1c. Soit G=1 une constante. Si g(x)€P(G) et si f(x)= ][] (x—a)
i=1

I
avec des entiers rationnels différents a;, alors g( f(x)) est irréductible sur Q, sauf dans
certains cas o max |a;—a,| = 4G—1, c'est-a-dire m=4G.
ik

Iy

Notre théoréme donne une amélioration du théoréme 5 de [10], une généralisa-
tion des résultats de I. Seres [23], [25] et, en méme temps, la solution du probléme
original de Brauer—Hopf pour tout g(x) € P(G), G=1 étant une constante arbitraire.
11 en résulte qu’il n’existe qu'un nombre fini de f(x), non équivalents deux a deux,
avec des racines différentes de Z pour lesquels g( f(x)) peut étre réductible avec un
2(x) € P(G), et on peut déterminer effectivement un tel systéme des f(x) en subordina-
tion seulement de G. Enfin, nous remarquons que le théoréme Ic ne peut pas étre
amélioré en général (voir les polyndmes exceptionnels f(x) du théoréme 6 dans [10]).

Désormais considérons le second cas.

Théoréme 2a. Soit G=1 une constante et soit p un nombre premier. Si g(x) € P(G)
et si f(x)€ Z[x) est un polynéme normé de degré p, irréductible sur Q, et ayant des
racines réelles, tel que g( f(x)) est réductible sur Q, alors | f*|=c,(G, p) pour un
[* équivalent a f, ¢,(G, p) étant une constante calculable explicitement qui ne dépend
que de G et p.

Dans le cas p=3 l'irréductibilité de f(x) n’est pas nécessaire, c’est-a-dire le
théoréme suivant est vrai:

Théoréme 2 b. Soit G=1 une constante. Si g(x)€ P(G) et si f(x)€Z[x] est un
polynéme normé de degré =3, avec des racines réelles différentes, tel que g( f(x)) est
réductible sur Q, alors | f*| = ¢, (G) pour un * équivalent a f, c,(G) étant une constante
calculable explicitement qui ne dépend que de G.

Par conséquent, p étant un nombre premier fixé, il n’existe qu'un nombre fini
de polynomes normés f(x) € Z[x] de degré p non équivalents deux a deux et ayant
la propriété donnée, pour lesquels g( f(x)) peut étre réductible sur Q avec un g(x)¢
P(G), et on peut, par un nombre fini d’opérations, déterminer un tel systéme des
polynémes f(x) indépendamment du choix des g(x). De plus, en désignant par D( f)
le discriminant d’un f(x) considéré, la seule inégalité

(2.3) D(f) > 2Gyr®~P

entraine déja l'irréductibilité de g(f(x)) pour tout g(x)<P(G) (voir les lemmes
18 et 19).

Nous remarquons que le théoréme 2a n’est pas valable pour des degrés com-
posés p (voir la Proposition 6). De plus, les théorémes 2a et 2b ne peuvent pas
étre étendus en général pour des polynoémes f, g d’autre type (voir la Proposition 7).

Corollaire. Si f(x), g(x) € Z[x] sont des polynémes normés tels que I'irréductibilité
de g( f(x)) s’obtient d’un de nos théorémes précédents, alors le nombre des facteurs
irréductibles de g( f(x)) sur un K-corps arbitraire est =deg g.

Si L est un K-corps contenant le corps de décomposition de g(x), alors 'estima-
tion, donnée pour le nombre des facteurs irréductibles sur L, ne peut pas étre amé-
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liorée. En effet, en supposant que g(x) = (x—ay)...(x—a,), on a g(f(x)) =
= (f(x)—ay)...(f(x)—a,) sur L.

Comme nous I'avons mentionné déja dans l'introduction, tous nos théorémes
se basent sur le lemme 9. Notamment, soit G=1 une constante, soit f(x) = (x —a;)...
...(x—a,) € Z[x] avec des racines réelles différentes, prenons le corps L=0Q(«,, ..., «,)
et désignons par 4( f, G) le graphe des couples (%;, %), formées des racines de f(x),
et satisfaisant a

(2.4) |NL;Q(1i—°‘k)f = (26)“':{2]-

Si le nombre des sommets d’un sous-graphe connexe maximal de %(f, G) est s,
alors, pour tout g(x)€ P(G), le degré des facteurs irréductibles de g( f(x)) sur Q
est =s deg g, et par conséquent le nombre de ses diviseurs irréductibles est = disg£ S
Cette proposition ne peut pas étre étendue pour des polyndmes f, g d’autre type
méme dans le cas non plus ol nous remplagons le coté droit de (2. 4) par une fonc-
tion arbitraire de G et de [L: Q] (voir [10], p. 295). De plus, les estimations obtenues
ne peuvent pas étre améliorées en général (voir la Proposition 2).

Dans le cas classique on peut aisément étudier le graphe %( f, G). Mais, dans
le cas général ou les racines des f(x) sont réelles (et non nécessairement entiéres
rationnelles), la recherche des f(x) tels que %( f, G) ne contienne aucun sous-graphe
connexe ayant beaucoup de sommets (lorsque g( f(x)) peut étre réductible pour un
g(x) € P(G)) conduit a de problémes diophantiens trés compliqués. Au cours de la
solution de ces problémes nous utiliserons, entre autres, que si D=1 est une -con-
stante, il n'y a qu'un nombre fini de polyndmes normés f(x) € Z[x] non équivalents
deux a deux tels que 0<|D(f)|=D, et on peut, par un nombre fini d’opérations,
déterminer un tel systéme des polyndmes f(x) (voir [11] et le lemme 20).

3. Polynémes extrémes et exceptionnels

Dans ce point nous démontrerons a I'aide d’exemples que nos théorémes ne
peuvent pas étre améliorés en général et leurs conditions sont nécessaires.

Proposition 1. Aucun de nos théorémes ne reste vrai s’il n’y a aucune relation
entre les polynémes considérés f(x) et g(x), plus précisément leurs constantes ne peuvent
pas étre remplagées par des constantes indépendant de G.

DEMONSTRATION. Quant aux théorémes la, 1b et Ic, nous démontrons la pro-
position a la fois. Soit K un corps galoisien réel de degré n, et de discriminant D,.
Alors les constantes, qui se trouvent dans les théorémes, ne peuvent étre remplagées
par aucune constante dépendant seulement de n, et D,. En effet, soit f(x)€Z[x]
un polyndme normé ayant un grand degré impair par rapport a n, et D, et avec
des racines différentes de K. Si f(i) n’est pas réel, alors en choisissant g(x) =
= (x—f(1))(x—f()) € Z[x], d’aprés x—i| f(x)—f(i) et d’aprés le lemme 8 g( f(x))
est réductible sur Q.

Ensuite considérons les théorémes 2a et 2b. Soit p un nombre premier. Alors
les constantes, qui se trouvent dans ces théorémes, ne peuvent pas étre remplagées
par aucune constante dépendant seulement de p. En effet, prenons un polynéme
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normé f(x) € Z[x] de degré p (dans le cas p=5 soit f(x) irréductible), avec des racines
réelles différentes, tel que D( f) soit assez grand par rapport a p et f(i) soit non réel.
Il y a une infinité de tels polyndmes f(x) non équivalents deux a deux. De plus,
pour tout f* équivalent a un tel f, | f*| est également grand par rapport a p. Si
maintenant g(x) = (x—f(i))(x—/(i)) € Z[x] pour un des f(x) précédents, le poly-
nome g( f(x)) est réductible sur Q, c’est-a-dire dans ce cas les théorémes 2a et 2b
ne sont pas déja vrais.

Proposition 2. Soient m=2, r=2 et s des nombres naturels tels que m = r-s.
1l existe des polynémes normés f(x), g(x) € Z|x] satisfaisant aux conditions suivantes:

[r/2]

(i) g(x)€P(G) ot G = ;Hl (1+j%;

(i1) le degré de f(x) est m, ses racines sont réelles et différentes, le degré de son
corps de décomposition K est ny=s et, en supposant que s=2, D( f) est arbitrairement
grand par rapport a m (et par conséquent aussi par rapport a G);

(iii) /e graphe % ([, G), formé a la base de (2. 4), se décompose en m/s graphes
complets ayant s sommets et disjoints deux a deux;

(iv) g(f(x)) a un facteur irréductible de degré s degg sur Q.

Remarque 1. 11 en résulte que pour des nombres naturels arbitraires r=>1 et
rlm (m=r) il y a une infinité de polyndmes normés f(x) de degré m ayant des racines
réelles différentes, et non équivalents deux a deux, pour lesquels m/n, = r (c’est-a-dire
m/n, est relativement petit par rapport 4 r et ainsi aussi par rapport a G) et les g( f(x))
sont tous réductibles sur Q, ou g(x) € P(G) est un polyndme convenablement choisi
(et G est relativement petit par rapport a r).

Remarque 2. De notre proposition on obtient que, dans le lemme 9, I’estimation,
obtenue pour le degré des facteurs irréductibles des g( f(x)), ne peut pas étre en
général améliorée (voir encore les théorémes 17 et 2 dans [10]).

DEMONSTRATION. Dans le cas r = 2r+1 soit h(z) = (z—1)...(z—1)-z-(z+1)...
...(z+1) et dans le cas r=21¢ soit h(z) = (z—1)...z...(z+1—1), ot h(i) est un nombre
entier primitif dans Q(i). Soit g(x) le polyndme minimal de 4(i). Alors deg g=2 et

(UL (1P, sir=2+1,
g(0) = h()h(@) = {(l+!2)[(l+(z‘—l)2)...(l+lz)]2, si r=2t,

[r/2] [r/2]
d'ou g¥(0) = [T (1+4j?), clest-a-dire g(x)€P(G), ou G = [[(1+j?). Soit en-
J=1

i=1
3
suite fo(x) = J[ (x—a;), ou les a; sont des nombres entiers rationnels tels que

Jj=1

min |a;—a,| soit grand par rapport a m (en supposant que s=2). Dans ce cas
i k(i#k)
S(x)=h(fo(x)) est un polyndome normé de degré m dans Z[x]. De plus, d’aprés un
théoréme de L. Weisner [30] tous les diviseurs fi(x) = fo(x)+/ (|/|=1) de f(x) sont
irréductibles sur Q, par conséquent le degré du corps de décomposition de f(x)
est =s. En outre les racines de chaque f(x) sont des nombres réels différents (voir
aussi, par ex., le travail [30] de L. WEeIsNER). Enfin, les racines de f(x) sont évidemment
différentes deux a deux.
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Vu que dans le cas s=2 les racines de f(x) = f,(x)+/ sont arbitrairement
distantes 'un de I'autre (voir également le théoréme 1 de L. Weisner [30]), c’est
pourquoi d’une part D(f) est arbitrairement grand par rapport a m, d’autre part
%(f;, G) est complet pour tout /. De plus, fi(x)—f(x) = 0 étant une petite con-
stante par rapport a r et ainsi aussi par rapport a G, les graphes 4( f;, G), 4( £, G)
sont disjoints deux a deux. Enfin, d’aprés z—i|h(z)—h(i) on a fo(x)—i|h( fo(x))—
—h(i) = f(x)—h(i) sur Q(i) d’ou, en conséquence du lemme 8, g( f(x)) a un diviseur
irréductible de degré sdegg sur Q.

Proposition 3. Supposons que les racines de f,(x) = ﬂ (x—a), fo(x)=
]] (x—u;) € Z[x] sont des nombres différents dans un corps a!gébnque K et sup-

posons que f,(x) et f>(x) satisfont a (2. 1), c’est-a-dire on a

L(x)—fi(x) = 1.

Alors les racines de f,(x) et f,(x) satisfont au systéme ,,idéal” d’équations diophantien-
nes de Tarry—Escott

3.1) Ao bl = ot ta (=1, m—1).

DEMONSTRATION. La proposition s’obtient immédiatement a I'aide des formules
de Newton (voir [21], p. 139).

Remarque. Dans le cas m=10 nous ne connaissons aucune solution non triviale
de (3. 1) dans Z (voir aussi [21]). De plus, nous ne connaissons pas de solutions non
triviales de (3. 1) dans le cas non plus ol m est grand par rapport au degré de K.
En méme temps nous remarquons que, d’aprés les conditions supplémentaires, s’il
y a une solution non triviale de (3. 1) en entiers de K, alors on en ne déduit pas
nécessairement l’existence des polyndémes f;(x), f5(x) de la forme (2. 1).

Les exemples du théoréme 6 dans [10] (cas m=2) montrent que, pour tout
G=1, il y a une infinité de polynomes g(x) € P(G) dont les racines satisfont a (2. 2).
Mais, ny,=>1 étant un nombre fixé, le nombre des polyndmes g(x)€ P(G) de degré
=n, est déja fini. Pour que nous puissons utiliser cette proposition aussi dans le
cas du théoréme 1b, nous la démontrons dans une forme plus générale.

Proposition 4. Soit G=1 une constante et soient ny=1, t =0 des nombres entiers
rationnels. Il n’existe qu'un nombre fini de polynémes g(x) < P(G) de degré =n, tels
que pour une racine o de g(x)

(3.2) o= @(p—t)
ait une solution ¢ en entiers de Q () et ces g(x) peuvent étre déterminés par un nombre
fini d’opérations.

Remarque. Donc, si ny=>1 est fixé, dans le théoréme la il n'y a qu'un nombre
fini de polyndmes g(x)€ P(G) de degré =n, pour lesquels g(f(x)) peut étre ré-
ductible avec un polynéme f(x) exceptionnel de forme (2. 1) (s’il en existe).

DEMONSTRATION, D’aprés deg g=n=n, et g'/"(0)=G on a g(0)=G"=g,. Ainsi,
en introduisant la notation y = ¢ —1, il suffit de déterminer toutes les solutions de
I’équation @ —y = t en entiers non réels kroneckeriens de degré =n, et de norme
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=g,. Soit @, y une telle solution. Avec les notations @/o=p, 7/x=0 (0, 0 €Q(p))

de I'équation ¢—y =t et de son conjugué complexe on obtient ¢ = r;l::') ,
i’— 9. Ensuite désignons par g=o(¥, ..., ¢, ('=no) les conjugués dif-

férents de g et soit h(x) = H (x—0") € Q[x]. D’aprés le théoréme du point 2 de

[10] le corps normal K de Q(qo) sur Q dans le corps complexe est un K-corps et,

par conséquent, 0V =(p/0)P=0D/e pour tout i, d'ott |o®|=1. Il en résulte
que le maximum des valeurs absolues des coefficients de &(x) est =c,(n")=c, (n,),
ou ¢, est une constante calculable explicitement. Le produit de /(x) par Nk (p)=
=gg°' est un polyndme a coefficients entiers algébriques et ainsi il appartlcnt a
Z[x]. Pour la hauteur de g il en résulte H(g)=c,(n,, g,) et de maniére analogue
pour H(o). On en déduit H(¢), H(y)=cs(ny, go, t) avec une constante ¢; calcula-
ble explicitement (voir la remarque devant le lemme 15). Ainsi on peut déterminer
le polyndme minimal de tous ces ¢ et en méme temps aussi celui des (¢ —1). Si
le degré de @(p—1) et de ¢ (cest-a-dire le degré de leurs polyndmes minimaux)
est égal, alors le polyndme minimal g(x) du nombre o = (¢ —1t) satisfait aux
conditions de la proposition.

Ensuite prenons les polynémes exceptionnels du théoréme 1b. Soit K un corps
quadratique réel de discriminant D, et soit 1£Z (¢=0). Soient f; (x) et f5(x) € Z[x]
des polynémes normés quadratiques avec des racines différentes de K tels que f; (x)
soit irréductible, f;(x) soit réductible sur Q et on ait

(3.3 fHix)—=falx) =t
Alors on peut écrire f;(x) = (x—aM)(x—2a?), f1(x) = = (x—a,)(x—a,) avec des
a,,a,€Z. De plus, 1, %(Dkzo (mod 4)) ou 1, -—lfﬂk— (Dy=1 (mod 4)) forme

une base des entiers dans K, ainsi " = x,+y, ¥ D;, a( ) = x,—v, YDy, ot dans
le premier cas x,, 2y, € Z et dans le second cas x; —y,, 2y, € Z. Par conséquent, de
(3. 3) on obtient a,+a, = 2x, et I’équation de Pell

(3.4) (@, —x)?—Dyyi = (xy—a))?—Dyi = 1.

Inversement, si pour un D, et pour un ¢ (3. 4) a une solution en a,, a,, x;, y,; du
type précédent, alors les polyndmes f,(x), f>(x) convenablement formés satisfont
a (3. 3) et ils possédent les propriétés mentionnées ci-dessus. Dans ce cas (3. 4) et
(3. 3) ont une infinité de solutions et ces solutions peuvent étre représentées de
maniére connue par des formules récurrentes de nombre fini.

Proposition 5. Soit G=1 une constante. Supposons que pour une o des racines
d'un g(x)€ P(G) et pour un tc¢Z (0=t|=(2G*?) « = ¢ (@ —1) posséde une solution
@ en entiers de Q(x). Soit de plus K un corps quadratique réel de discriminant D, .
S’il existe des polynémes f\(x), f,(x) du type précédent satisfaisant a (3. 3), alors il
Y en a une infinité qui peuvent étre représentés par des formules récurrentes et, pour
tout f(x)=f,(x)f5(x), formé d’une telle couple f,(x). f;(x).g( f(x)) est réductible sur Q.
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Remarque 1. Soient G=1 et ny=>1 des constantes fixées. En conséquence de
la proposition 4 on peut déterminer tous les g(x) € P(G) de degré =n, pour les-
quels (3. 2) est résoluble pour un 7€ Z fixé, ol 0= |r|=(2G?)%. De plus, si g(x) est
un de ces polyndémes et si K est un corps quadratique réel, on peut représenter tous
les f(x) satisfaisant aux conditions de la proposition 5.

Remarque 2. Comme nous I'avons mentionné dans le point 2, il v a une infinité
de polynomes normés f(x)€ Z[x] du quatriéme degré, non équivalents deux a deux
et ayant des racines différentes du méme corps quadratique réel, pour lesquels
g( f(x)) est réductible avec des g(x) convenablement choisis.

Démonstration. 11 suffit de démontrer que, pour les polynomes f(x), g(x) satis-
faisant aux conditions de la proposition, g( f(x)) est réductible sur Q. D’aprés
le lemme 8 il suffit donc de prouver que f(x)—x est réductible sur Q(xz). Mais en

conséquence de f(x)=f, (x)f2(x), fi(x)—f>(x) =t et de « = @(p—1) on a
Sx) =2 = f1(x)2(x)—9(e—1) = L(D)[a(x)+1]—@(p—1) =
= [2()+o]lf2(x)+1—¢]
et puisque ¢ € Q(x), notre proposition est démontrée.

Proposition 6. Soit r=2 ou 3 et soit m=3 un nombre naturel divisible par r.

Soit de plus G=V53. 1l y a un g(x) € P(G) et il y a une infinité de polynémes normés
f(x)€ Z[x] de degré m avec des racines réelles différentes, non équivalents deux a
deux et irréductibles sur Q, pour lesquels g( f(x)) est réductible sur Q.

Remarque. 11 en résulte que ni le théoreme 2a ni le lemme 18 ne peut pas étre
étendu en général pour des exposants composés.

DEMONSTRATION. Soit A#(x)€Z[x] un polyndme normé de degré r avec des
racines réelles différentes et irréductible sur Q, tel que /(i) soit non réel. Dans le
cas r=2 prenons par ex. h(x) = x?+x—1 et, dans le cas r=3, soit ~(x) = x3—6x+2.

Soit g(x) = (x—h(i))(x—h(i)) € Z[x]. Alors g"/2(0) < 53, par conséquent pour le G
considéré on a g(x)€ P(G). Ensuite soit s = n_: = 2 £t soit 3(x) = ]s](x—aj) avec

j=1
des entiers a; distants I'un de I'autre. Alors, d’aprés le théoréme c{té de A. Brauer,
R. Brauer et H. Hopf [5] f(x)= h(s(x)) est un polyndme de degré m irréductible sur

O et ses racines sont réelles. De plus, en conséquence de
s(x)=ih(s(x))—h(i) = f(x)—h(i)

et du lemme 8, g( /(x)) a un facteur irréductible de degré s deg g sur Q. Enfin, vu
que les a; sont choisis arbitrairement, notre proposition est démontrée.

Proposition 7. Les théorémes 2a et 2b ne restent pas valables, si les racines des
polynémes f(x) ne sont pas tous réelles ou bien si le corps de décomposition des g(x)
n’est pas un K-corps non réel.

DEMONSTRATION. La démonstration se base sur le fait que pour les polynomes

normés h(x) € Z[x] et f(x) = x+g(x)h(x) on a g(x)|g( f(x)), c’est-a-dire g( f(x)) est
réductible sur Q.
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Soit d'abord g(x) = x?+1 qui appartient 2 P(G) pour tout G=1 et prenons
les polyndmes f(x) = x+(x2+1)*(x—a) avec des acZ tels que 2fa. Il y a une
infinité de tels polynomes f(x) non équivalents deux a deux, qui sont irréductibles
sur Q d’aprés le critére de Schénemann—Eisenstein et pour lesquels g( f(x)) est ré-
ductible sur Q.

D’autre part, soit p un nombre premier. Il y a une infinité de polyndmes normés
irréductibles f*(x)€ Z[x] de degré p, ayant des racines réelles et non équivalents
deux a deux, tels que f*(0)= =1 (prenons, par exemple, les polyndmes minimaux
des unités différentes de =1 des corps abéliens de degré p). Pour chaque f*(x)
prenons le polynéme f(x) = f*(x+1) étant également irréductible sur Q et ayant
des racines réelles. Ainsi, dans le premier cas (/*(0)=1) on a x—1[f(x)—f(1) =
= f(x)—1 et dans le second cas (f*(0)=—1)onax+1 = x— (=] f(x)—f(—1) =
= f(x)+1. Donc, en choisissant g(x) = x—1 ou x+1 respectivement, nous ob-
tenons que g(x)|g(f(x)) pour tout f(x). Par conséquent, dans ces cas les théorémes
2a et 2b (et les lemmes 18 et 19) ne sont pas valables.

4. Démonstrations des théorémes

Dans les lemmes 1—10 L désigne toujours un K-corps non réel. Nous aurons
besoin de quelques propriétés de ces corps que nous avons obtenues dans [8], [9]
et [10].

Lemme 1. Les sous-corps, les intersections et les compositions de K-corps sont
également de K-corps dans le corps des nombres complexes.

DEMONSTRATION : voir [9].

Nous avons trouvé I'inégalité (4. 1) originairement en collaboration avec L. Lo-
vAsz [8] dans la forme [Ny (2) = |Nyo(Re a)|, |Nyo(ilma)|, ou L désigne un
K-corps galoisien.

Lemme 2. Soit L un K-corps non réel de degré n et soit < L. Alors

(4.1) {No(@))*™" = {Nyo(Re 0)}>/" + {Ny,o (i Im a)}?/.
2
Ici I'égalité s’obtient si et seulement si Re 0=0, i Ima=0 ou [:?;:1] €0.

DEMONSTRATION: voir [9], dans le cas spécial §,, S,=@.

Lemme 3. Soit L un K-corps non réel et soient 0=, B L des entiers. Si u/p
est non réel, mais o= est réel ou purement imaginaire, alors on a

: " )
4.2) N”Q[aiﬂl = Ny o) = NLFQ('I)';NL!Q(ﬂ) .

DEMONSTRATION: voir également [9] ou [10].

Lemme 4. Soit L un K-corps non réel, soit n(x)c L[x] a coefficients entiers et
soient o;, %, des entiers réels dans L. Si I'on a

4.3) NL;Q(“:"“&) = 2[L:Q]NL;Q(“(“:)K(°E&)) =0,



304 K. Gy6ry

s 2@~ (o) = Ty @).

DEMONSTRATION: voir le lemme 7 du travail [10] dans le cas spécial S,, S,=J.
Si L est un K-corps et n(x) = fox*+---+p, € L[x], désignons par =(x) le poly-
noéme fox*+ .-+ p € L[x].

Lemme 5. Soit L un K-corps non réel et soit m(x) un polyném a coefficients
entiers sur L. S’il existe des entiers réels o, ..., o, (s=>deg ) dans L tels que leurs
couples (;, o) satisfaisant a (4. 3) forment un graphe connexe ayant s sommets, alors

on a n(x)=pn(x) avec un certain ¢ € L.

DEMONSTRATION: voir le lemme 8 dans [10].

Si f(x) = yox'+--+m€L[x], Ref(x)=Reyox'+--+Rey, iIm f(x)=
=iIm yoxt+---+iImy, et si L est un K-corps, alors on a Re f(x), i Im f(x) € L[x].
De plus, si f(x) est normé et irréductible sur L et si Re f(x), i Im f(x) =0, alors on a
nécessairement (Re f(x), i Im f(x))=const.

Lemme 6. Soit L un K-corps non réel et soit f(x) un polynom sur L tel que
(Re f(x), i Im f(x))=const. Alors f(x) n’a aucun diviseur n(x)#const. du type 7(x)=
=on(x) (¢€L) dans L[x].

DEMONSTRATION: voir le lemme 9 dans [10].

Lemme 7. Soit L un K-corps non réel, soit f, (x) € L[x] normé avec des coefficients
entiers réels et soit f(x) = f,(x) J] (x—)+x, ot ay. ..., %, (s=2) sont des entiers

i=1
réels différents et o est un entier non réel dans L. Soit de plus L’ un K-corps arbitraire.
Si les couples (x;, »,) satisfaisant a
(4 4) NL‘,Q(al- " 1*) = th:Q]NL,fQ (1) =0
forment un graphe connexe ayant s sommets. alors f(x) n’a aucun diviseur irréducti-

ble de degré <s sur L'. Par conséquent, si s = dezg f , alors f(x) est irréductible sur L.

Remarque. Le lemme 7 est une amélioration du théoréme 2 de [10]. Dans [10]
nous avons prouvé que ce lemme ne peut pas étre étendu pour des corps d’autre
type méme dans le cas ou au coté droit de (4. 4) se trouve une fonction arbitraire
des paramétres [L: Q] et Ny o(2).

DEMONSTRATION. Dabord nous prouvons que f(x) n’a aucun diviseur irréductible
de degré <s sur L.
Supposons qu’il existe une décomposition

S =n, (), (x); 7w (x), 7, (x) € L[x],

m;(x) étant un polyndme de degré <s. Alors on peut supposer que les polyndmes
7, (x) et m,(x) ont des coefficients entiers. De f(%)=x=0 on déduit

7ty (o) (o) = 0 (el o ¥)
et

ax = f(“.')fFTk) = my () ma () 7y () ma () = 7y () 7wy () 72 (2) 702 ().
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Mais — :
40 Nuo(m @) = Nug(m@))  (j=1,2; k=1,...,5),
par conséquent de (4.4) il résulte
Nf;g(“i—“t) - ZZ[L:Q]NLm(“@ = 22 [L:Q]NL;q(M(“f)’H (ai))NL;Q(ﬂz (=) sz(ak)) =0

pour chaque couple (z;, %) satisfaisant a (4. 4). On en déduit

Nyjo(2i— o) > 2L Q]NL,!Q(EI. (o) 7y (9&)) =0
ou
NL,I’Q (—) = U1y, L;Q(’Tz (27, (“t)) = 0.

Donc, d’aprés le lemme 4 on obtient

7y (o) e 71 (o) ,'{;(&5_ . N2 (o)
7y (o) 7y (%) 7y () 72 (o)’

c’est-a-dire
my (@) (o) ou  ma(a) 7y ()

7y (o) 7y () (o) 72 () = f(d;)@ = o = 0

est également réel, ainsi 7 ()7, (o) et 7, (x,)7, () sont simultanément réels. Donc,
on a

est réel. Mais

2y (@) 7T (@) = 7y ()T () = e€L

pour chaque (a;, %) satisfaisant a (4.4). Vu que le graphe de ces couples (x;, %)
est connexe, il en résulte =, (o)=p¢n, () (i=1, ..., 9).
Soit
(%) = Box*+ - + By (k=3)

et substituons les ay, ..., %, dans 7;(x). Alors du systéme d’équations obtenu on
déduit

1

oy () (=0, ..., k)

g

ﬁj=

avec des nombres réels ¢, €L. D’aprés =,(x)=¢n,(%) on en déduit nécessaire-
ment B,/B;=0 (j=0, ..., k), c’est-a-dire =, (x)=gmn,(x), ce qui entraine une contra-
diction d’aprés le lemme 6.

Soit maintenant L" un K-corps arbitraire et désignons par L” la composition
de L et L’. Alors d’aprés le lemme 1 L” est également un K-corps. Il suffit de dé-
montrer que f(x) n’a aucun diviseur irréductible de degré <s sur L”. Mais L"2L
et, si nous prenons la [L”: L]-iéme puissance de tous les deux cotés de (4. 4), nous

obtenons
Nyjg(i—a) = 2 N, (%) > 0.

Par conséquent, en appliquant le résultat, obtenu précédemment, pour f(x) et pour
L” au lieu de L, notre proposition est démontrée.

20 D
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Lemme 8. (CApeLLI*)) Soient f(x) et g(x) des polynémes normés a coefficients
rationnels, soit g(x) irréductible sur Q et soit o une de ses racines dans le corps des

nombres complexes. Si
) —a = 2§t (x) ... mr(x)

est une décomposition en facteurs normés irréductibles sur Q(x)=K, alors

@.5) g(/) = II N'(m(x) (N désigne Nycoyow)

est une décomposition en facteurs irréductibles sur Q.

DEMONSTRATION : voir [28] ou [19].

Dans le lemme suivant soit f(x)€Z[x] normé et supposons qu’il existe un
f1(x)] f(x), f1(x) € Z[x] ayant des racines réelles différentes. Désignons par L le corps
de décomposition de f; (x). Alors le lemme suivant est vrai:

Lemme 9. Soit G=1 une constante et soit g(x) un polynéme arbitraire tel que
g(x)€ P(G). Si le graphe des couples (;, o), formées des racines de f,(x) et satis-
faisant a

(4.6) [Nyjo (o — )| = (2G)* 9,

contient un sous-graphe connexe ayant s sommets, alors g( f(x)) n’a aucun diviseur
irréductible de degré —<sdegg sur Q, par conséquent le nombre de ses diviseurs ir-

réductibles est = % et en particulier de s = —d£2g-£ il résulte 'irréductibilité de

g(f(x)) sur Q.

Remarque. Ce lemme est une amélioration des théorémes 1” et 2” de [10], et
avec son aide on peut aisément améliorer aussi le théoréme 3 de [10].

DEMONSTRATION. Vu que les corps de décomposition de f; (x) et g(x) sont des
K-corps, d’apreés le lemme 1 le corps de décomposition L’ de f; (x)g(x) est également
un K-corps. De plus, on obtient

NL']Q('II"'at) = (26)“";0]
pour chaque couple (;, %) satisfaisant a (4. 6).

Soit g(x) = (x— B;) dans le corps des nombres complexes et soit, par exemple,
i=1
B1=p. Désignons par «,, ..., % les racines de f; (x) qui forment un graphe connexe
ayant s sommets (s=degf;). Alors on peut écrire

=B =hex) I =)~ P,

h(x) € L[x] étant un polyndme normé avec des coefficients entiers réels. D’aprés le
lemme 8 il suffit de considérer le cas s=2.

*) CAPELLI a démontré ce lemme originairement dans une forme moins générale (voir [28]).
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On a évidemment
G0 = {g(O))¥ 2" = {Nopg (B} @0 ® @ = Ny o (B).
Par conséquent pour les couples («;, ;) satisfaisant a4 (4. 6) on a
Nypo(ay—oy) = QG) A = 2[L’:Q]NL‘/Q(5) = 0.

D’aprés le lemme 7 il en résulte que f(x)—f n’a aucun diviseur irréductible de degré
<gs sur L', et par conséquent sur Q(f) non plus. Enfin, du lemme 8 on déduit que
le degré de chaque diviseur irréductible de g( f(x)) est =s deg g, c’est-a-dire le nombre

de ses diviseurs irréductibles est = gf . Donc, en particulier, de s = __g__{ on
déduit que g( f(x)) est irréductible sur Q.

Lemme 10. Soient f(x), g(x) € Z[x] des polynémes satisfaisant aux conditions du
lemme 9. Alors le nombre des diviseurs irréductibles de g( f (x)) sur un K-corps arbitraire

est =degg [ desgf :

DEMONSTRATION. Désignons par L’ le corps de décomposition de f;(x)g(x).
I suffit de démontrer que le nombre des -diviseurs irréductibles de g( f(x)) est

‘édcgg[%] sur L”, L” étant un K-corps arbitraire tel que L"2L’.

Soit g(x) = JJ] (x—p;) dans le corps des nombres complexes et prenons la
i=1

décomposition

g(f(x) = (f(x)=By)-..(f(x)=B,)

sur L’, ou les facteurs ne sont pas nécessairement irréductibles sur L’. Au cours
de la démonstration du lemme 9 nous avons prouvé que de (4. 6) il résulte

Npsjo(ai—o) = BEHIN (B) =0 @i=1,...,n).

Par conséquent, d’aprés le lemme 7 le degré des diviseurs irréductibles de f(x)—p;
(i=1,...,n) est =5 sur L”, c’est-a-dire le nombre des diviseurs irréductibles de

f(x)—Piest = [%
de g(f(x)) est 5;;[ ] deg [dcsgf :

Dans la suite dés:gnons par /() le maximum des valeurs absolues des conjugués
du nombre algébrique y. Si y est entier, alors on a évidemment A(y)=1. De plus,
si d et H(y) désignent le degré et la hauteur de y respectivement, alors h(y)=dH(y)
(voir A. Baker [1], p. 177.). Enfin, en supposant que y est un entier algébrique, on a

Ho)= max ({) o). =@y,

Dans Ies lemmes 11—17 soit K=Q(«) un corps algébrique de degré n,>1 et
de discriminant D,, « étant un entier algébrique. Désignons par «", ..., a™ les
conjugués de x arrangés de telle maniére que o', ..., o® soient tous réels et oo+ T

, a*? soient les conjugués complexes de a®*'*1, . «*20 respectivement.

]. 11 en résulte que sur L” le nombre des diviseurs irréductibles
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Ainsi on a n, = s+2t. 0¢ K étant un nombre arbitraire, désignons par 0, ..., (™
les conjugués de 0 correspondants aux conjugués o'V, ..., o™ de «. Soit r = s+1—1,
et soit D=|D,| une constante arbitraire.

Lemme 11. (A. BAKER [1]). Dans K il y a des unités n,, ..., n, telles que

4.7 Hogln -”[[ = —logD (1=j,k=r; j=k)
et
(4.8) r'log D = log |n®| = 2(r!+ 1) D™+ V2 og D (I=k=r).

Remarque. Dans [1] Baker a démontré ce lemme originairement avec D(x)
au lieu de D,. Notre proposition s'obtient immédiatement de la démonstration
de Baker, en prenant une base des entiers de K au lieu de la base 1, «, ..., 2™~ 1,

On en déduit aisément le lemme suivant:

Lemme 12. Pour les unités n,, ...,n, précédentes on a
(4.9)  logh(n) = 2m!|Dy|™+ V"2 log |Dy| = ¢y (m, D) (i=1, ...,r).
DEMONSTRATION. Employons le lemme 11 avec D=|D,|. Si pour un 1=i=r fixé
h(n;) = max |y/|, alors notre assertion s’obtient du lemme 11. Si h(yp;)=p"*"|,
1=j=r

alors de

L= [N@)| = |nfV)] ... Inf] [nE+ D)2 ... |nfe+9)2
on déduit

0 < log h(n;) = log |nf**"| = eLlloslrr.-‘“H o +2log[pft -1,

ou e,.,=1 si t=0, et e,,,=2 dans le cas 1=0. Donc, d’aprés (4. 7) et (4.8) on
déduit (4. 9).

Lemme 13 (A. BAKER [1]). Soit K un corps algébrique de degré n, et de dis-
criminant Dy avec des unités n,, ..., n, ayant la propriété précédente. Si P€K est un
entier, il existe un y=pn%...nb (b;€Z) tel que

1
(4.10) log i (y) = nicy(ng, DY)+ ™ log |Ng,o(B).

Remarque. La démonstration résulte des lemmes 11 et 12 (voir [1], p. 188 et 205),
en remplagant D par |D,].

Lemme 14 (A. BAKER—J. COATES [2]). Soit K un corps algébrique de degré
ny et de discriminant D,. Soient o, ..., 2,€ K (n=3) des entiers différents deux a
deux et soit 6 €K (6#0) un entier. Si max (h(c), h(x,), ..., h(%,))=H, alors on a
H(x), H(y)=c,(n., Dy, n, H) pour chaque solution x, y de I'équation

4.11) (x=a;3)...(x—0,y)=0

en entiers de K, oit ¢, est une constante calculable explicitement et dépendant seulement
de n,, D, net de H.
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Remarque. La démonstration du lemme se trouve dans [2], a la page 601. Dans
la démonstration les constantes sont calculables et elles ne dépendent que de ny, n, H
et de la constante D du lemme 11. En choisissant D=|D,|, on peut obtenir une con-
stante ¢,, calculable explicitement et dépendant seulement de n, n, D, et H, telle que
H(x), H(y)=c, pour chaque solution x, y de (4. 11) en entiers de K.

Nous remarquons que si x et p sont des nombres algébriques de degré d, et
d, respectivement et si H(x), H(f)=H, alors le degré de x+f, u-f et a/f (8=0)
est =d=d,d, et la hauteur de ces nombres est =(4dH*)? (voir [1], p. 205.).

Lemme 15. Soit K un corps algébrique de degré n, et de discriminant D, et
soient x, i, 7#0 des entiers dans K tels que max (h(z), h(B), h(y))= H. Il existe une
constante ¢y(n,, Dy, H), calculable explicitement, telle que H(x), H(y)=c3 pour cha-
que solution x, y de I'équation .

“4.12) ax+By* =7y
en entiers de K.

DEMONSTRATION. Avec les notations x'=uax, p'=a2p, y'=22y il suffit de con-
sidérer 1’équation x"3+f"y* = 3", ou pour A(f’ ), h(y”) on peut donner une borne

supérieure dépendant de H. Désignons par Vﬁ' I'une des troisiémes racines de
3

B (p'=0). Si g*=1 (¢#1), dans L=K(}p’, ¢) on peut écrire

(4.13) (x+VI3 »)(* LoV )& +eV B y) = 7'

T

les g*V B’ (k=0, 1, 2) étant différents. Le degré de ces nombres algébriques est = 3n,.
.

Si h(x)€ Z|[x] est le polyndme minimal de f’, alors le polyndme minimal de o*} §’

divise /#(x?) dans Z[x]. Donc, on a H(¢* Hf )=(3n,)**H(’) d’aprés un lemme de
C. SieGEL (voir [26], p. 176., Hilfssatz 3.). Ainsi, on peut obtenir une borne supérieure,

calculable explicitement et dépendant de m, et H, aussi pour h(g* I/ﬁ) De plus,
dans K il y a un élément J entier primitif tel que 4(8)=|D,|'/? (voir, par ex. [16],

p. 22).

e =
Le degré de Q(3, ¥p’) est =3ni=N. Par conséquent parmi les I5+f’
(I=0, ..., N*%) il existe au moins un nombre ayant la propriété qu’en remplagant

W
le nombre & et J§’ par leurs conjugués respectifs, les nombres obtenus seront dif-
férents deux a deux. En désignant par ¢; un nombre a cette propriété, g, sera un

- P
élément entier primitif du corps Q(d, J ') (voir par ex. [14], p. 73., Satz 709). et
; I
pour H(o,) = H(I6+Vp’) on peut donner une borne supérieure dépendant seule-
3
ment de H(J), H(VF) et n, Cest-a-dire de n,, D, et H. En adjoignant ¢ au corps

Q(a,), on obtient déja le corps L=Q(s,) avec un nombre entier ¢, et on peut don-
ner de la méme fagon une borne supérieure, calculable explicitement et dépendant
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seulement des paramétres précédents, pour le degré, pour la hauteur et ainsi aussi
pour le discriminant de ¢,, qui est valable aussi pour le discriminant |D;| de L
d’aprés D, |D(c,). Par suite, en conséquence du lemme 14 on peut obtenir une
borne supérieure, calculable explicitement et dépendant de n,, D, et H pour H(x"),
H(y), x’, y étant une solution arbitraire de (4. 13) en entiers de L. Enfin, il en résulte
qu’on peut évidemment donner une borne supérieure aussi pour la hauteur des solu-
tions x, y de (4. 12) en entiers de K.

Dans ce qui suit nous désignons par K un corps algébrique de degré n, et de
discriminant D,. Considérons les solutions (f8,, f,, f:) de I'équation

(4. 14) Bi+B.+Bs =0, BB2B3=0

en entiers de K. Appelons les solutions (81, B3, B3) et (BT, B2, B3) associées entre
eux, si (B7, B3, B3)=(eB}, &P, ef3) avec une unité ¢ de K.

Lemme 16. Soit G'= 1 une constante et soit (B, ., B3) une solution de (4. 14)
telle que

(4.15) [Nko(B)ls [Nkjo(B2)ls [Nk jo(B3) = G

Alors il existe une solution (B1, B3, B3) de (4. 14) associée a (B,, B., B) telle que
max (h(B}), h(B2), h(B3)=cs(ny, Dy, G*). Par conséquent, le nombre des solutions de
(4. 14) satisfaisant a (4. 15) et non associées deux a deux est =cs(n,, Dy, G'), ¢4
et cs étant des constantes calculables explicitement et dépendant seulement de ny,
Dy et G'*).

DEMONSTRATION. Soit (fi,, f,, i) une solution de (4. 14) en entiers de K,
satisfaisant a I'inégalité (4. 15). Désignons par n,, ..., n, les unités obtenues dans
les lemmes 11 et 12. Alors, d’aprés le lemme 13 il existe des entiers y; dans K de la
forme y,=pn...nb= (b;€Z, i=1,2,3) tels que

(4. 16) h(y)=ce(n,, D, G")
avec une constante ¢, calculable explicitement. De (4. 14) il résulte

VAN e NP PN P = — Y,
avec des c¢;;€Z convenablement choisis, ol (y n{''...q5m, YanPt.05r, 73)=
=(f1, B2, B3) est une solution de (4. 14) associée a (f,, f,, ;). Mais I'égalité pré-
cédente peut étre écrite sous la forme

4.17) 11X+ =7,

ou y¥=—yni...nfr et ¢;=0,1 ou 2 (i=1,2; j=1,...,r). D’aprés le lemme 12
pour /4(y{) on peut donner une borne supérieure calculable explicitement et dépendant
seulement de n,, D, et G". Ainsi, d’aprés le lemme 15 on peut également donner une
borne superieure pour H(x), H(y), c’est-a-dire pour H(y5x*), H(y3)%), H(B)), h(B])
et, enfin, aussi pour le nombre des solutions.

Lemme 17. Soit K un corps algébrique de degré n, et de discriminant Dy, soit

m
G'=1 une constante et soit f(x) = [] (x—a;) avec des entiers différents a; dans
i=1

*) Addition. Les constantes c,, ¢; peuvent étre encore un peu améliorées.
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K. Désignons par 4(f, G')=%(f) le graphe des couples (v;, %) satisfaisant a I'in-
égalité

(4.18) [Nx,‘q(ﬁi—“t)i »G.

Il y a une constante c,(ny, Dy, G"), calculable explicitement et dépendant seulement de
n., Dy et G', telle que dans le cas m=deg f>=c; ou 4(f) a un sous-graphe connexe
ayant plus de m/2 sommets ou bien 4( f) se constitute de deux graphes complets ayant
m|2 sommets et disjoints 'un de Iautre.

Remarque. Soit particulierement K un K-corps non réel, soit x€ K (z#0) un
entier non réel et soient o, ..., a,, € K des entiers réels différents. Si m est assez grand

par rapport a iy, |D,| et Ny ,o(2), alors d’aprés les lemmes 7et 17 f(x) = [J] (x—o;) 4+
i=1

est irréductible sur tout K-corps ou bien il se décompose en deux facteurs irréducti-
bles de degré m/2 sur K (en supposant que m est pair).

C’est probablement le premier cas qui se réalise toujours concernant %( /) dans
le lemme, mais pour démontrer cette conjecture il faudrait résoudre un probléme
diophantien trés difficile (voir la Proposition 3).

DEMONSTRATION. Supposons que %(f) n’a aucun sous-graphe connexe ayant
plus de m/2 sommets. Alors 4( f) se constitue au moins de deux sous-graphes con-
nexes de sommets = /2, disjoints deux a deux (en considérant les sous-graphes ayant
un sommet aussi comme connexes). Soient ces sous-graphes ¥,,...,%,, lorsque

ﬂﬁ=gﬁ.

Considérons d’abord le cas s=3. Désignons par % le complémentaire du graphe
%(f). Choisissons deux graphes, par ex. 4, et 4,, des graphes précédents de telle
maniére que le nombre de sommets de ¥, et de %, soit minimal. Prenons un sommet
o; et oy de ¥; et de ¥, respectivement. Soient o, ..., %; les sommets des autres
sous-graphes. D’aprés I’hypothése r=m/3. Considérons dans % tous les triangles

ayant les sommets o;, o, et o; (t=1, ..., r). Alors, d’aprés la définition de % on a

(4.19) [Nkjo (ot — )|, | Nxjo(ai, — )|, |Nkjo(2i — )| = G
et
(4.20) (e — ) + (2, — o) + (2, — ) = 0.

Vu que D(f)#0, les différences considérées satisfont a (4.14) et (4.15), Les
(o —ot;,, o, — oy, 2;—0) (¢=1,...,r) sont des solutions de (4.14) non associées
deux a deux. En effet, si (x,—a;,, o —o;, oy —a) et (o —o,., %, —%, % —a) sont
associées, alors o, —o;, = o —a;. et ;. —o; = o;,.—%;, par conséquent o =o;.,
ce qui est impossible. Ainsi, d’aprés le lemme 16 on a r=c5(n,, D;, G') avec la con-
stante ¢5 qui se trouve dans le lemme 16. Donc, on obtient m= 3¢5, c’est-a-dire dans
le cas m=3cs on a nécessairement s<3.

Ensuite considérons le cas s=2. Vu que 4(f) = 4,U%, et le nombre des
sommets de ¥, et de ¥, est =m/2, nous obtenons ici nécessairement une égalité,
c’est-d-dire m=2m’, m" étant le nombre des sommets de %, et aussi de %,. Si par
exemple %, n’est pas complet, alors il existe des sommets «;, %, dans ¥, tels que
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(4, %)§¥,. Dans ce cas désignons par o, ..., %, ., les sommets de ¥,. Vu que
%, et ¥, sont disjoints, on a (x, %), (%;,, %) €9 pour tout 1=r=m’, c’est-a-dire

|Nkso (@ —a;)|s [ Nkjo (2, — )]s [Ngjg(ti—)| = G

(o — ;) + (o, — o) +(2;—0) = 0

pour tout 1=7=m". Il en résulte de la maniére précédente que m’=cs avec la con-
stante ¢s précédente. Par conséquent, si s=2 et m>2cs, alors ¥, et ¥, sont com-
plets. Ainsi, on peut choisir ¢;(m, Dy, G')=3cs et notre proposition se trouve
démontrée.

DEMONSTRATION du théorémel a. Soit f(x) = ﬁ’ (x—ua;) € Z[x] avec des entiers

i=1

différents «; dans K et soit g(x) € P(G). Soit G'=(2G?)"™ et prenons le graphe %(f)
des couples (;, o) satisfaisant a I'inégalité (4. 18). D’aprés le lemme 17 il y a une
constante cg(ng, Dy, G)=c,(n, Dy, G") calculable explicitement telle que dans le
cas m=>cg ¥(f) a un sous-graphe connexe ayant plus de m/2 sommets ou bien %( f)
se constitue de deux graphes complets %, ¥, ayant m/2 sommets et disjoints I'un
de 'autre. D’aprés (2G2)=(2G)" et d’aprés le lemme 9 on en déduit que g( f(x))
est irréductible sur Q ou bien il se décompose en deux diviseurs irréductibles de
degré deg g m/2 (m étant pair). Dans le premier cas notre proposition est démontrée,
ainsi dans la suite nous ne considérons que le second cas.

Donc, soit f(x) € Z[x] un polyndme normé de degré m=2m’=>cg avec des racines
différentes de K, tel que g( f(x)) soit réductible sur Q pour un g(x)€ P(G) lorsque
%(f) se constitue de deux graphes complets ¥, et ¥, ayant m" sommets respectifs

et disjoints I'un de l'autre. Soit f(x)=f,(x)>2(x), fi(x) = H(x a), [(x) =

H (x—o) ou ¥, et ¥, contient les racines de f; (x) et de fz(x] comme sommets
i=1
respectivement. D’apres I'hypothése g( f(x)) est réductible, ainsi par suite du lemme
9, il se décompose nécessairement en deux diviseurs irréductibles de degré m’ deg g.
Si I'on désigne par z une des racines de g(x) dans le corps complexe, d’apreés le
lemme 8 on peut écrire

(4.21) f(x)—o = f1(xX)f5(x)—a = 7y (xX)r,(x)

avec des polynomes normés 7, (x), m,(x) € Q(2)[x] a coefficients entiers et de degré
m’=m/2. Désignons par L la composition de K et du corps de décomposition de
g(x). D’aprés le lemme 1 L est un K-corps non réel. Soit

4.22) 71 (X) = [1(X)+ ¢, (%) = f2(x)+ @1(x),

ol ¢, (x), ¢ (x) € L[x] sont des polyndmes a coefficients entiers et de degré = m"—1.
De plus, d’aprés la définition de £, (x) on a @, (2)=n,(x)=0 (I1=i=m’"). Vu que
(o, ) €% (f) pour tout couple i, k (1=i, k=m’; i#k), on a pour ces couples

Nyjo(#i—a) = (2G2)ILK1 = DIL:Q1 g2 (Q))iL:QVn —
— 2”':Q]{Notu)m(az)}u:m’r" . ZIL’Q]N;_;Q(az) b
= 2[L:QINL;Q(751 () 7z () 7y (o) 72 (“k)) =
= 2[L:Q]NL/Q(RI (al)ﬁl(ak)) = 2[LTQ]NL;Q(¢1(9‘O(P1 (“t)) = 0. (n=deg g)

et
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Mais le graphe des couples (z;, o) est connexe et a m’>deg ¢, sommets, d’ou il
résulte d’aprés le lemme 5, que ¢, (x)=0, @, (x) avec un g, € L. On peut démontrer

de maniére analogue que ¢;(x)=0;;(x) avec un certain g;¢L. Si maintenant
les polynémes @,(x), ¢3(x)€L[x] & coefficients entiers et de degré = m’—1 sont
définis par

(4.23) 2 (x) = £1(X) + @2(x) = f2(x) + @2(%),

alors on peut démontrer de la méme fagon que @,(x) = 2, ¢,(x) et @3(x) =
= 0503(x), oll ¢,,03€L.
De (4.22) et (4.23) on déduit

T () _ @a(@) _
T2 (%) @2(%)

a@ = P () &=
@) @)
et en conséquence de (4. 21) il en résulte

04 et 2

& _ m@)m )
4.24 i — gt SN Y
( ) a  wy () (%) O
On peut prouver de maniére analogue que ¢f05=g¢. En conséquence de (4.22) et

(4. 23) on peut écrire (4. 21) sous la forme

FH1(Df2(x) = = 7 (x)72(x) = {/1(x) + 9, ()} {/2(x) + @2 (x)},
c'est-a-dire
(4.25) —a = f1(X)92(X) +/2(x) 91 (x) + @1 (x) @2 (x).

Mais les racines, et par conséquent aussi les coefficients de £, (x) et de f5(x) sont
réelles. Donc, en prenant le conjugué complexe de (4. 25), on obtient

(4.26) —02 = 03 f1(X)@3(X) + 2, [2(X) @ (X) + 2, 0391 (X) 3 (x).

En multipliant (4. 25) par ¢; et en prenant la différence de ce produit et de (4. 26)
on a

(4.27) @y (x)|xo—ags = x03(e1 —1).

Supposons que xg;(¢; —1) = 0, c’est-a-dire o1 =1 ou p5=0. Ici 93 =0 est évidem-
ment impossible. Si o;=1, alors on a g;=¢. Dans ce cas, en multipliant (4. 25)
par ¢ et en divisant la différence de ce produit et de (4. 26) par @, (x)=0, on déduit

0= (¢e—e)f2(x)+e(1—e))@2(%).

Mais deg /> =m’ et deg o3 = m’—1, d’ou il résulte o, =p=9, 0,, de plus, de ’égalité
obtenue on déduit 1—9, = 0, ce qui entraine g=1 et &= d’aprés (4. 24). C'est une
contradiction d’aprés I'hypothése concernant g(x).

Donc, 205 (0; — 1) = 0et par conséquent ¢, (x)=¢, =0 est un entier dans L. Ainsi,
dans (4. 25) @;(x) est également une constante, car dans le cas contraire le degré
du cote droit de (4. 25) serait au moins m’+1. On en déduit que ¢;(x)=¢;#0 est
également un entier dans L. On peut démontrer de la méme fagon que ¢ (x)=¢] #0,
@, (x)=, =0 sont des entiers dans L.
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De (4. 22) et (4. 23) on conclut
(4.28) LX) —f2(x) = 01— 01 = 02— 92,
d’ou, en éliminant f;(x) et en le substituant dans (4. 25), nous obtenons

—(2+0103) = (@1 + @3)f>(x).

Il en résulte x+ @ ¢@; = Oet @, +¢5 = 0, C’est-a-dire @5 = — ¢, . Par suite de (4. 28)
on en déduit p] = —¢, et

(4.29) L) =fi(x) = @1 +0;, a=—0,0,.

Vu que f, (x) et f5(x) sont des polyndmes a coefficients réels, ¢, +¢, est réel
et ainsi @, ¢, sont des entiers non réels dans L. De plus, ¢,/¢@;=n est non réel,
parce que dans le cas contraire on aurait ¢, +¢, = ¢ (1+n) = @, (1+n)etn=—1,
c'est-a-dire @, +¢, = 0 et f;(x)=/>(x), ce qui est impossible.

Nous allons démontrer que ¢, +¢, est une unité dans K, en supposant que
I’on a encore m=2(2G)"=cq (G, n), c’est-a-dire ¢, =2 {2¢1/"(0)}". En effet, si ¢, +¢,
n’est pas une unité dans K, alors pour un idéal premier P de K on a P'|¢,+¢,,
c'est-a-dire N(P') = |N x/0(¢ 1+ ;)| avec un entier rationnel /= 1. Dans ce cas d’aprés
le lemme 3 on obtient

(4.30) {(N(PHYLK = Niolo+@3) = Z[L:Q]NL}Q(‘pl 0;) =

= QLN o(z) = 2EQ g (OYL A < (Jeo)-8);  (n=degg).
Il y a une classe résiduaire (mod P) dans laquelle se trouvent au moins m’/N(P)
éléments parmi les nombres «,, ..., a,.: soient ces éléments par exemple «,, ..., %y~

(m”"=m’|N(P)). Considérons maintenant 1'égalité (4.29) (mod P). Alors nous ob-
tenons

(=)™ (X =g 1) oo (X =) = (¥ —2]) ... (x—%)  (mod P)
Mais la décomposition des polynémes en facteurs irréductibles (mod P) est unique,
par conséquent on peut écrire, par exemple, a;=---=a,.=a, (mod P). De (4.29)
on déduit

m!
l_ﬂ; (2 —2)) = @+ @3,

d’ou P™ |p,+¢, et m”"=I/. D’autre part, en conséquence de notre hypothése et de
(4.30) on a

m > ¢y = 2N'(P) = 2IN(P),
c’est-a-dire

7 = o = i =
- NP 2N(P)

et c’est une contradiction. Donc, si m=>cg, cq, alors de (4. 29) on obtient
(4.31) LX) —fi(x) = (x—a))...(x—ap)—(x—ay)...(x—2a,) = &

avec une unité ¢< K réelle.
Enfin, nous montrerons que ¢ =+1, f,(x) et f5(x)€Z[x] et « est de la forme
(2. 2). Désignons par S;(f,), S;(f>) et S;(f,f>) la i-iéme function symétrique élé-

[

m
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mentaire des racines de f;, f, et f; f, respectivement (i=1, 2, ...) et soit S,(f;)=
=So(f2)=1. Alorson a

“.32) SifD) = .‘%i S RIS D =1, ).

Draprés f(x)=f, (x)f,(x)€Z[x] on déduit S;(f;f2)€Z (i=1,...,2m"). De plus, en
conséquence de la rélation qui existe entre les racines et les coefficients, de (4. 31)
on déduit

(4.33) S:(fy) = Si(f2) =1 cccn ' ~1)
et
Sw(f2) = S (1) L.

Ainsi dans le cas i=1 de (4. 32) et de (4. 33) on conclut S, (f; f)=2S,(f,), c’est-a-
dire S, (f,)€ Q. Mais S,(f,) est un entier dans K, ainsi on a nécessairement S, (f;)=
=8,(f2)¢Z. Supposons que pour k =1,...,i—1 (i=m'—1) on a S,(f))=
=S (f2)€Z. Alors, d’aprés (4. 32)

Sif, fz)—kg S ()Se(f) = S +Sif) = 28:(f0).

d’ou 2S;(f,)€Z, par conséquent S;(f;)=S;(f;)€Q. D'autre part, ces nombres
sont entiers dans K, ainsi S;(f,)=S;(f>)€Z. De (4. 32) on déduit de la méme fagon

@WH) Sl +Swlf) = SwlfifD =2 SwrrDSUD =

u étant un nombre entier rationnel. De plus, d’aprés

4.35) Sw (f)Sw (f2) = Same(f1./2) = v
onav=3_S,.(f)S,.(f3)eZ. 1l en résulte que S, (f;) et S,-(f>) sont des racines de
1’équation

t2—ut+v =0,

d’ou
Vit —av
(4.36) Sw(f) = 2EE =%
et e
FVu*—4
Swlf)) = = V;_—”-,
c’est-a-dire +e=Su(f2)=Sw(f)) = +Vui—4v.

Vu que ¢ est une unité réelle dans K, on déduit u>—4v > 0. D’autre part, dans le
cas u?*—4v = 1 on obtiendrait

INxjo(®) = |Nijo( £ V2 —4v)| = 1,

ce qui est impossible (¢ étant une unité). Ainsi, en conséquence de u, v€Z on a
nécessairement u?—4v = 1, e=+1 et u=1 (mod 2). Donc, de (4. 36) il résulte que
S (1), Sy (f2)£Z et on en déduit f, (x), f>(x) € Z[x], car f;(x) et f5(x) sont des
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polynomes normés. De plus, d’aprés ¢, +¢, = e =x1let(4.22) ona ¢, = n,(x)—
—f1(x)€0(x) et @, € Q(«), tandis que de (4. 29) on déduit x = —¢,(£1—¢,) =
= @,(p;F1) et enfin & = @(@—1), en choisissant p=¢, ou ¢ =—0@,.

Donc, si m=cg, ¢y et g( f(x)) est réductible, alors « est, en effet, de la forme
(2. 2) et f(x) peut s'écrire sous la forme f(x)=f; (x)f;(x) avec des polynémes f; (x),
f2(x) & coefficients entiers rationnels tels que f,(x)—f,(x) =+1, ce qui prouve
notre assertion.

DEMONSTRATION du théoréme 1b. Désignons par ¢(D,, G) la constante ¢(2, D,, G)
obtenue dans le théoréme la. Si f(x) et g(x) satisfont aux conditions du théoréme 1b,
alors, d’aprés le théoréme 1la, en cas de m=deg f>c(D,, G) g(f(x)) est irréductible
sur Q ou bien f(x) est de la forme (2. 1) et les racines de g(x) satisfont a (2. 2). Nous
allons montrer que dans ce cas il n’y a pas de polynémes exceptionnels f(x) de
la forme (2. 1) de degré «grand». Dans le cas contraire on pourrait écrire f(x)=

=f1(xX)f>(x) et
(4. 37) L) =f1(%) = P21 (%)... p25(X) =Py (X)... Py, (x) = 1,

pif(x) € Z[x] étant des polynémes normés de degré =2. Alors, dans cette décomposi-
tion de f;(x) et f3(x) il y a tout au plus quatre polyndémes p(x) linéaires. En effet,
si 'on a, par exemple p,;(x) = x—a; (i=1, ..., 5), alors |p,,(a])|=1 pour cinq
entiers rationnels a;, ce qui est impossible. Donc, en cas de m=44, f,(x) a un di-
viseur irréductible du deuxiéme degré, par ex. p,,(x) = (x—a")(x—x?) et f5(x)
a au moins neuf diviseurs irréductibles du deuxiéme degré, par ex. p,;(x) =
= (x—aV)(x—2{?) (1=i=9). De (4. 37) il résulte

Nijo(afP —ah), Ny,o(afV —a®) = £1.

Par conséquent, il y a au moins trois 7 différents, par exemple i=1, 2, 3, pour les-
quels du coté droit des égalités suivantes se trouve le méme signe, par ex. + et —,
c’est-a-dire

Nijo(@® —a®) = @V —2) @ —a®) = 1,

Nijo(@fV —a®) = (@ —a@) (@(? —aV) = - 1.

Mais ce systéme d’équations n’admet au plus que deux solutions (x{", {?) en
nombres complexes, ce qui entraine une contradiction. Donc, en cas de m=>44 il
n’y a pas de polynémes f(x) exceptionnels de la forme (2. 1) et, d’aprés le théoréme
la, de m=deg f>max (c(Dy, G), 44)=c,(D,, G) il résulte I'irréductibilité de g( f(x))
sur Q.

Dans la suite il suffit donc de considérer le cas ou m=deg f=c,. Alors f(x)
peut s’écrire sous la forme

@39 W= [[G-a) [p@) = I] c-a) I] (=) (x—af?)

avec des entiers rationnels différents a; et avec des polyndmes normés p (x) € Z[x]
du deuxiéme degré et irréductibles sur Q dont les racines «{", «{? appartiennent
a K (et naturellement on a k+2/ = m = ¢,(D;, G)). Nous montrerons qu’il y a
une constante c¢,(D;, G) calculable explicitement telle que || /*||=c, (D, G) pour
un polyndme f*(x) équivalent a f(x), en supposant que g( f(x)) est réductible sur Q
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pour un g(x)€P(G) (sauf pour certains g(x) et certains f(x) du quatriéme degré
que nous allons déterminer dans la suite).

Dans le cas /=0 cette proposition s’obtient immédiatement du théoréme Ic
avec une constante ¢, calculable explicitement et dépendant seulement de G.

Dans la suite nous nous occuperons du cas /=0. D’abord nous représentons les
racines des diviseurs irréductibles p;(x) de f(x) sous la forme la plus favorable.
Désignons simplément par d le discriminant D, de K. Alors K=Q(Yd), d étant
positif. 1 et w forment une base des entiers de X, ou

y—;, si d=0 (mod4),
W= -
i+2Vd , si d=1 (mod34).

Si maintenant « = w+uvw (1, v€Z) est un entier arbitraire dans K, alors en appli-
I v y v v
quant la substitution x=u, P (premier cas) ou x = u+5, Yoy (second cas),

on peut écrire = x+y)d, ol x, 2v€ Z (premier cas), x—y, 2y € Z (second cas).
On en déduit que dans (4. 38) «f" et 2f* peuvent étre représentés sous la forme

(4.39) oV = x;+y,Vd, of® =x;—y,¥d,  y#0,

ou donc x;, 2y, € Z et x;—y;, 2y; € Z respectivement (i=1, ..., /).

D’abord consndérons le cas k=0, c’est-a-dire prenons tous les polynomes f(x)
«de la forme (4. 38) a propriété précédente et n'ayant pas de racines entiéres ration-
nelles. Représentons les racines des f(x) sous la forme (4.39) et désignons par
4(f, G)=%(f) le graphe des couples («/”, x/") (j,j =1, 2; 1=1i, k=) satisfaisant &

(4.40) |Ngo@@ —ad™)| > (2G>

Nous allons démontrer que %( f) est connexe pour chaque f(x) excepté peut étre
lorsque max |y;/=¢" et (pour /=1) max |x;—x,| = ¢/, c’est-a-dire lorsque | f*|=c"

pour un f *(x) équivalent a f(x), ¢ —c (d G), ¢"=c"(d, G) et ¢” =c”(d, G) étant des
constantes calculables explicitement et dépendant seulement de d et G. Ces poly-
ndmes, nous les appelons exceptionnels. Si maintenant f(x) n’est pas exception-
nel, c’est-a-dire si () est connexe, alors d’aprés le lemme 9 g( f(x)) est irréducti-
ble sur Q pour tout g(x) € P(G) et notre proposition (dans le cas k =0) est démontrée.

Prenons d’abord le cas /=1. En cas de |No(2i"—a{?)|= |Nk,o(2y,¥d) | =
4dy =(2G?)? 9(f) est connexe. D’autre part, si |y,| =G?/Vd, alors il y aun poly-
ndéme f* équivalent & £ pow lequel ||f*| = ¢*(G, d) avec une constante ¢* calculable
explicitement.

Considérons ensuite le cas /> 1. Soit / (x) représenté de nouveau sous la forme

(4.41) f(x) = I}(x—a.-‘“) (x—af?)
i=1
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et considérons les représentations de forme (4. 39) des «f", «/*. Supposons que
pour un 1=j=/

- (262)2 G?
4.42 > ¢ = max{—s—, —=}.
4.4 i vl
Pour tout i#j prenons
(4.43) Nx;a(“}”_a}z’) = Nx,ra(zy_flr/a) = MJ’},

(4.44) NK;Q(“i“}—%(”) oy NK;Q(%”"“}“) o= (xi_xj)z"d(yi'—yj)z
et
(4.45) Nx;g(“i(“—x}z)) o NK;Q(“i(Z)—“}“) - (-"i—x;‘)z—d(}'i"'J’j)z-

De (4. 42) et (4.43) il résulte (2}, 2j?)) €% (/). De plus, pour tout i=j la valeur
absolue de (4.44) ou de (4. 45) est =>(2G?)?, c'est-a-dire (z{", (V) et ({2, «{?)
ou (", af?) et (af?, 2f"’)€%(f), parce que dans le cas contraire pour la valeur
absolue de la différence de (4. 44) et (4. 45) on obtiendrait |2dy;|= |4dy,y;|=2(2G?)?,
ce qui est impossible d’aprés (4. 42). Par conséquent, de (4. 42) on déduit que %(f)
est connexe.

Ensuite supposons que max |y;|=c¢”, mais max |x;,—x,| = ¢’ = 2Y4dc"?*+(2G*)>.

1s=isl ik

x;—xl

2
= V4dc"*+(2G?)2. Si par exemplex ;—x, = ¢’/2, alors en prenant j=1, le c6té droit
de (4. 44) et de (4. 45) est =(2G>)?, par conséquent (x{*, "), («f?, a{?), (2/V, a{?)
et (/?, alP)eF(f), cest-a-dire le sous-graphe formé de a{V, x{?, oV, o/ est
connexe. On peut montrer de la méme fagon que le sous graphe formé de a{", a{?,
afV, of? est également connexe. Vu que pour tout 7 le graphe formé des sommets
afV, af?, afV, af® ou afV, uf?, afV), af?) est connexe, %( f) est également connexe.
Enfin, si max |y|=c¢” et max |x;—x,| = ¢’, alors f est équivalent a un polynéme

1=is=l ik

f* tel que || f*|=c"(d, G), ¢” étant une constante calculable explicitement.

Soit ensuite m=c, un nombre naturel et prenons une couple /, k, ol / et k
sont des nombres naturels tels que 2/+k = m. Le nombre de ces couples /, k est
=c¢,. Dong, il suffit de démontrer que si pour une couple /, k fixé et pour un poly-
néme normé f(x) € Z[x] de la forme (4. 38) le graphe %( /) ne contient aucun sous-
deg f

2
f(x) tel que || f*]| =¢,(Dy, G) (sauf les exceptions obtenues dans le cas /=1, k=2),
ol ¢, est une constante calculable explicitement. En conséquence du lemme 9 il
en résultera I'irréductibilité de g( f(x)) pour tout g(x)€ P(G), sauf peut étre dans.
le cas ou || f*|=c,(Dy, G) pour un polyndme f*(x) équivalent a f(x).

Dans la représentation f(x) de la forme (4. 38) soit

=

On peut supposer que x,=---=x, et, pourtout | =/=/, x,—Xx; ou x;—x, =

sommets, alors il y a un polyndme f*(x) équivalent a

graphe ayant plus de

[ k
L@ = -G et 6= [] —a)
1= i=
Désignons par 4( 1), 4(f>) et (f) les graphes formés a la base de I'inégalité (4. 40)
des racines de f; (x), f> (x) et de f(x) respectivement. Soient o{ ", x{?) de la forme (4. 39)
aussi dans ce qui suit.
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Dans la suite nous allons distinguer de nouveau plusieurs cas. Les racines de
/>(x) soient arrangées de telle maniére que a; <---<a, (k=1).

D’abord considérons le cas k=1. Si max |y|>c” ou bien (pour />1)
1=isl
max |x;—x;|=c¢" avec les constantes introduites dans le cas k=0, alors ¥(f;) est
ik
connexe. Mais dans ce cas le graphe ¥(f), ayant 2/4+ 1 sommets, contient un sous-

2/+1 m

graphe ayant plus de = =rp sommets, notamment le graphe #%(f,). D’autre
part, si max |y|=c¢” et (pour />1) max |x;—x;| = ¢/, mais max |x;—a,| >
1=i=l i, i

> Vdc"*+(2G*)?+¢’, alors on a
(4.46) ij—alf = |(xi—ay)—(x;—x)| = |x;—ay| —|x;i—x;] >
- (AT +¢) ¢ = VAT QG = ¢
pour tout 1=j=/ Ainsi d’aprés (x;—a,)? > dc"?+(2G?)? = dy} +(2G*)? on déduit
(4.47) INK,-‘Q(a}l)"al)l = [Nx,'e(x}z)—“m e ](xj-al)z—dyfl - (262)2

pour tout 1=j=/. Donc, (2}, a,) et (2}, a,)€ % (f) et il en résulte que ¥ (f) est
connexe. Enfin, si I'on a méme max |x;—a,| = ¢+c’, alors on peut obtenir un f*

équivalent a f (par exemple en choisissant @, =0) tel que | /*|=c¢; avec une con-
stante c¢5 calculable explicitement et dépendant seulement de G et de d.
Ensuite soit k=2 et a,—a,; = 4(2G?)2 Nous allons distinguer plusieurs cas.
a) D’abord supposons que (pour /> 1) max |x; —x,| = ¢’ =max(c’, 13(2G*)*+1)et
ik

max |y;|=c"=max (c¢”, 4¢") avec les constantes obtenues dans le cas k=0. On
15i=1

peut évidemment supposer que |x,|= 4. Simaintenant |a,| > 2(&' +dc"* +3(2G*)* +1),
alors d’aprés |a;| +|a, —a;| = |a,| on a |a;| = |a,|—|a, —a;| = 2(¢' +dEe"* +(2G?)* +1)
pour tout j et

|ngg(1:(”— j)l = |NK;Q(°E1(2)— j)l - ](xi—“j)z—dyﬂ =

>4~ xl—dy? = 5 la) ~& —de -1 > 26,
Par conséquent, (", a;), (2{*, a;)€¢%(f) pour tout i et j, c’est-a-dire %(f) est
connexe. Si 'on a méme |a,| = 2(&'+dc"*+3(2G*)*+1), alors d’aprés a;—a, =
= q,—a, = 4(2G?)? on a |a;| = 2(¢"+dé"*+5(2G?)*+1) pour tout j. On en déduit
qu’on peut donner pour | f|| une borne supérieure calculable explicitement et dé-
pendant seulement de G et de d.

b) Si max |y;|=¢” ou (pour /=1) max |x;—x,| = &, alors en conséquence de

1=i=1 ik

1
= E|.¢zj—:c,-|—.:e'yfz

la premiére partie de notre démonstration (cas k=0), et d’aprés ¢’=¢’, ¢"=c", 4(f1)
est connexe.

Supposons d’abord que /=1 et |x;—x;.| = &’ pour une couple x;, x;-. En choisissant
|x#|=%, 9(f) ne change pas et |x;| = ¢"—1.

Si maintenat |a;|=8(2G?)? pour un j, alors d’aprés a,—a;, a;,—a, = a,—a, =
= 4(2G%)? on a |a,|=12(2G?)? pour tout & et ainsi |a,+a,| = 24(2G?)? pour tout
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couple s, i (s=h). Ici (2{V, a,) et (2{?, a,) ou bien (z{*, a,) et («{?, a,) €% ( f), parce
que dans le cas contraire la valeur absolue de

(4.48) NK,:Q(“{“’“‘“:) = Nx;g(al(z)—as) = (xi_as)z_‘dyiz
et de
(4.49) Nxm(a{”—a,,) o Nx;q(ax(z]—ﬂb) = (xl_ah)z_dyiz,

serait =(2G?)?, c’est-a-dire pour leur différence on obtiendrait
2(2G?)? = 28 —2—24(2G%)? < |2x| — |a, + a,| = |as—ay| |a,+ @, — 2x)| = 2(2G?)?,

ce qui est impossible. Donc, en considérant les couples (a, , a,), (a3, ay), ... le nombre

de ces couples est = et il y a dans toutes les couples au moins un élément

a, tel que (Y, a,), (2{?, a,)€%(f). Vu que ¥(f,) est connexe, il en résulte que
k—1 k—1

% ( f) a un sous-graphe connexe ayant au moins 2/+ 3 sommets, ou 2/+ = o
» 2+k _m
- I

D’autre part, si la;|>8(2G?)* pour tout 1=j=k, alors d’aprés a,—a, = 4(2G*)?
les a; ont le méme signe, c’est-a-dire |a,+a,| = 16(2G?)* pour tout couple a,, a,
(s#h). De plus, si (a,, a,) est une couple arbitraire, alors par exemple (a,, xf"),
(a,, 2f?)€%9(f). En effet, dans le cas contraire en remplagant i par i” dans (4. 48)
et (4. 49) la valeur de ces nombres serait =(2G?)? et pour leur différence on obtien-
drait
16(2G*)*—1 = |a,+a,|— |2x;| = |a,—ay||a,+a,—2x;| = 2(2GY)?,

ce qui entraine une contradiction. Donc, %( f) a un sous-graphe connexe ayant au
-1 b ok Ay k-1 _m
5 sommets, ou 3 5

Ensuite supposons qu'en plus des hypothéses originaires on a |y,/=¢” pour
un et (pour />1) max |[x;—x;| = &, c’est-a-dire, par exemple, |x,|=% et max |x;| =

ik 1=j=1

= ¢’+1. Si pour tout 1=h=k on a (", a;) et (¥, a,)€ %(f), alors 9’(jf1) étant
connexe, ¥ ( f) est également connexe. Dans le cas contraire, si pour un 4 on a (z{", a,)
et (2/?, a,) ¢ 9(f), Cest-a-dire

[Nk @V —ay)| = |Nkjo(@f? —ay)| = |(xi—a)* —dy}| = (2G%)%,
alors d’aprés (2G2)? = (d—1)¢"* < (d—1)y? on déduit

&<yl = Yy —(2GY)? = |xi—a,| = x|+ a4y,

moins 2/+

d’ou
= - - 3 -
@y =" =|x| == 1= T -1
Mais d’aprés a,—a, = 4(2G?)? les signes des a, sont égaux et, en conséquence de

4(2G?*? = |a,—a,| = |a,|—|a,|, c'est-a-dire de |a] = |a,|—4(2G?)* = %E"—l—-
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il-gi — % ¢”, on obtient |a,+a,| = % ¢” pour tout s. Ainsi («{", a,) et (2/?, a,) €
€ % (f) pour chaque s#h, parce que dans le cas contraire la valeur absolue de (4. 48)

et celle de (4. 49) seraient =(2G?)?, c’est-a-dire pour leur différence on obtiendrait

132G?)?—2= ;— s %c 28 —2 < |a,+a|—[2x] =

= |a,—a,| |ay+a,— 2% = 2(2G°)%,

ce qui est impossible. Donc, #(f) a un sous-graphe connexe ayant 2/+(k—1) =
20+k _ m

2.5 3

Enfin, soit k=2eta, —a, > 4(2G*)% Alors a,—a; ou a;—a; > 2(2G*)? pour
tout 1=j=k, par conséquent ¥( f,) est connexe.

Soit 1=i=/ un indice arbitraire, mais fixé et considérons un indice 1=s=k
tel que a,+a; # 2x; (s#k) ou ag+a; # 2x; (s#1). Dans le cas k=3 il y a un
tel s, mais dans le cas k=2 il n’y en a pas nécessairement. Si @, +a, # 2x;, on peut
choisir par exemple s=1, et si @, +a;, = 2x; et k=3, on peut prendre s=2. Main-
tenant, en choisissant convenablement I'indice 1 ou &, on peut méme assurer |a, —a,/
ou |a,—a;| = 2(2G?*)2. Donc, pour h=1 ou pour h=k on a simultanément a,+a, #
# 2x; et |a,—a,| = 2(2G?)%. On en déduit que, pour ces indices s, & et pour 7, la
valeur absolue de (4. 48) et de (4. 49) n’est pas simultanément =(2G?)?, car dans le
cas contraire pour la valeur absolue de leur différence on obtiendrait

sommets.

2(2G%)? = |a,—a,| = |a, +a,—2x;| = 2(2G?)?,

ce qui est impossible. Par conséquent, il y a un sommet de %( f;), par exemple a;,
tel que («f?, a,), (2f?, a,)€%(f), ce qui est vrai pour tou i dans le cas k=3. Il en
résulte que @( f) est connexe.

Finalement prenons le cas k=2 (et a,—a, > 4(2G?*)?). Si max lyil=c" et

(pour /=1) max |x;—x,| = ¢/, alors en choisissant par exemple |x,| = ; on déduit

max |x;| = & +l D’abord supposons que |a,| ou |@,| = 2(¢"+dc"*+(2G?)*+1).
1=i=l

En prenant par exemple le premier cas, de (4. 47) il résulte que (2{", a,) et (¢}*, a,) €
€% (f) pour tout j, c’est-a-dire ¥(f) est connexe. Ensuite, en supposant que |a,|
et |a,| = 2(c¢’+dc"?+(2G*)?+1), on peut donner pour || f| une borne supérieure
calculable explicitement et dépendant seulement de G et de d.

D’autre part, si I'on a max |y;|=¢” ou (pour />1) max Ix;—x;| = ¢’, alors
1=i=l
%( f,) est connexe (voir le cas k=0) et ainsi dans le cas />1 ';’9’(f) contient un sous-

i % sommets. Si /=1 et a;+a, # 2x,, alors

pour I'un des a; on a (z{", @), (2{?, @) €% (f) (voir le cas k=2), et par conséquent
% (f) est également connexe.

Enfin, il suffit de considérer le cas ot k=2, a, —a, = 4(2G?*)* I=1,a, +a, = 2x,
(ol on peut choisir 2x, =0, £1) et |y,|=c”. Dans ce cas a, —x; = x; —a,, ainsi

graphe connexe ayant 2/ >

21 D
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pour i=1, s=1 et h=2 les nombres (4. 48) et (4. 49) sont égaux, c'est-a-dire leurs
valeurs absolues sont simultanément =(2G?)? ou =(2G?)2. Dans le premier cas
%(f) est connexe. Quant au deuxiéme cas, de 1’égalité de (4. 48) et de (4.49) il
résulte

(4.50) (@ay—x)?—dyt = (x;—ay)*—dy} = 1

avec un nombre entier rationnel 7 tel que 0<|t|=(2G?*> Vu que f,(x) =
=(x—aiV)(x—af?) = x?=2x; x+(xi—dy]) et f(x) = (x—a;)(x—ay) = x*—
—2x,x+a,(2x,—a,), en vertu de (4. 50) on déduit

(4.51) Six)—f2(x) = .

Supposons que pour un f(x) a cette propriété et pour un g(x)€ P(G), g(f(x))
est réductible sur Q, c’est-a-dire f(x)—= est réductible sur Q(x), « étant une des
racines de g(x) dans le corps des nombres complexes. Alors on peut écrire

(4.52) Jx)—2 = 7 (X)m(x)

avec des polynomes normés x,(x), m,(x) a coefficients entiers de Q(x). Vu que
%(f,) et %(f,) sont connexes, d’aprés les lemmes 7, 8 et 9 on a nécessairement
deg m; =deg m,=2. Ainsi m,(x) et n,(x) peuvent étre représentés sous la forme

(4.53) (%) = f1(0) +9,(x) = 2(x) + 1 (%)
et
(4.54) m2(X) = f1(x) + 92(x) = f2(x) + @2(x)

avec des polyndémes ¢, (x), @1(x), ¢,(x), @2(x) & coefficients entiers de Q(«) et de
degré =1. Mais (4. 51), (4. 52) et (4. 53) sont de la méme forme que (4. 21), (4. 22)
et (4. 23). Ainsi, en appliquant le procédé de la démonstration du théoréme la, on
peut prouver que

01(¥) =9y, @1(x) =01, 0:(x) = @2, @3(x) = @3

sont des constantes et ¢, = — @3, @, = —@;, 2 = —@; ¢3. Par conséquent, de (4. 51)
et (4. 53) on déduit
(4.55) 1= f1(x)=f2(x) = @1 + 03,

et en choisissant ¢;=¢ (¢ € Q(2) est un entier), on a & = @ (¢ —1). Donc, si g( f(x))
est réductible sur Q, alors f; (x) et f5(x) sont nécessairement de la forme précédente,
de plus, on a (4. 50) et on obtient « = @ (¢ —1) pour un entier ¢ € Q(x) et pour un
t entier rationnel tel que 0<|f|=(2G?)%. Mais alors, d’aprés la Proposition 5, il y
a une infinité de polynémes f(x) du quatriéme degré et ayant la propriété précé-
dente, pour lesquels g( f(x)) est donc réductible sur Q et tous ces f(x) peuvent étre
représentés par des formules récurrentes. Enfin, n,>1 étant donné, d’aprés la Pro-
position 4 il n’existe qu'un nombre fini de polyndémes g(x)< P(G) de degré =n,
tels que pour une racine « de g(x) et pour un 1€ Z (0<|t|=(2G?*)?*) a = ¢ (9 —1)
soit résoluble pour ¢ en entiers de Q(x) et ces g(x) peuvent étre déterminés par un
nombre fini d’opérations. Ainsi nous avons caractérisé tous les polyndmes normés
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f1x), g(x) (g(x)€ P(G); f(x)€ Z[x] ayant des racines différentes dans K) pour les-
quels g( f(x)) peut étre réductible sur Q, et notre théoréme est démontré.

DEMONSTRATION du théoréme Ic. Soient a; =---=a,, et supposons que a,,—a,; >
> 4G—1. Dans le cas m=2 on a
auw—ay , 1
5 + > = 2G
sauf, peut étre, pour un i (1 <=i<m). Alors, d’aprés a,,—a, = 2G le graphe des couples
(a;, a;) satisfaisant a

a,—a; ou ag,—a, =

lai—a| = 2G

a un sous-graphe connexe ayant m—1 > m/2 sommets. Par conséquent, du lemme
9 il résulte I'irréductibilité de g(f(x)) sur Q pour tout g(x)€ P(G).
D’autre part, dans le cas m=2 d’aprés

PSRy K [ 7

nous obtenons de nouveau I'irréductibilité de g( f(x)) pour tout g(x)€ P(G). Donc,
si g( f(x))est réductible sur Q pour un g(x) € P(G), alors on a nécessairement a,, —a, =
= 4G—1, d’ou on obtient m=4G.

Pour la démonstration des théorémes 2a et 2b nous aurons besoin encore de
quelques lemmes.

Lemme 18. Soit G=1 une constante et soit f(x)€Z[x] un polynéme normé
irréductible sur Q avec des racines réelles et soit o« un des racines de f(x). Si le corps
Q(x) est primitif, c’est-a-dire, par exemple, si m=deg f est un nombre premier et

(4.56) D(f) > (2Gy"-",

alors g( f(x)) est irréductible sur Q pour tout g(x) < P(G).
Ensuite considérons le cas ou deg f=3.

Lemme 19. Soit G=1 une constante. Si f(x)€Z[x] est un polynéme normé de
degré m=3 ayant des racines réelles différentes et si

(4.57) D(f) > @Gy,
alors g( f(x)) est irréductible sur Q pour tout g(x) € P(G).

DEMONSTRATION du lemme 18. Soient les racines de f(x) oV =a, o®, ..., o™
et soit K=Q(«V, ..., 2™). En conséquence de I'hypothése K est réel. De plus,
désignons par %(f, G)=%(f) le graphe des couples (z'", x®) satisfaisants a

(4.58) | N (@ —a®)| > (2G)X: 21,

Soient {«'!), ..., a9} les sommets d'un sous-graphe connexe maximal de #(f). En
conséquence de (4. 56) et de
D= I @—avy
1=i<j=m
on a
I Ni@?—a9) = (D(f)KQ = 2G)K:Qmim-1)

l=i<j=m

1%
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1l en résulte que pour au moins une couple j=i
|Nkig (@ —a®)| > 2G)**2,

c’est-a-dire s =2. De plus, en désignant par I' le groupe de Galois de f(x), I' est
un sous-groupe du groupe d’automorphismes de %(f). Par conséquent, ¢ {a("),
s o} et y{oeM, ..., 2} sont identiques ou bien disjoints pour tout ¢, y€r.
Ainsi on peut écrire m = t-s et il y a des automorphismes ¢,, ..., ¢, tels que
@y {2V, ..., a®}, L, @ {0t ..., 2™} soient disjoints deux & deux. Alors tout y €I
permute ces ensembles entre eux. Soient S, ..., f; les fonctions symétriques élé-
mentaires de «(), ..., o et soit B un élément primitif de K’=Q(B,, ..., B,), c'est-
a-dire soit f=k(By, ..., B)=h(), ..., ) avec des polyndmes h, k & coefficients
rationnels. Il en résulte que fy=h(xV g, ..., 2® ¢@;)=p¢p; pour tout y et pour un
@; convenablement choisi. Par conséquent, le nombre des conjugués de ff est =1,
d’ou [K’:Q]=t. Mais, en conséquence de la construction de K, les nombres a(!),
..., o™ sont des nombres algébriques de degré =s sur K’ et o'V est de degré
m = t+s sur Q. Il en résulte que K’ est un sous-corps de Q(x) et 1=[K":Q]=t<=m.
Vu que le corps Q() est primitif d’aprés ’hypothése, on a nécessairement K'=Q,
t=1. Donc, on déduit s=m, c'est-a-dire ¥( f) est connexe, et ainsi d’aprés le lem-
me 9 g(f(x)) est irréductible sur Q pour tout g(x)€ P(G).

DEMONSTRATION du lemme 19. D’aprés le lemme 18 il suffit de considérer le cas
ou f(x) est réductible sur Q.

m
Si f(x) = ][] (x—a;) avec des nombres entiers rationnels différents a;, alors de

i=1
(4. 57) on déduit
laj—a;| = 2G

pour au moins une couple i<j. Il en résulte que le graphe ¥ (f) défini par (4. 58)
deg f
2

“le lemme 9 g(f(x)) est irréductible sur Q pour tout g(x)¢ P(G).

D’autre part, si f(x) est réductible sur Q et si ses racines ne sont pas tous entiéres
rationnelles, alors on a nécessairement f(x) = (x —aV)(x—x?)(x—a), o acZ et
f1(x) = (x—aM) (x —a?) € Z[x] est irréductible sur Q. Maintenant D(f)=D(f,)f(a)
et il y a deux possibilités. Si

D(f1)=(26)*

alors, en désignant par K le corps Q(«'", «(»), on a

Nf-;g(x“’—-x‘z’) = {D(fl)][x:m = (ZG)”K’QJ.

Par conséquent, %( f) contient un sous-graphe ayant plus de degf/2 sommets, ainsi
d’aprés le lemme 9 g( f(x)) est irréductible sur Q pour tout g(x)€ P(G). Enfin, si
D(f,)=(2G)?, alors de (4. 57) on obtient f7(a)=>(2G)*, c’est-a-dire

Nxo(f1(@)) = NEg(a—a'V) = Nijp(@a—a?) = (2G)2 %2,

On en déduit que ¥( f) est connexe et ainsi g( f(x)) est irréductible sur Q aussi dans
ce cas pour tout g(x) € P(G).

sommets, c'est-a-dire d'aprés

contient un sous-graphe connexe ayant plus de
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Le lemme suivant est au fait une généralisation de notre résultat concernant les
nombres algébriques entiers de discriminant donné (voir [11]):

Lemme 20. Soit D=1 une constante et soit f(x)€ Z[x] un polynéme normé tel
que 0<|D(f)\=D. Il y a des constantes c¢,(D), c¢,(D) calculables explicitement et
dépendant seulement de D telle que degf=c,(D) et | f*|=c,(D) pour un f* équi-
valent a f.

DEMONSTRATION: voir [11].
Nous démontrerons simultanément les théorémes 2a et 2b.

DEMONSTRATION des théorémes 2a et 2b. Soient f(x), g(x) des polyndmes ar-
bitraires, satisfaisant aux conditions du théoréme 2a ou 2b (c’est-e‘l-dire dans le cas
p=5 f(x) soit irréductible sur Q).

Si _

D(f) = (2G**-D

alors d’aprés les lemmes 18 et 19 g( f(x)) est irréductible sur Q.
D’autre part, si
0 < D(f) = 2G)y*»-1,

alors d’aprés le lemme 20 il y a une constante ¢, (G, p), calculable explicitement et
dépendant seulement de G et de p (plus précisément de (2G)?(~ 1), telle que | f*| =
=c,(G, p) pour un f* équivalent a f. Dans le cas deg f= 3, c’est-a-dire dans le théo-
réme 2b on peut prendre ¢,(G)=max (¢, (G, 2), ¢, (G, 3)) et ainsi nos théorémes sont
démontrés.

DEMONSTRATION du corollaire. Si f(x), g(x)€ Z[x] sont des polyndmes normés
tels que I'irréductibilité de g( f(x)) s’obtient d’un de nos théorémes, alors, en con-
séquence de nos démonstrations, le graphe défini par (4. 6) contient un sous-graphe
deg f

2
viseurs irréductibles de g( f(x)) sur un K-corps arbitraire est en effet = degg - [
= deg g.

sommets. Ainsi, d’aprés le lemme 10, le nombre des di-
degf] X
===

connexe ayant § =
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