Eine Bemerkung iiber das Maximum von Summen
orthogonaler Funktionen

Von KAROLY TANDORI (Szeged)

1. Fiir ein im Intervall (0, 1) orthonormiertes Funktionensystem {¢,(x)}7 bil-
den wir die Lebesgueschen Funktionen

1

Ly(es;x) = [

0

S o@end (N=1.2,..).

Es sei {4,}7\ eine Folge von Zahlen 4,=1 (n=1, 2, ...). Fiir eine reelle Zahlenfolge

{a,}T setzen wir
1

I{@.}7: {4} = sup f(lsqp @i pi(x) + -+ +a;0;(x)|) dx,

{oal 0 =i=j
wobei sup bedeutet, dafl das Supremum fiir jedes in (0, 1) orthonormiertes System

{0, ()7 gebildet wird, fiir welches

1

1) J (sup Ly({gn}; x)/2y)dx = 1

besteht.
In einer vorigen Arbeit ([2], S. 138.) haben wir die untere Abschidtzung

ll{an}T: {lu].ll = CI |ail U: l! 2* )

bewiesen. (Im folgenden bezeichnen C,, C,, ... positive, absolute Konstanten.)
In dieser Note werden wir die folgende, stirkere untere Abschitzung zeigen.

<% 1/2
Es gilt |{a,}7; {4}l = Cz{ = a,f} fiir jede Folge {a,}T .
n=1
2. Es sei

1
I{a7I* = sup J (sup laipi()+ - +a;0,(9)) d,
Pni O

1=i=
wobei sup bedeutet, daBB das Supremum fiir jedes in (0, 1) orthonormiertes System
{on)
{0, ()} zebildet ist, fiir welches
(2) Ly({@.): x) = 1 (Osx=1; N=1,2 ;.)
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gilt. Da aus (2) die Ungleichung (1) fiir jede Folge {4} mit 4,=1 (n=1,2,...)
folgt, gilt
{aa}7s {2}l = {an} 71"

fir jede Zahlenfolge {@,}7". Unsere Behauptung folgt also aus dem folgenden Satz.
Satz. Fiir jede Zahlenfolge {a,}7 besteht

& 1/2
Ha}TI* = Cs [ ;03] .

3. Nach der Definition von |[{a,}{|* ist es geniigend, die Ungleichung

N 12
3) et I* = C, [ : as]

fir jede natiirliche Zahl N zu beweisen, wobei {a,}} die Folge {a,, ..., ay,0, ...}
bedeutet.
Mit z{® (n=1,2, ...) bezeichnen wir die Haarschen Funktionen: es sei also

nx =1 0<x<]l),

L(x) = Q%) k=241 m=0,1; ...; 1 %I%2%),

wobei
V2" (x€((2k—2)/2m+1, 2k —1)/2m+1)),
I () =1=y2" (x€((2k—1)/2m+1, 2k/2m+1)),
0 sonst.

Bekanntlich gilt
(4) Lyl{r): %) = 1 0=x=1;: N=1,2,...).

(Siehe z. B. [1], 46—50.)
Zum Beweis von (3) bendtigen wir den folgenden Hilfssatz.

Hilfssatz. Ist {b,}7 eine monoton nichtwachsende Folge von nichtnegativen Zahlen,
dann gilt

N

1 : N 1/2
f bkxk(x)idxzcs[ZbE] el )
§ k=1 | k=1

Dieser Hilfssatz ist bekannt. (Siehe [3], Bemerkung an der Seite 935.)

4. Beweis des Satzes. Es sei {g,}7" eine Zahlenfolge und N eine natiirliche
Zahl. Die Indexfolge {I, ..., N} zerlegen wir in Indexfolgen I{', ..., 'V, I{¥, ..
ooy 112 folgenderweise: jede I(V (1=p=r), bzw. jede I/* (1=g=p) ist eine im
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strengen Sinne monoton wachsende Folge von natiirlichen Zahlen zwischen 1 und
N, zwei verschiedene Indexfolgen haben kein gemeinsames Glied, jede natiirliche
Zahl zwischen 1 und N gehért zu einer von diesen Indexfolgen, weiterhin ist jede
Folge {a,},c1,» (1=p=r) monoton nichtwachsend mit positiven Gliedern, bzw. jede
Folge {a,,},,“tza (1=q= p) ist monoton nichtabnehmend mit nichtpositiven Gliedern.

Es seien
A2(1) = Z (v N SR S 7 Y ) 2
nGI € 0 1o

HOES _. a2 2 ay  (q=1....0)

ﬂ€l né U],[:]
Wir setzen weiterhin

(1) = (AW + -+ 251 (), H(D) +-- +43(1) (I=p=r),
J2) = (A3Q)+ - +22.,2, 3Q)+ - +22(2) (I=g=0).

Offensichtlich sind diese Intervalle paarweise disjunkt, und gilt

(0, l)—[UJ(l)] [U J(2)]

Fiir eine in (0, 1) definierte Funktion f(x) und fiir ein Intervall 7= (a, 5)( (0, 1))
setzen wir

X—a
f(; x) = f[b_"{] (@a<=x=<b),

0 sonst.

Die Liange eines Intervalles / bezeichnen wir mit |/].

Wir definieren ein in (0, 1) orthonormiertes System {¢,(x)}7 folgenderweise.
Die Indexfolge {N+1, N+2,...} zerlegen wir beliebigerweise in paarweise dis-
junkte Indexfolgen J{', ..., JV, J3), ..., J?., Es sei @,(x) fir ac iV UJD der
Reihe nach mit den Funktionen

l . - ..l___
o 21 (,(1); x), Vi 2l (1); %)y -

gleich, und es sei ¢, (x) fir ne 1/ UJ/» der Reihe nach mit den Funktionen

1
= X1(J¢(2); x), — x2(J,(2); ), ...
A A R R
gleich. Offensichtlich ist dieses Funktionensystem {¢,(x)}7 in (0, 1) orthonormiert.
Weiterhin, aus (4) ergibt sich durch einfacher Rechnung, daB (2) besteht.
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Auf Grund der Definition von |{a,}}||* und des Hilfssatzes erhalten wir wei-
terhin
dx =

1|l »
Ha¥1* = [ | 3 aupu(x)
0 k=1

N
2 ai @y (x)J dx =

Z axwa(x) dx + j

p=17y (1) ¥ a=17,(2)k
= C, { 4 VI,(1)( 2‘ “1)”2'*'2 V7,2) ( Z az)uz}
p= 1 nell nell?
N 1/2
—o{( 3 @+ 3 @)=c, zas] .
ve (g e b =
p=1 gq=1

Damit haben wir (3) bewiesen.
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