Ein Vollstindigkeitskriterium bis auf eine gewise Aquivalenzrelation
fiir eine verallgemeinerte Postsche Algebra

Von G. N. BLOCHINA (z. Zt. Rostock), W. B. KUDRJAVCEYV (z. Zt. Rostock),
G. BUROSCH (Rostock)

In der vorliegenden Arbeit werden die in den Arbeiten [1], [2] begonnen Unter-
suchungen verallgemeinerter PosTscher Algebren fortgesetzt. Im Unterschied zu den
genannten Arbeiten wird hier eine Algebra B, Z=({0, 1}, {0, 2}, {1, 2}) betrachtet.
Die Elemente dieser Algebra sind alle diejenigen Funktionen, die von drei Arten
von Variablen aus den Mengen X={x,, x;, X3, ...}, Y={y{, ¥2, .., Z={zy, 25, ...}
abhiéingen, wobei die Variablen x;, y; bzw. z; Werte aus {0, 1}, {0, 2} bzw. {1, 2}
annehmen, jede Funktion ebenfalls Werte aus nur einer dieser Mengen annimmt und
voneinander verschiedene Funktionen Werte in voneinander verschiedenen der drei
Mengen annehmen kdnnen.

In der Menge aller Untermengen aus P, wird eine Aquivalenzrelation eingefiihrt,
indem man Teilmengen dquivalent nennt, wenn sie bis auf Umnumerierung der Va-
riablen ein und dieselben Funktionen von einer Veridnderlichen enthalten. Ein Sys-
tem N von abgeschlossenen Klassen aus ¥B; stellt ein Vollstindigkeitskriterium
fiir eine vorgegebene Aquivalenzklasse 9 dar, wenn eine belicbige Menge aus der
Klasse 21 dann und nur dann vollstindig in P, ist, wenn sie in keiner Klasse des
Systems N als Teilmenge enthalten ist.

Das grundlegende Resultat dieser Arbeit besteht in folgendem: es wird eine
Menge U gebildet, die aus der Klasse L aller linearen Funktionen und allen den-
jenigen fastvollstindigen Klassen aus By besteht, die Invarianzklasse einer ge-
wissen abgeschlossenen Menge von Funktionen einer Variablen sind, und das Prob-
lem geldst, fiir welche Aquivalenzklassen 2 die Menge U ein Vollstandigkeitskriterium
liefert.

Die betrachtete Aufgabenstellung verallgemeinert das bekannte Vorgehen von
KoLMOGOROFF und SALOMAA, welche die Vollstindigkeit von solchen Mengen der
zwei-, bzw. k-wertigen Logik untersuchten, die simtliche Konstanten bzw. die Per-
mutationsgruppe der k& Elemente enthalten ([3], [4]). Aus unserem Hauptresultat er-
gibt sich insbesondere als eine leichte Folgerung die Losung der erwiihnten Aufgaben-
stellungen von Kolmogoroff und Salomaa fiir die Algebra ;. Es ist zu bemerken,
daB die von uns betrachtete Aufgabe nicht dquivalent zur Bestimmung aller fast-
vollstindigen Klassen aus Py ist, genauer daB in der Struktur ; im Unterschied
zu der k-wertigen Logik und den Algebren B, P aus den Arbeiten [1], [2] fast-
vollstindige, von L verschiedene Klassen existieren, die nicht Invarianzklasse einer
abgeschlossenen Menge von Funktionen von einer Variablen sind. Das bedeutet
einen wesentlichen Unterschied zwischen 5 und den anderen angegebenen Algebren,
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da in letzteren die allgemeine Losung der Vollstindigkeitsaufgabe gleichwertig mit
der Bestimmung der fastvollstindigen Klassen vom Typ L und aller derjenigen
fastvollstindigen Klassen mit der genannten Invarianzeigenschaft ist. Unsere Uber-
legungen basieren auf den Arbeiten [1], [2], [5], [6]. Die im folgenden nicht definierten
Begriffe werden sinngeméB dort erklért.

§ 1. Grundbegriffe und Resultate

Seien mit A, A, bzw. A5 die Mengen {0, 1}, {0, 2} bzw. {l, 2} bezeichnet und
drei abzdhlbare Alphabete X={x,, x,,...}, Y={y,,»;, ...}, Z={z,,2;, ...} be-
trachtet, fiir die die Variablen x;, y; bzw. z;, Werte aus 4,, 4, bzw. A3 annchmen.
Die Menge aller Funktionen f(Xq, ..., Xgy Vs cves Vis Z1s 205 2,), die Werte in genau
einer der drei Mengen A,, A, oder A; annechmen bezeichnen wir mit Py, wobei-
T={A,, A,, A;} gesetzt ist. Danach besteht also P; aus Funktionen, die Werte in
A,, A, oder A; annehmen. Alle hier im weiteren nicht definierten Begriffe werden in
Analogie zu denen aus der Arbeit [1] eingefiihrt.

Fiir MZ P, bezeichne M" die Teilmenge aller Funktionen aus M, die von
hochstens einer Veridnderlichen abhiingen, und bedeute [M"]; die Menge aller
Funktionen, die aus Funktionen der Menge M) durch Umnumerierung der Ver-
dnderlichen hervorgehen. Wir sagen, dall die Mengen M, M, S B, dquivalent sind,
wenn [M{Vx=[M3"]x ist.

Wir werden mit (M) die Klasse aller zu M S B, dquivalenten Mengen aus P,
bezeichnen.

Seien N,.N,, ..., N, abgeschlossene echte Teilmengen von R;. Wir sagen,
das System N dieser Teilmengen stellt ein Vollstindigkeitskriterium fir die
Aquivalenzklasse 9 dar, wenn ein beliebiges Element der Klasse 9 genau dann
vollstindig ist, wenn es in keinem Element der Menge 9 als Teilmenge enthalten
ist. Die Menge aller Aquivalenzklassen, fiir die das System N ein Vollstindigkeits-
kriterium darstellt, nennen wir den Wirkungsbereich des Systems 9.

Eine Menge M P{" von Funktionen ein und derselben Verinderlichen v
nennen wir regulir, wenn v€ M, fiir jede Menge 4;,i=1. 2, 3 gilt M4« () wenn jece
in [M] enthaltene Funktion f(v) auch in M liegt.
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Wir sagen, eine Funktion f(x,, ..., X5, ¥15 --es Ve» 215 ---5 2,) 1dBt die regulire
Menge M invariant, wenn fiir beliebige zuldssige Funktionen g;, 4;, ki,
ic{l,...,shjefl, ..., t};1€{l, ..., u} aus Mauch f{gy, ..., &g Bys ..o ey Kqy .. s k)
in M liegt.

Die Klasse aller Funktionen, die die regulire Menge M invariant lassen, be-
zeichnen wir mit U(M). Man sieht unschwer, dafl [M(M)]=U(M) ist und, falls
M von der Menge aller Funktionen die von v abhéngen, verschieden ist, gilt (M )=
=P,. Wir definieren mit Hilfe der folgenden Tabelle die Funktionen einer Ver-
dnderlichen in P;.

Wir zihlen einige Familien von abgeschlossenen Klassen auf. Dabei nehmen wir
stets an, daB die entsprechende Menge U (M) definiert, d.h. M ein regulires Sys-
tem ist.

Die Familie S, besteht aus den Klassen

U,=U({0, 1, x, x}), U,=U({0, 2, y,7}), Us=U({1, 2, 2,2}).
Die Familie S, besteht aus den Klassen
Us=U({x, e,, e3}), Us=U({x, e, e.}), Us=U({x, e;, e3}),
U,=U({x, e,, e4}).
Die Familie S, besteht aus den Klassen
Usg=U({y, es, €5, €g}), Ug=U({x, ey, 5, €3}), Ujo=U({x, e;, €3, ey}).
Die Familie S, besteht aus
U= U({x, e, e, e3,¢e4)), U,=U({y, es, ¢, e, eg}),
U|3=U({z, €5,€10, €11, €12})
Die Familie S5 besteht aus
Uis=U({x, %, e;, €5, €3, €,}).
Die Familie Sg besteht aus
Uys=U({0, 1,2, x, %)), U;s=U({0, 1,2, 3, 7)), U;,=U({0, 1, 2, z, 2)).
Die Familie S, besteht aus
Uis=U({0, 1,2, x, ey, e3}), Ujo=U({0, 1,2, x, e,, e,}),
U,o=U({0, 1,2, x, €5, €3}), Uy =U({0, 1, 2, x, e,, e}).
Die Familie Sg besteht aus
Usa=U({0, 1,2, X, %, €, €3}), Us3=U({0, 1,2, x, X, €3, €4)),
U,s=U({0, 1,2, 5, 7, €4, eg}).
Die Familie Sy besteht aus
Uss=U({0, 2}), Uz=U({1.3}). Uz;=U({2, x}).
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Die Familie S,, besteht aus
Uys= U({C', z, eg}), Uypo= U({O- Z, ell})’ Uso= U([l’ ¥s 96})s
Us1=U({l, », es}), Us2=U({2, x, e3}), U3z = U({2, X, es})-
Die Familie S,, besteht aus
Uss= U({O, Z 2})v Uss= U({l, Vs f})’ Use= U({2, %5 5‘-})
Die Familie S,, besteht aus
Usy= U({O, Z, €9, € 1})» Usg= U({O’ z, €9, €13}), Usg= U({O: z, €50, €12}),
Uso=U({1, y, €5, eg}), Uy =U({l, y, €5, e4}), Us=U({1, y, €5, €s}),
Uss=U({2, x, ¢y, es})s Uss= U({Z, X, €3, ‘—’3})’ Uss= U({2= X, €2, 94})-
Die Familie S;; besteht aus
Uss=U({0, 2,2, €9, €10}), Us7=U({0, 2, Z, e,4, €12}), Usg=U({1, », J, €5, €6}),
Usw=U({l, 5,7, e, eg}), Uso=U({2, x, %, €, €5}), Us;=U({2, x, X, €3, ey}).
Die Familie S, besteht aus
Us,=U({0, 2, €9, €, €12}), Uss=U({0: z, €9, €10, €12}),
Uss=U({1,y, €5, €5, e5}), Uss=U({l, y, €5, e, eg}),
Use=U({2, x, €3, €3, &,}), Us;=U({2, x, e,, e;, e3}).
Die Familie S, besteht aus
Uss=U({0. z, €9, €10, €11, €12}), Uso=U({l, 1, €5, ¢, €7, €5}),
Uso=U({2, x, ey, e, €5, e4}).

Die Definition von linearen Funktionen wird analog wie in der Arbeit [1] vor-
genommen.

Die Familie S, besteht aus der Menge L aller linearen Funktionen.

Mdoge U die Menge U,, ..., Usz, bedeuten.

Wir betrachten folgende Mengen, die aus gewissen Funktionen von x, y be-
zichungsweise z bestehen.

Fy={es,e;,e5,66, X, 3, X, , 2},
Fz={e1,eas €11 3129.]7’ 2, X,V Z},
Fy={ey, e, €3, €4, X, Z, X, ¥, 2},
F4={e19 €;€11,€12, X, Z, X, ), z}s
Fs={e;,e;,ey,€5,7,2, X, 9, 2},
Fs={e;, e, 7,64, %, 2, X, ¥, 2},
F-,={e3,e4, e7, eSs ?, 2, X, ¥, z}s
Fg={es, €5, €9, €10, X, Z, X, y, 2},
Fy={es, €5, €9, €19, y, Z, X, ¥, 2},
Fio={xX, y, %, x, y, 2}.
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_ Satz 1. Das System W stellt genau dann ein Vollstindigkeitskriterium fir die
Aquivalenzklasse 2 dar, wenn fiir keine der Mengen F,, F,, ..., F,, eine Teilmenge
von F; Element von U ist.

Satz 2. Wenn der Wirkungsbereich des Mengensystems W den Wirkungsbereich
des Mengensystems W enthdlt, gilt M2 1.
§ 2. Einige Hilfsaussagen und der Beweis von Satz 1

Lemma 1. Sei
M = ‘B)Zl."f’ U {e,’,',-‘(u), e: J (U)! eﬁk (“’)}

lefi,j, k} = {1, 2,3}, {u,v,w} = {x, 5,2}, Ve{X,Y,Z}.

Damit gilt [M]=";.

und

BEwEIs. Offenbar gibt es fiir jedes Paar von Mengen 4,, 4, eine Funktion
von einer Verinderlichen, die Superposition von e, ¢,und e, ist und A, auf A4,
abbildet. Daher darf man annehmen, daB [A/] die Menge P49, fiir beliebige g € {1,2,3}
und We{X, Y, Z} enthdlt und damit insbesondere die Funktionen e,, ..., e,
umfabt.

Fiir eine beliebige Funktion f(x;, ..., Xy, Y1, ...y Ve 215 -.vs Z,) €P; betrachten
wir die Funktion

8(X1s eees Xggrsr) =f(x1, voey Xgs €1(Xg41)s ooes €1 (Xppe)s €3(Xgsp41)s <ovs ea(xs+t+r))v

die nach den obigen Bemerkungen in [M] liegt. Man erkennt leicht, daB

g(xl 3 eees Xy fs(.}‘l)s rery es()"r)’ 69(21)9 shey 89(2,.)) =f(xl.s ceey Xy }'1, vy yu zla ey Z,)

ist. Folglich gilt f¢[M].
Zur Abkiirzung verwenden wir den folgenden Hilfsbegriff. Eine Menge M mit
M E U; fir alle U; € U heiBt U-frei.

Lemma 2. Enthdlt eine U-freie Menge zwei Konstanten ¢y, c; mit c;#c,, 50
ist sie vollsténdig.

Bewess. Unter Verwendung geeigneter Funktionen f;, f,, f3 aus M, fir die
fi14U,, [,4U,, f3¢U; ist und der Konstanten ¢; und ¢, erhilt man leicht die
dritte Konstante. Daher kann man o. B. d. A. voraussetzen, dal M alle drei Kon-
stanten enthilt. Wir bemerken, daB unter der Voraussetzung f¢ U,s die Funktion
f Werte in 4, oder 4, annimmt und von einer gewissen Verdnderlichen aus X
wesentlich abhéngt. Daher kann man wegen M & U, s und {0, 1, 2} £ M annehmen,
daB [M] eine Funktion h, € {e,, e,, e3, e,} enthilt. Analog erhilt man unter Ver-
wendung des Faktes ML U,q, Uy, daB [M] Funktionen &, und /; enthiilt, fiir die
h, € {es, eg, €7, eg} und hy € {eq, €49, €y, €15} gilt. Es sind folgende Fille moglich.

1. hy ePg2. Da ML U,, ist, existiert in M eine Funktion g, mit Werten in
A5, die wesentlich von gewissen Verdnderlichen aus XU Y abhingt. Mit Hilfe der

10 D
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Konstanten und der Funktion /#; kann man aus g, eine gewisse Funktion e{*(x)
erhalten.

2. hyeP#. Da ML U,, ist, existiert in M eine Funktion g, mit Werten in
A,, die wesentlich von gewissen Verdnderlichen aus XU Z abhidngt. Mit Hilfe der
Konstanten und der Funktion /; kann man aus g, eine gewisse Funktion e}“(x)
erhalten. Daher erhdlt man in beiden Fillen ein Paar von Funktionen e/ (x), e (x).

Analog schlieBt man unter Beriicksichtigung von ML U,,, U,;, U,, unter Ver-
wendung der Funktionen h,, hy auf die Existenz von gewissen Funktionspaaren
e (), ef*(y) und ey (2), e;*(z) in [M].

Ferner gilt M & U, fir alle U, aus S,. Wir wihlen in S, dasjenige U, aus, in
deme; und ¢ enthalten smd und betrachten in M eine nicht in U, enthaltene Funktlon
¢@. Unter Vcrwendung der Konstanten, der Funktionen €, €; und @ erhalten wir eine
Funktion yr, aus der Mcngc {X, e,, (x)}, wobei r+i, j ist. lndcm wir die Funktionen
e; und e, bzw. e, und e, in ¢;, e; und , einsetzen, erhalten wir eine Funktion v,
aus {7, e, ()} bzw. eine Funktion ¥, aus {Z, ¢, (z)}, wobei s#/, k und t=m, n gilt.
Man erkennt unschwer, daB [{e;. e;, i1, e, e, Y2, €, e,,, Ya}] 2 (X, 7, 2} ist.

Nun beachten wir, daB M eine Funktion fi(X;, ..., Xg s Vs covs Vs 219 coes Zp) G L
enthilt. Wir betrachten die Funktion

Ji = fa(xy, ooy Xps €(Xg 4 1), oo
e(Xy 10), €(Xg 4 41)s ovs €j(Xgipsp))
R4
fS(xl 3 +eey xs'+t'+r‘) =-i ra"S f4€ l- 3
ei(fS), falls f,ePg:
ei(f{), falls fy€ P
Man erkennt unschwer, da3 f5 nicht linear ist. In der Arbeit [5] wurde bewiesen, dai}

[{f5.0,1,X}]= P2y ist. Damit gilt [M] 2 {e;, ¢;, e,,} U P#'x und nach Lemma 1 ist M
vollstandlg Das Lemma ist bewiesen.

Lemma 3. Enthdlt eine U-freie Menge M eine Konstante c, so ist M vollstéindig.

BEWEIS. Sei etwa ¢=0. Wir betrachten in M eine Funktion f¢ U,5. Aus [ er-
hilt man mit Hilfe der Konstanten ¢ eine Funktion ¢@(z)€ {1, 2, Z, €9, €,4, €,1, €;2}.
Die Fille @(z)€{1,2} sind in Lemma 2 behandelt. Wir diskutieren die iibrigen
Maglichkeiten.

1. ¢(z)=Z. Bedeute g eine in M, aber nicht in U;, enthaltene Funktion, so
erkennt man unschwer, daB [{g, 0,Z}] die Mengen {e,,e,,} oder {e,,e,,} ent-
hilt. Verwendet man diesen Fakt und Funktionen v, ¢ Uyq, ¥, ¢ U4, so erhilt man
[[g‘ Os zZ, 'pbl ’ lbe]:l 2 [eg, €10 €115 elZ}'

Nun betrachten wir in M eine Funktion é ¢ U,,. Sie mull Werte in 4; annehmen
und von gewissen Variablen aus XU Y wesentlich abhdngen. Daher gewinnt man
aus ihr durch Einsetzen der Funktionen eqy, €,4, €,y, €,,, z, Z, fiir die Veridnder-
lichen eine Funktion ¢ fiir die ¢ oder & in der Menge {7,, 7,. ..., 64} enthalten sind
(vergl. Tabelle 2)

Fir o€ {0,, 0,, 05, 04} gilt 6(0, z)=1. Fiir 6 ¢ {05, 6,} oder ¢€ {0,, 65} betrachten
wir o (e, z)=2 oder a(e,,, z)=2. Jedenfalls erhalten wir eine zweite Konstante und
Lemma 2 ist anwendbar.
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Tabelle 2
Xz 0, Gy G3 G4 VZ |05 G4 07 Og
olr 11 1 01‘11:1
Blr 1T a2 15 6 i A
3 3 A 1 B Ni2. 2 2
12l 21 2 o 3 b S B |

2. ¢(z)=ey. Bedeutet g eine in M aber nicht in U, enthaltene Funktion, so
erkennt man unschwer, daB [{g, 0, e;}] eine Funktion y(z)€ {e,4,€,,,€,,} enthilt.
Es sind folgende Teilfille moglich.

a) Y (z)=e,,. Bezeichnet /i, eine nicht in U, gelegene Funktion aus M, so er-
kennt man leicht, daB e, , €[ {0, e5, ¢, A} ] gilt und schlieBt weiter mit s, € M, h, ¢ Us,
auf e, €[{0, e5,€,9,€,5./,}]. Verwendet man das Ergebnis {0, e5, €0, €1, €,2} &
S[M] und eine Funktion ;€ M, hy§ Usg, so schlieBt man auf Z€[M] und hat
den Fall 1.

b) Y¥(z)=e,;,. Wir fiithren diesen Fall auf den Fall a) zuriick, indem wir fiir die
Funktion /i, € M, hy § Uy, anmerken, daB [{0, e, e,,, #,}] die Funktion e,, oder
e,, enthilt und fiir den Fall des Auftretens von e, eine Funktion A, € M, h, ¢ Us,
heranziehen, fiir die dann e,,€[{0, ey, €,,, €5, h,}] gilt.

¢) Y(z)=e;,. Dieser Fall wir wiederum auf a) oder b) zuriickgefiihrt, indem
man fiir h, € M, h, § Usg beriicksichtigt, daB [{0,eq,¢,,, /1,}] die Funktion e, oder
e,, enthilt.

3. ¢(z)=e,,. Bedeutet g eine in M aber nicht in U enthaltene Funktion, so
schlieBt man leicht auf e, , €[{0,e,,,g}]. Mit g, € M, g, § Usq enthilt [{0,e,4,€,,.8,}]
die Funktion ey oder e,,. Wegen Fall 2 brauchen wir nur das Auftreten von e¢,, zu
betrachten. Aber dann enthilt mit g, € M, g, ¢ U, die Menge [{0, e,o, €y, €,5. 23}]
die Funktion e, und man hat den Fall 2.

4. ¢(z)=e,;,. Auch diese Moglichkeit fiihrt man auf den zweiten Fall zuriick,
indem man fir g€ M, g¢ U, die Bezichung e, €[{0, e,,, g}] betrachtet.

5. p(z)=e;,. Fiir ge M, g U,, enthilt [{0, e,,, g}] die Funktion ey, e;, oder
e,, und man hat einen der schon betrachteten Fille.

Fir c€{l1, 2} verlduft die Diskussion analog. Das Lemma ist bewiesen.

Lemma 4. Falls eine U-freie M fiir gewisses u¢ {x, y, z} alle Funktionen e;(u),
€+2(u), e, 3(u) enthdlt, i€ {1, 5,9}, so ist M vollstindig.

BeEweEs. Sei etwa u=x. Bezeichnet f eine nicht in U,, gelegene Funktion aus
M, so erkennt man unschwer X¢[{e,,e,, s, ey, f}]. Fir ge M, g¢U,, enthilt
[{%, e, e,, €5, e,}] eine Konstante und die Behauptung folgt aus Lemma 3. Die
Fille u€ {y, z} betrachtet man analog, indem man beachtet, daB M in keiner der
Mengen U,,, U3, U,, enthalten ist.

Lemma 5. Falls die W-freie Menge M fiir gewisse u, v, k, 1, i, j Funktionen e (u)
und e}1(v) mit einer der beiden Eigenschaften

1) fiir u=v gilt i #j, 2) fiir u=vist ef+(ef (u)) definiert und von u und i verschieden,
enthiilt,
so ist M vollstéindig.

10*
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Beweis 1) Wir zeigen zuniéchst, daB sich aus der Voraussetzung 1. die Voll-
standigkeit von M ergibt. Sei dazu etwa u=x. Es sind folgende Fille moglich.

1. 1) (k, 7)=(1, 3). Fiir fe M, f¢ U, enthilt [{e,, e;, f}] eine Funktion g(x)€

€ {X, e,, e,}. Unter der Annahme g=X haben wir sofort [:’{e, .e3,f}] 2{e;.e;, 63,04}

und konnen Lemma 4 anwenden. Ist g gleich e, oder e,, so wihlen wir in M Funktio-
nen /1, h, mit der Eigenschaft 4, § Uy, h, ¢ U und konnen wegen e, € [{e, e, e5,/,}]
und e, €[{e,, es, ey, h,}] wiederum Lemma 4 anwenden.

1.2) (k, )=(1,4). Fir f€ M, /¢ Us enthilt [{e,, e,, f}] eine Funktion g(x)¢
€ {X, e;, e;}. Im Hinblick auf Lemma 4 und den Fall 1.1 kann man o. B. d. A.
g(x)=e, annehmen. Fiir h€¢ M, h¢ U, enthiilt [{e,, e,, e, h}] die Funktion e; und
es liegt der Fall 1.1 vor.

1. 3) (k, 1)=(2, 3). Fiir fe M, f¢ Ug enthilt [{e,, e;,f}] eine der Funktionen
X, e;, e5. O.B.d. A. kdnnen wir die Anwesenheit von e, voraussetzen und haben
mit g€ M, g4 U,, und e, €[{e,, e;, e4, g}] die Betrachtung auf den Fall 1. | zuriick-
eflihrt.
g 1.4) (k,1)=(2,4). Fiir fe M, f¢ U, enthilt [{e,, e,, f}] eine der Funktionen
X, e,, e;. Alle diese Fille kann man auf Lemma 4 oder einen der obenbetrachteten
Teilfdlle 1. 1)—1. 3) zuriickfiihren.

Die Maoglichkeiten u€ {y, z} diskutiert man analog.

2) Um aus der Voraussetzung 2) die Vollstindigkeit von M herzuleiten, hat man
nur zu beachten, daB {e (u), ef's(ef (u))} = {efi (), efs(u)} fiir gewisses r und A;= A4;
ist und daher der schon betrachtete Fall 1 vorliegt. Das Lemma ist bewiesen.

Lemma 6. Falls die W-freie Menge M die Menge {e{(u), ef*(u), i, ©} umfapt,
wobei i+ j ist und u und v Werte in untereinander und von A, verschiedenen Mengen
annehmen, so ist M vollstindig.

Beweis. Wir betrachten etwa die Menge F={e;, (), e,(x), X, } und zeigen, daB
M 2 F vollstindig ist. Bezeichne dazu 7' die Menge der in [M] enthaltenen Funk-
tionen von x und y. O. B. d. A. kann man annehmen, daB 7 nicht den Voraussetzun-
gen der Lemma 2—35 geniigt.

Wenn T\(FU{x, y}) # 0 und ¢ (x, y) €(T\(F U {x, »})), so sind in der Tabelle 3
die moglichen Fille fiir ¢(x, y)€Pd: UPL angefiihrt.

Tabelle 3

Xy 781 €2 &3 84 E5 &6 &7 8g 89 819 0y 0y O3 04 05 06 07 Og 09 Oyp

00:0001011110 D2 D T2 2L
R oITN1T¢1I0 L DOU2O 202203
NI TP YT 42086 2D 2623
12\1000010111 -0 00 20322

Wegen &, (,(x, 1), 7)=es(¥), e2(x,7)=¢,(x, ), &:3(F, »)=¢:(x,»), &%, 7)=
=g;(x,y) und g=¢g;,¢ fir 1=i=4 kann T keine der Funktionen g;, 1=j=10
und j=35, 6 enthalten. Wegen der aus Tabelle 3 ersichtlichen Symmetrie kann T
auch keine Funktion 9d; fiir die angefiihrten j enthalten. Wir bemerken noch

[(F12{x,»}, [FU{es}]3es, [FU{es}]3es, [FU{d5}]306, [FU{ds}]30s,
es(es (x. ), 35 (x, ) = 0.
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Daher ist 74: U T4 gleich einer der folgenden Mengen: {x,y, X, j}, {x, », X, ¥, &5, &6}
oder {x,y, X. J, ds, d¢}. Diese Fille betrachten wir,

1. TAU T4 = {x, », X, §}. Wir zeigen, daB M S U, oder S U, gilt. Unter der
Voraussetzung M & U, enthiilt M eine Funktion f(x;, ..., Xy Y15 cees Ves 215 2205 Z,)
aus P UP42, die wesentlich von einer gewissen Verdnderlichen z; abhédngt. Seien

(al)"'sasa bl)'“sbt'! C1s 003 Cimqs lsci+l""’cr)
und
(al,...,a,, bl!“'!bl! CpysessCi_19s 2,Ci+|,...,c,,)

gewisse Tupel, auf denen f zwei verschiedene Werte annimmt. Wir setzen in f fiir
jede Variable x; in Abhingigkeit davon, ob a; gleich 0 oder 1 ist die Funktion x
bzw. X ein; fiir jede Variable y, in Abhdngigkeit davon, ob b gleich 0 oder 2 ist,
die Funktionen y bzw. j ein; analog wird fiir jede Variable z die Funktion e; bzw.
e, eingesetzt, wenn ¢, gleich 1 bzw. 2 und k#i ist. Fiir z; setzen wir z ein und er-
halten aus f eine Funktion ¢(x, y, z) mit der Eigenschaft ¢(0,0, 1)#¢(0, 0, 2).
Man priift leicht, daB die Funktionen ¢(x, y, e;(x)) und ¢(x, y, e4(x)) mit x und
X bzw. mit y und j zusammenfallen. Daher ist @(x, y, 2)€ {eq, €;0, €11, €12}. Sei
ferner M E U,, vorausgesetzt. Dann enthilt M eine Funktion

Pk s gl o s e P By it B0

fiir die mit einem geeigneten Tupel (a,, ..., ay, by, ..., by, ¢y, ..., ¢,) diec Bezichung
B0y s Bps By s Bps Cgy iy CY=Z By y oees Ty By y ooes Bpey Bp 5 000 ©2) gilts Indem
wir in g in geeigneter Weise x, X, y, ¥, €3(x), e4(x) einsetzen, erhalten wir eine Funk-
tion Y (x, y) mit der Eigenschaft (0, 1)=y(1, 2)=c. Fiir y ¢ P UPF2 gilt Y ¢ T.
Fiir Y € P¢2 ist keine der Funktionen ¢;(y(x, »)), i€ {9, 10, 11, 12}, in T enthalten.
Daher gelangen wir in beiden Fillen zu einem Widerspruch.

2. TAUT% = {x,y,X, 7, £5, &¢}. Wir beweisen M C U,;. Angenommen, s ist
ME U,5. Dann enthdlt M eine Funktion f€%¢2, die von gewissen Variablen aus
XU Z wesentlich anhiingt. Da e;(x)€ T ist, kénnen wir o. B. d. A. annehmen, daB
S/ wesentlich von einer gewissen Variablen x; abhingt. Indem wir in fin geeigneter
Weise die Funktionen x,, x,, X,, ), 7, 3(x;), e4(x,) einsetzen, erhalten wir eine
Funktion ¢(x,,x,,») mit der Eigenschaft ¢(0,0,0)=¢(0,1,0), wobei man
¢(0, 0, 0)=2 annehmen darf. Die Funktionen ¢(x, X, ¥) und ¢(es(x, ), x, y) fallen
mit y bzw. y zusammen. Das bedeutet einerseits @ (0, 1, 2)=1, wihrend anderer-
seits @ (0, 1, 2)=0 sein muB. Daher erhalten wir einen Widerspruch.

3. TMWU T2 = {5:(x, »), d¢(x,¥), x,», X, 7). Wir beweisen MC U, . Unter der
Annahme M & U, 4 enthilt M eine Funktion f€Rg: U P42, die wesentlich von einem
gewissen y; anhingt. Indem wir in fin geeigneter Weise die Funktionen x, X, ;. »,,
V2, e3(x), e4(x) einsetzen, erhalten wir eine Funktion ¢(x, y,, y,) mit der Eigen-
schaft ¢ (0, 0, 0)=¢(0, 0, 2), wobei man ¢(0, 0, 0)=0 oder ¢(0, 0, 2)=2, annechmen
darf. Die Funktionen ¢(x, y, ¥) und ¢(x, y, y) fallen mit x und ¥ bzw. mit e;(x)
und e, (x) zusammen. Unter Beachtung dieses Faktes erkennt man ¢(x, d5(x, ). y)=
=Kkonst, und erhilt einen Widerspruch.

Folglich haben wir fiir M 2 F unter der Voraussetzung, daB M nicht den Bedin-
gungen der Lemma 2—5 geniigt, M als Teilmenge gewisser Mengen aus U nach-
gewiesen, was der Voraussetzung iiber die l-Freiheit der Menge M widerspricht.

Die {ibrigen Fille diskutiert man analog.

Das Lemma ist bewiesen.
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Lemma 7. Gilt fiir ein gewisses i< {l,2,...,10} MC F;, so ist das Mengen-
system W kein Vollstandigkeitskriterium fiir die Aquivalenzklasse (M ).

Bewels. Wir zeigen, daB fiir jedes i€ {l, 2, ..., 10} eine abgeschlossene Klasse
W, existiert, fiir welche W, 2 F;, W; =P und fiiralle j=1, 2, ..., 61 gilt (WA W)<
& U;. Daraus ergibt sich dann unsere Behauptung. Die bei der Bildung der Mengen
F,, F,, ..., Fy, ersichtliche Symmetrie gestattet es, diese Mengen in drei Klassen
I,={F,, F,, F3}, ,={F,, Fs, ..., Fo}, I;={F,,} zusammenzufassen und die fol-
genden drei Fille zu betrachten.

1. F;€l,. Sei etwa i=1. Wir betrachten die Menge

R'= {x, z, X, e, (x), e(x), &1 (x, 2), &3(x, 2), &7 (x, 2), &9 (x, 2), O1(x, 2), 83(x, 2), 7 (x, 2),
69 (x$ Z)}'

wobei
g (%, 2) = g(x, €1(2)), 6 (x,2) = &(x, e,,(2)), 1€{1,3,7,9},

und ¢ und 9, die Funktionen aus der Tabelle 3 bedeuten. Die Menge R hat folgende
Eigenschaft: wenn fiir irgendwelche /|, f5, f5 aus R die Funktion f; ( f5. f3) definiert
ist, so ist f,(f3,/3)€ER.

Ferner erkennt man leicht, daB U(R)=[U(R)] und die Teilmenge aller der-
jenigen Funktionen aus (R), die von x und z abhingen, mit R zusammenfallt*)
und daher U(R) =Py ist.

AuBerdem gilt offenbar U(R)=2 F,. Zeigen wir noch, daB W(RNU"(R) in
keinem der Elemente von  als Teilmenge enthalten ist, so konnen wir U(R) als W,
wihlen. Dazu geniigt der Hinweis, daBB die Menge

{8;9 B;) E;s s;a 5;3 6;- 6;" 5‘;1 @("-s 219 22)9 w(ys zls 22)}9

wo ¢(x, z, z)=zund @(x, z,, z;)=e;(x) fiir z; # z,, ¥ (¥, z, Z)=y und Y (3, 2, 2z,) =0
fiir z, #z,, in U(R), aber in keiner Menge des Systems U enthalten ist. Die Fille
i€ {2, 3} diskutiert man analog.

2. F;el,. Sei etwa i=6. Wir betrachten die Menge

R={x, y, X, e3(x), e4(x), e;(»), eg (), &, (x, ), e3(x, ), &1 (x, ¥), & (x, ¥),
(] (.Y_. ,“).* O3 (Xa ."')" aq (X, .]")9 Tg (.\', .“)}
wobei die Funktionen g, o, /€{l,3,7,9} durch die Tabelle 3 bestimmt sind.

Wie oben ist auch hier U(R)=[U(R)], U(R)=P, und U(R)=F,. Ferner ist das
System

{slﬁ 83’ 879 891 a]a 0-39 679 09\ '(p(_}‘lr_""Z‘.-:)} mit (p().s ,"! z) =.}‘9

(0, 2, 2)=2 und ¢(a, b, ¢)=0 fiir (a, b, ¢)#(0, 2, 2) und a#b, wohl in U(R) aber
in keiner Menge des Mengensystems U enthalten. Daher kann man als W, die
Menge U (R) wihlen. Die tibrigen Fille i< {4, 5, 7, 8, 9} diskutiert man analog.

*) Wir verallgemeinern den Begriff der ,,Erhaltun einer Menge M < P.. Sei f(xu, ..., X,
Vs oees Yes 215 -oes Zp) € Pr. Wir sagen, ferhalt M oder laBt M invariant, wenn f (g, ..., &, ft1, ..oy Bty
Wi, ..., w,) € M fur alle diejenigen Funktionen gi, ..., hi, ..., 0, wi,w, aus M, fur die der
angegebene Ausdruck gefiniert ist. Die Menge aller Funktionen aus PB,, die M invariant lassen,
symbolisieren wir mit {(M) und bezeichnen sie als Invarianzmenge von M.
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3. F;€l;. Wir ordnen die Tripel aus 4,XA4,XA4; in folgender Reihenfolge
(%) 0,0,1),(0,2,2),(1,0,2),(1,2,1),(1,0,1),(1,2,2), (0,0, 2), (0,2, 1)
und betrachten die nachstehenden Folgen
a,=0011, a,=1100, a;=0202, a,=2020, as=1221, as=2112.

Seinen i, j irgend weiche Zahlen, die den Bedingemgen 1=i,j=2 oder 3=i,j=4
oder 5=i, j=6 geniigen. Wir bezeichnen mit ¢;;(x, y, z) eine Funktion, deren Werte-
folge auf der Folge () gleich a;a; ist. Wir betrachten die Menge R aller Funktionen
¢;;(x, y, z). Ebenso wie oben bemerken wir, daB R sich selbst erhiilt, U(R)=[U(R)],
U(R)=P; und U(R) =2 F,, gilt. Da das System {¢,,, @43, Pgs} in keinem Element
der Menge U enthalten ist, kann man als W,, die Menge U (R) wahlen. Das Lemma
ist bewiesen.

Zum Beweis des Satzes I bemerken wir folgendes. Sei M SP,. Falls [M V]
den Bedingungen der Lemma 3, 5 oder 6 geniigt, so liefert U ein Vollstindigkeits-
kriterium fiir 2 (M). Moge [M V)5 nicht den Bedingungen der Lemma 3, 5 oder 6
geniigen. Dann ist offenbar [M‘V]x fiir gewisses i€ {1, 2, ..., 10} dquivalent zu eine-
gewissen Teilmenge der Menge F; und nach Lemma 7 liefert U kein Vollstiandigkeitsr
kriterium fiir 2A(M).

§ 3. Beweis des Satzes 2

Wir zeigen zunéchst, daB jede Menge U;, die Element von 1 ist, fastvollstindig
ist. Dazu bemerken wir zundchst, daB alle diese Mengen, auBer Uy, Us, ..., U,
Konstanten enthalten und daB jede der Klassen U,, ..., U, fiir gewisse j, k, I, m
und u ein Funktionenpaar e’ () und ef=(u), /#m enthilt. Daher ist es im Hin-
blick auf die Lemma 3 und 5 fiir den Beweis der Fastvollstindigkeit aller Mengen
U, €U hinreichend, zu zeigen, daB es in U eine solche Teilmenge M, gibt, die in
keinem anderen Element des Systems 2l enthalten ist. Wegen der Symmetrie der
Mengensysteme S}, j=1, 2, ..., 16 geniigt es, die Mengen M,, r=1,4,8, 11, 14, 15,
18, 22, 25, 28, 34, 37, 46, 52, 58, 61 zu konstruieren. Man iiberzeugt sich unschwer
davon, daB die folgenden Mengen die geforderten Eigenschaften haben.

M, ={0,1,d5(x,y), @, &;(x, )},

M, = {el , €3, €5, €7, 8,811, & (X,)),es (J’)'(-\"{'elo(z))}s
Mg = {f, €s,€6,€g,€9,€10,€17, €3 ((é5 (y)vx)-. eg(z))},
My, ={7.2, ey, €7, €15, X1 (es(y)vx,)},

M= {X,7.2, e, €3, €5, €9, X1 X30X; X30X3 X3},

Ms={X, 7,2, es, €9, €1y, &},

M,g={0,1,2,¢e,,e;,e5, 6,8}

M3;={0,1,2.6,, ¢, x-e(2)},
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Mys= {0, e, es, &1, £, €3(x-e5(»)), -‘-’10(21)'510(22)},
Myg= {0, es, €9, €3(&2), e (65 (x, ey, (Z)))},

My,={0,2, e,, €5, X €9(2)},

M;,= {0, €1,€s5, €9, 94('310(21)'(x'f'elo(zz))]}s

M= {0,2, €s5,€9,€10,0, &5, e3(x-eﬁ(y))},

Ms,= {0’ €1,€9,€11,€12, 99(310(& e,,(z))), &1 (e9(2), J’)},
Msg={0, e, es5,e9, €10, 8,1, €12, &2, €3((eg(z;) vx) '99(22))},
Mg, = PgV.

wo die Funktionen & und J; durch die Tabelle 3 bestimmt sind. Wir beweisen nun
abschlieBend Satz 2.

Sei U;€U. Man erkennt leicht, daB das System 2 ein Vollstindigkeitskriterium
fiir die Aquivalenzklasse (U ") liefert und daB genau eine fastvollstindige Klasse
M; existiert, fir die MV =U" gilt, ndmlich gerade U,.

Betrachten wir nun 2(UM"). Da U;€A(U, ") und U; in keiner von sich selbst
und von B, verschiedenen abgeschlossenen Klasse enthalten ist, so muB jedes System
B, dessen Wirkungsbereich den von U umfaBt, als Element die Menge U, enthalten.
Damit ist Satz 2 bewiesen.
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