d-derivations d’algebres

Par F. SOLER (Moncton N.-B.)

Introduction. On définit les d-dérivations des algébres comme un module-ho-
momorphisme avec certaines propriétés. Cela permet d’englober dans I'étude d’un
seul cas, les dérivations canoniques, antidérivations et presque-dérivations, généra-
lisant la notion de dérivée. Pour les définitions habituelles de la somme et du produit
par un scalaire I'ensemble des d-dérivations présente certaines structures algébriques.
Le produit d'une dérivation par un algébre-homomorphisme est toujours une dériva-
tion: quand on limite ce produit a deux dérivations les conditions pour que celui-ci
soit une dérivation sont trés restrictives. Dans certaines algébres les d-dérivations
prennent des formes assez spéciales: comme les algébres associatives, le poids (1. 1)
et les algébres commutatives la valence (., ) et le poids (=« «). Pour les algébres
unitaires on n’a pas toujours o(e)=0. Le commutateur de deux dérivations doit
remplir certaines conditions pour étre une dérivation; résultats trés importants qui
peuvent étre appliqués aux algébres de Lie. On peut pour les d-dérivations généraliser
la régle de Leibniz pour le produit de deux facteurs ou plus, ce qui permet de re-
trouver les résultats connus des dérivations, quand on se limite aux algébres asso-
ciatives.

On obtient aussi une généralisation des dérivations des algébres de quotients
considérés comme une extension de I'algébre. On donne en plus une généralisation
de la régle de Leibniz pour n'importe quel nombre de dérivations successives d'un
produit de plusieurs facteurs.

1. Soit Ui la classe d’algébres sur le méme anneau K et soient 4, B€Ug. On
définit une application 6: A — B, par les propriétés suivantes:

(1) a) o(xy)=ad(x)Y(y)+Pe(x)d(y). Vx.ycAou:y, p cHom(A4, B)etua, pEK,
sont fixés,
b) d(x+y) = 0(x)+d(y), Yx,ycA
c) d(Ax) = Ad(x), AeK et x€EA.

Cette application est une dérivation dans le sens ordinaire [1] quand A=B8B,
a=f=1etyy=p=1I(1étant'élément unité de 'anneau de base et / 'homomorphisme
identité). On appellera d-dérivation, I'application définie en (1), de I'algébre 4 dans
B, de valence (Y. ¢) et poids («, ). Les dérivations de méme valence et poids seront
dites du méme genre.
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Cas Particuliers. Si A est une sous-algébre de B:

1) Dérivations canoniques: valence (7, 7) et poids (1, 1).

2) Antidérivations: valence (Z,7) et poids (1, —1).

3) Antidérivations de grade n: valence (/, /) et de poids (1,(—1)")
4) Presque-dérivations: valence (/,]) et poids (x, 2), 2=0.

2. Soit D{}'g) (A — B) I'ensemble de toutes les dérivations du méme genre et

D(A. B) 'ensemble de toutes les d-dérivations.

Définition 1. Soient 6. 6" <D(A. B)

(2) (64+0)(x) = d(x)+d'(x), VYxcEA.

Définition 2. Soient 2K et §€D(A, B)

(3) (20)(x) = 28(x) = d(4ix).

Proposition 1. La somme de deux d-dérivations est une d-dérivation si une des
suivantes conditions est vraie:

a) Les dérivations sont du méme genre.

b) Les dérivations sont du méme poids et induisent le méme module-homo-
morphisme.

¢) Les dérivations ont la méme valence et induisent le méme module-homo-
morphisme.

Proposition 2. La somme de deux dérivations est:

a) du méme genre, si se vérifie la condition a) de la proposition 1.

b) de valence, la somme des valences (Y +y’, o +¢") et de méme poids, si se
vérifie la condition b) de la proposition 1.

¢) de méme valence, et poids la somme des poids (x+2a', f+ ") si se vérifie la
condition c) de la proposition 1.

Les propositions 1 & 2 résultent immédiatement de (1) et (2).

Proposition 3. A une structure de module pour les opérations définies en (2)
et (3):

a) I'ensemble des dérivations du méme genre.

b) I'ensemble des dérivations qui induisent le méme module-homomorphisme
et qui ont le méme poids.

c¢) 'ensemble des dérivations qui induisent le méme module-homomorphisme
et qui ont la méme valence.

d) I'ensemble des dérivations du méme genre qui induisent le méme mo-
dule-homomorphisme.

3. Proposition 4. Soient A, B, C des algébres sur le méme anncau K.

i) 6D (A—~B): Y,pcHom(A4,B); a,pckK
ii) v€Hom (B, C), u<Hom (C, A).
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Alors
a) &'eDEY°P(A~C); 6 =vod
b) 8"cDY¥eV(C—~B); " =dou
PREUVE#).
a) &'(xy) = vod(xy)

= v(x3y + ppd)
e N S P
= qvodvoy+ flvovod.
Soit &' €DE R ?(A~C)
b) Démonstration analoque au cas a).
Soit 8"€ DY %4?°"(C—~ B)
Corollaire 1. Si A, B, C et D sont des algébres sur le méme anneau.
A2 B 2D
et v et u des homomorphismes d’algébres, alors 6" = vodowu est une dérivation,
8 €D """ (4~D).

Proposition 5. Soit A une algébre sur un anneau commutatif K et 4, é" deux
dérivations de A4 dans A.

i) SEDYHN(A~A); ecDY:2)(A~A)
ii) le produit des dérivations étant défini comme le composé des applications.

Alors le produit 48" sera une dérivation de valence (Y)'. @”) et poids (z2’, ') si:
(4) 1B’ 500 + B’ 98 Y’ = 0

Corollaire 2. Si 6, ¢ induisent le méme module-homomorphisme et sont du
méme genre,

Alors: 6% = 80" € DY fi) (A—~ A)

si une des deux conditiones se vérifie:
a) [0, 9]-=0, [4,¥],=0
b) [6, 9], =0, [6,y]-=0.

Corollaire 3. Si 8, 0" induisent le méme module-homomorphisme, sont du
méme genre et de valence (., ), 66" est une dérivation si une de deux conditions
est vérifiée:

a) A est une algébre unitaire (6(e)=0) et im Yy=e (e étant I'élément unité de

I'algébre).
b) im y Cker & (considérés comme modules-homomorphismes).

*) Maintenant et dans la suite, le trait (~) indique fonction de x et 1'accent circonflexe ()
indique fonction de y. Soit 3=4(x), d=4()).
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Conjecture. Le produit de deux dérivations de valence (Z, /) et qui induisent le
méme module-homomorphisme, n’est qu'une dérivation que pour le cas trivial;
quand ker =4, c'est-a-dire, Yx€A4, o(x)=0.

Corollaire 4. Si 06 est une dérivation de valence (7, @) et si elle induit le module-
homomorphisme identité. Alors 6% sera une dérivation de poids (1, ) si ker o= A.

4. Proposition 6. Soient A et B des algébres associatives sur le méme anneau
commutatif et sans éléments idempotents autres que 0 et 1.
Alors les dérivations possibles sont de poids (1 1).

PREUVE. Cela vient de la définition d’une dérivation (1), et du fait que, 4 est
une algébre associative:
Vx,y,z€4 = (xy)z = x(y2)

d(xyz) = 8(x(r2)) = 8((xy)2)
a) O(x(y2)) =« +Ppd(yz)
= adPp + Paddy + B*ppo =
(étant & = 6(2). ¥ = ¥(2). & = 0(2))
b) 8((x1)2) = ad(x))¥ + f§pd =
= o230 + aPfpdy + Peo

et si on compare a) et b) on a:
at=a, p*=4

étant I'élément neutre 'unique idempotente: x=f=1.
Proposition 7. Soient A et B des algébres commutatives sur le méme anneau
¥x,y€A on a [x,y] =0 &(xp) = 6(yx). '

Alors oy (x) = Pe(x): YxecA et cela implique a=pf, y=q.
Si I'algébre est commutative les dérivations possibles sont de valence (., ) et de
poids (z, a).

PREUVE. "
d(xy) = adf + p@pd
3(vx) = ady + ppd

donc wp = o

o = pp
et si on fait la somme, af(x+y) = Po(x+y), Yx,y€A. Dautre part si x=yz
et Yx€A af=p@ et puisque ¥, ¢ cHom (4, B)

_ Wy = ppop
soit: Y =¢.
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Proposition 8. Soient A et B des algébres unitaires. Soit e € A I'élément neutre
(Yx €A, ex=xe=x) et  une dérivation, alors:
a) a+p =1 si  o(e)=0
b) si xa+f =1 alors d(e) =0.
(0, est I'élément neutre de la structure de groupe abélien).

PREUVE.
d(e) = d(ee)

= (a2 +p)o(e).
Corollaire 5. Si I'algébre est associative et unitaire o(e)=0.

Proposition 9. Soient 0, 8" deux dérivations d’une algébre avec anneau de base
commutative.

i) SEDGFN(A—~A); O EDZ:F)(A—~A)
i) Y., 0,0 €End(A4); oo, p, p K.

Alors les conditions pour que [d. 4] soit une dérivation de l'algébre, de valence
W', p¢’) et de poids (22", ff") sont:

D . ¥l=le.¢1=0
2) —[0.¥]1=1[5¢1=0
3) —[0,yl=[d ¢]=0.
PREUVE. De (1 et tenant compte de la proposition 5 on a:
[6, 01 (x) = o0’ (86" )" —5'6 YY) =
= aB(pd O —5gY'd) =
= af (8" W — '35 =
= BB (99’88’ — ¢’ 85
et tenant compte que: [a, bled + balc, d] = abed—bade on peut écrire:
[6, 8'1(xx) = ' {[6, &'’ + 551y )} +
AR L TR N
+ BB {le. 9'100" + ¢’0[0, &)} +
0TS T T3 /\‘)
+of’{[0, @"1Yd" + ¢’ [y, ']} +
e R T (\"’x
+ P ([, 0'loY" + "¢ [0, ¥'l}

5. Si & est une dérivation de 4 dans B; A, BEUg, et x,, ..., x, € A.
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Alors a partir de (1):

(7) O(Xy+.oxy) = _Zl o1 B (g e X)X DY (K20 e X)

étant ¢ (x;)=1 pour i=0, °=p°=1.
Si I'algébre est associative, les dérivations sont de poids (1, 1) (prop. 6) et
I’équation (7) s’écrit:

n=1
(8) O(xye.ox,) = _Z; P(xy st X)X DY (K20 oo 2 X)
Si x;=x,=...=Xx,,0nécrira X"=x,;+X;+...-X,; n=r, r est 'exposant d’un élément
nilpotent.
n—1
9) 5 = 3 lo@F ()l (o'~

avec [p(x))=1.

Remarque. On peut a partir de (9) obtenir la dérivée d'un polynéme P(x):
pour le cas des dérivations canoniques, soit de valence (/. /)

(10) é(x) = :'?':'lx"é(x)r""""
i=0

ou encore de (10) si 'algébre est commutative: é(x") = nx"~'-d(x).

On peut encore généraliser la régle des dérivations sur un anneau de quotients,
donnée par [2] et [3]).

Si chaque élément a un inverse pour la loi multiplicative

VYx€A,Ix"1€Alxx ' =e
(et aussi pour B); étant d(e)=0
d(xx~1) = ad () (x~ ") +Po(x)o(x~") = 0

(11) o(x7") = —aflo(x)] ' - (xW(x")
et on obtient de (1) et (11)

(12) 5[%] = 20X (N —e@eMI oY (»~ )}
Pour les algébres associatives et commutatives (12) devient:
5[{] = YO W B () — ¥ ()5 ()}
Régle de Leibniz pour d-dérivations. Soit  une dérivation de A dans A de valence

A (ps)‘ et poids (z, ).
i

[0, ¢]-=[d, ¥]-=0



d-derivations d'algébres 213
Alors on peut écrire la régle de Leibniz ([4] pour les dérivations canoniques)

(13) 0" (xy) = Z[ ][5" "o (Be) (0)][0° o ()"~ ()]
étant (ﬁ(p)" focpo < 0@, &8 =4060d0 x> 0b
&g gi=0"=

Généralisation de la régle de Leibniz. Si on définit le produit de x,, x,, ..., x, €4
comme:
Xy 'Xz LT -X,, = .rl 0(.1'2 * i ‘x").

On pose pour simplifier 'écriture (l/n] = X;*X3+...+X,. De I'équation (13) on a:

5...[1? ._o[n][(ﬁfp)"' "05"(x1)][(1$)"06"' “[2/'1]]

et si on applique (13) de nouveau 51'6"'“[ /"]._ ona:

5" i.[z/”] r:[m ][(ﬁtp)'" ik or)“(’rz)][(:r!l')" s ‘1'“[ /"”

0

ce qui permet d’'écrire, pour étre ¥ €End (A),
| m m——.rt
[ /"] lf [ ]["1 ,1][(ﬁfp)m i[,—.éll(rl)]x

X [(a)r o (Bo)y" 11712062 (x,)] f(al!f )t o ()2 0 0m 1 _,,[3./:1”

et par récurrence on obtient la formule suivante:

g A . . . +
[”n] = m—fl M—!]"E‘-“‘fn-l[f’] [mv 11] [;;1——11—;2-—,_,-—;"_3]\(
rl-OIz“O in_1=0 ll.lJ fz in—l '

X a? frlgn =1 o 8 (e ][ 0 gm0 55 (e X
T x[wfzo'lhlzo C‘{bi'"lG(f)m_il—‘“_"""C(sf"'l(x;,_|)]X
X[YhroP'zo...ofn-10§mti—li=r=in-1(x)]

la formule (14) est valable pour m, n € Z* (La puissance indique le nombre de facteurs
de la fonction composée,

(14)

¢ = gpogpo % op; Yi=ygoyo % oY)
Les valeurs de p et g sont:
p=m=1)i,+n—=2)i,+...4+2i,_,+i,-;
g=m-1)m—mn-1)i,—(n—2)i,—...—2i,_,—i,_,

=((m—1)m—p.
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Si I'algébre est associative et commutative. la formule (14) devient:

6m(xl \,ﬂ) - —‘ ['l ][lﬂ:] ["’3;-4 Ii; lﬁm—fu aéf.u(xu).

L

étant:
fn=n1‘_‘11—'11 ..."'I”_l.,
Mg = M~~~y
O0=i,=m_,.
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