Uber gleichungslésende Iterationen ohne Divergenzpunkt I.

Von ZOLTAN SZABO (Debrecen)

Einleitung

Die stationiiren, sich auf einen Basispunkt stiitzenden Iterationsverfahren fiir
die Berechnung von Nullstellen der Gleichung

(1 f(x)=0
mit der reellen, explicit gegebenen Funktion f(x) sind von der Gestalt

Xy 41 =F(x,), n=0,1,2,....

In der Theorie dieser Iterationen sind die Untersuchungen von BELA BARNA [1] von
grundlegender Bedeutung, und im weiteren werden wir die von ihm eingefiihrte
Terminologie beniitzen.

Unter den stationdren Iterationen hat die bequeme und einfache Newton—Raph-
son’sche Tangentenmethode eine groBe Bedeutung. Mit den Verallgemeinerungen
und mit hinreichenden Bedingungen fiir die Konvergenz des Verfahrens haben sich
mehrere Autoren beschiftigt. Aber diese Untersuchungen trugen einen lokalen
Charakter in dem Sinne, daB sie sich nur auf irgendeine Konvergenzumgebung der
Nullstelle bezogen haben. Auf Grund der Einfachheit und der ziemlich schnellen
Konvergenz verwendet man die Newtonsche Iteration vorzugsweise bei elektroni-
schen Rechenanlagen. Gleichzeitig wirft die Anwendung von diesen Anlagen die
folgende Frage auf: wie beeinfluBt die Auswahl des ersten Ndherungswertes den
Konvergenzcharakter der Iterationsfolge?

Der erste, der sich mit der Untersuchung dieses Problems beschiftigte, war
unseres Wissens A. RENYI [9]. Er bewies, daB es im Fall der Polynomen f(x) mit
drei verschiedenen, einfachen reellen Nullstellen und mit einer monoton zunehmenden
zweiten Derivierten (wie z. B. f(x) = x*"*!' —px+gq, m=1,2, ... sind) abzihlbar
unendlich viele solchen Ausgangswerte x, auf der Zahlengeraden gibt, die aus den
gebildeten Punktfolgen zur Nullstelle des Polynoms nicht konvergieren. (Die Aus-
gangspunkte mit dieser Eigenschaft werden Divergenzpunkte genannt.) A. RENYI
warf auch die folgende Frage auf: Bilden die Divergenzpunkte eine abzihlbare Menge,
wenn f(x) ein Polynom mit nur reellen Wurzeln ist?

B. BARNA hat eine verneinende Antwort auf diese Frage in seinen Arbeiten [2]
und [3] gegeben. Er hat bewiesen, daB die Divergenzpunkte im allgemeinen eine
liberabzihlbare Nullmenge bilden, falls das Polynom f(x) mit reellen Koeffizienten
mindestens 4, nur reelle Wurzeln hat.
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Es wird hier eine neue Iterationsmethode vorgeschlagen (siehe 2.), bei der
kein Divergenzpunkt auftreten kann. Das Wesen des Verfahrens ist in anschaulicher
Form das Folgende. Modifizieren wir die Tangentenmethode so, dall wir den Begriff
der Beriihrung beibehalten, und anstatt der Geraden eine geeignete Parabel mit
der Achse x=const an die Funktion f(x) im Punkt P=(x,,f(x,)) anschmiegen.
Die groBere (bzw. kleinere) Nullstelle x,., der an die Funktion f(x) im Punkt P
angeschmiegten Parabel wird als ein neuer Nidherungswert der Wurzel x von der
Gleichung (1) konsequent ausgewihlt. Mit der vorigen Parabel und mit
P=(x,+,,f(x,+,)) wiederholen wir die Prozedur, u. s. w. Die Methode wird auf der
untenstehenden Figur gezeigt.

Wir werden beweisen, dal die aus beliebigem Anfangspunkt x, ausgehende
Iterationsfolge {x,} unter gewissen, ziemlich allgemeinen, die Anwendbarkeit nicht
wesentlich einschrinkenden Voraussetzungen gegen die Nullstelle der Gleichung
(1) konvergiert. Also hat das Verfahren keinen Divergenzpunkt. Die Methode wird
auf alle drei Kegelschnitte erstreckt. Im zweiten Teil dieser Arbeit werden wir eine
Iterationsfamilie ohne Divergenzpunkt angeben, aullerdem werden wir die Konver-
genzgeschwindigkeit, den numerischen Effektivitiatsindex und die Fehlerabschatzungen
der Verfahren bestimmen.

In der Arbeit brauchen wir die folgenden Bezeichnungen und Bedingungen.
A) Das Symbol (u, v) bedeutet das durch die reellen, von einander verschiedenen
Zahlen u und v begrenzte, abgeschlossene Intervall:

{(u, v) - [min {u, v}, max {u, v}].

B) Wir setzen voraus, daBl die zweite Ableitung der reellen Funktion f(x) in der
Strecke [a, b] existiert, und beschrinkt ist. Deshalb sind die Funktionen f(x) und
f’(x) dort stetig, und infolgedessen beschrinkt. Diese Bedingungen, die in allen
Behauptungen der Arbeit eine wichtige Rolle spielen werden, konnen folgendermalen
zusammengefaBBt werden:

Funktion f(x) sei dort mindestens zweimal differenzierbar,
und

&) ] S| = M,

] Die reelle, im abgeschlossenen Intervall /=[a, b] definierte

f(x)=M, =0,
| f(x)| = M,, x€l

1. Die Methode der Beriihrungshyperbeln
Betrachten wir die Hyperbel

y=+cfl+x2 (¢=0),

die eine Transformierte der gleichschenkeligen Hyperbel ist. Sichtbar beeinflullt die
Konstante ¢ die ,,Dickheit** der Hyperbel. (Wie wir im Lemma sehen werden, wird der
Wert von ¢ so ausgewihlt, daBB der an die Funktion f(x) geschmiegte und parallel
verschobene Hyperbelzweig unterhalb (bzw. oberhalb) unserer Funktion liegt, falls
der Wert von f(x,) positiv (bzw. negativ) ist.)
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Also schmiegen wir den Hyperbelzweig y =—c}1+x? (bzw. y = cViT.{"i)
parallel an die Funktion f(x) im Punkt (x,, f(x,)) so an, daB dort auch die Tangen-
ten von beiden Kurven zusammenfallen. Die angeschmiegte Hyperbel hat die Form

h(x) = AFcl1+(x— B)>.
Die Konstanten 4 und B kénnen aus den Gleichungen
f{.\‘o) - h(.\.o)

S (x0) = h'(xp)

berechnet werden. So erhalten wir die Gleichung der vorher erwihnten Beriihrungs-
hyperbel:

und

. e L (X)) T

3 h(x) = f(x +— —_.__—.-‘;-Cl.f I+ |x—x :Fﬁ: a

i b Ve —f2(xo) [ *TVE—xo)

wo die Quadratwurzeln mit positiven Werten beriicksichtigt werden miissen, und
- gleichzeitig die oberen (bzw. die unteren) Vorzeichen in Betracht genommen werden

im Falle, daBl der Wert von f(x,) positiv (bzw. negativ) ist. (3) ist also die Gleichung

des die Kurve y=/(x) im Punkt (x,, f(x,)) beriihrenden ,,unteren‘:, bzw. ,,oberen‘*

Hyperbelzweiges mit der reellen Achse von der Gestalt x=B.

Lemma 1. Wenn die Bedingungen (2) erfiillt sind, auferdem
¢ =M+ -13—6 M?
und f(xg) =0,
dann ist der Wert der durch die Gleichung (3) gegebenen (entsprechenden) Funktion
2 ﬁr}(i{;.der Strecke I im Fall f(xy)=0 (bzw. f(xo)<0) nicht grofer (bzw. kleiner),

BEwEls. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir uns nur mit dem
Fall f(x,)=0 beschéftigen, im gegenteiligen Fall betrachten wir namlich die Funk-
tion —f(x).

Wir miissen einsehen, daB3 die Differenz

D(x) = f(x)—h(x)

in der Strecke / nicht negativ ist, d.h.

2
D(x) = f(x) = [(xo)—

¢
Vet —172(xo)
Nach den Voraussetzungen gilt die Relation

ct—f"%(x,) = 0.

Im Falle x=x, ist die Behauptung trivial. Es sei also im weiteren x=x,. Wen-
den wir den Satz von Lagrange auf die Differenz der ersten zwei Glieder an:

J(xX)—=f(xg) = f(&)+ (x—x,), ¢ €(xqg, X).

COI
Vet —1"2(xo)

.'r
+clf l+[x—x0— =0, =x¢€l
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Der Wert der Funktion D(x) ist nicht negativ genau dann, wenn die Ungleichung
4 , [ Y P
[ Ox—x) = ¢ l-!—[x—xo P
Ve —f"%(xo) Ve2 —f7(xo)

erfiillt ist. Wenn die linke Seite nicht positiv ist, ist der Beweis zu Ende. Andernfalls
erheben wir beide Seiten ins Quadrat:

2

+f (@) (x—x0)* =

et A ) e

g Ve =2 (xy)
2 = 2 2f (xo)('f—xo) I (x0) e

1+ (X xo) l;c —f’z(x) P __f;z(xo) ,

woraus sich nach Umordnung die Relation
2 _— * =
ek lll e I Gl o =m0
Ve —f"%(xo)
ergibt. Nun wenden wir nochmals den Lagrange'schen Satz auf die Differenz
S'(x,)—f'(¢) an. Nach Einsetzung bekommen wir die Ungleichung

~f"(O) (¢ —xo)(x — %0) 7=— V=770 = (x—x)’[* =@ §€(x0,¢)-

Aus der Relation ¢ € (x,, x) folgt, daB der Wert des Produktes (¢ —x,)(x —x,) nicht
negativ ist. Deswegen kann die erhaltene Ungleichung folgendermaBen aufgeschrie-
ben werden:

2(‘29
o () = R R
& = e Jid (=
WO 9:6_"-0- (x%x0,0=9=1)
X —Xo ghite ik Sk

Wenn hier £7(&)=0 gilt, ist der Beweis zu Ende. Es sei also f7(£)<0. Es geniigt
zur Erfiillung unserer Ungleichung, wenn
2¢2 17| £
f; = c
Ve =1 (%0)
ist. Die linke (bzw. rechte) Seite wird nicht ab- (bzw. zu-) nehmen, wenn wir an Stelle

der ersten Differentialquotienten von f(x) den Wert M,, und an Stelle von | f” 3]
den Wert M, einsetzen:

2129

22 M, = (c*—M3)>32.

Nach den Voraussetzungen ist
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und so kann die Ungleichung folgendermaBen aufgeschrieben werden:

3/2
2M, [2M2+13li M’] = [M2+'—36~M2] d

Jetzt erheben wir beide Seiten ins Quadrat. Nach Umordnung erhalten wir die
Relation

210
M?P+ 33 M3 =0,

die offenbar erfiillt ist. Damit ist der Beweis beendet.

Hiernach sei nochmals f(x,)=0, und auBerdem seien die beiden Schnittpunkte
des Hyperbelzweiges /1(x) mit der x-Achse x;, x, mit x; =x,. Dann sind natiirlich
die Ungleichungen

XI=EXp=Xx

erfillt, und aus der Bezichung (3) erhalten wir
=
4 xi} it ) ]/ [ﬂ"°) | 1.
X Ve —f2(xo) 2 —f"2(xo)
Im falle x,.x; </ gilt nach Lemma 1, daB
h(x)=f(x), x€(xy,x)E],

0=h(xy)=f(x}),
0=h(x,)=f(x,).

Wenn wir unser Verfahren mit dem Punkt x, anstatt x, fortsetzen, erhalten wir die
Abszisse x,. So entsteht die monoton wachsende Iterationsfolge

und speziell

beziehungsweise

b e & (A I A
Hier kénnen drei Fille vorkommen:
1) Je#0, ozl (=012 ..)

Hier nimmt die Folge {x,} streng monoton zu und ist auBerdem beschrinkt, woraus
ihre Konvergenz folgt:
limx, = 2€ 1.

n—=os

Aus der Gleichung (4) bekommen wir mit Grenziibergang f(x)=0.
2) Es gibt ein Index /=0 mit f(x;)=0, x;<1I.

Hier ist (auch nach (4))
Xi=Xisp k=1L .

deswegen sind die folgenden Gleichungen trivialerweise erfiillt:

limx, = x = a, Jiay =10,

n—eo
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3) Es gibt mindestens ein Index i=0 so, daB} x;¢ /.

Es gelten nach dem Lemma in den ersten beiden Fillen
f(x);“(}, xe[x()s “);
f{\') 750- X E [.1'0 » b]'

Ganz dhnlich k:;nn die (monoton abnehmende) Folge

und im dritten Fall

’ ’
Xos X1y X2; -.-

iiberpriift werden, die Stelle der Uberpriifung__ist aber das Intervall [a, xo].
Auch im Fall f(x,)<0 konnen dhnliche Uberlegungen durchgefiihrt werden,
fiir die Berechnung von x; und x] wird jedoch die Formel

. P
x!} = xo——_fii,—o—)'" = il/ _f(xu)_+_;___7__€;____ -1
il Ve —f"2(xo) % Ve —f%(xy)
verwendet.

Wir summieren unsere bisherigen Ergebnisse im folgenden

Satz 1. Wenn die Bedingungen (2) erfiillt sind, auferdem

2 =2ME+ ];Mf

und f(x¢)#0 in irgendeinem Ausgangspunkt x ¢ (a, b), dann konvergiert die durch die
rekursive Formel

() Xpy1 = X,+5gn f(xo) A)_ +V [@:L)l + ¢ s l

Ve =iy i)
n=0,1,2,...)

bestimmte, monotone Folge {x,} zu der rechts (bzw. links) von xq néchstliegenden
Nullstelle o € I der Funktion f(x), falls das obere (bzw. untere) Vorzeichen konsequent
beriicksichtigt wird. Wenn 24 1, so verldfit die Folge die Strecke 1.

2. Die Methode der Beriihrungsparabeln

Wir verfolgen einen, zu dem Obenstehenden dhnlichen Gedankengang, und
werden in diesem Abschnitt ein gleichungsldsendes Iterationsverfahren angeben, das
anstelle von Hyperbeln mit den Parabeln

(6) y =xex?, c=0

arbeitet.
Wie wir uns leicht tliberzeugen kénnen, kann die Gleichung der die Kurve
y=f(x) im Punkt (xq, f(x,)) beriihrenden (und parallel verschobenen) Parabel mit
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einer auf der Abszissenachse senkrechten Achse folgendermaBen angegeben werden:
(7) p(x) = f(xo)—csgn f(xo) (x —x0)? +£"(xo) (x — xo).
Es gilt das

Lemma 2. Wenn die Bedingungen (2) erfiillt sind, c=M, und f(x,)=0, dann ist
der Wert der durch Gleichung (7) gegebenen (entsprechenden) Funktion p(x) in der

Strecke I nicht grofer (bzw. nicht kleiner), als der Wert von f(x), falls f(x,)=0
(bzw. f(x)<0).

Beweis. Es gentigt, wenn wir uns nur mit dem Fall f(x,)>0 beschiftigen, im
entgegengesetzten Fall betrachten wir nimlich die Funktion — f(x). Wir haben zu
beweisen, daB3

D(x) = f(x)—p(x) =0,

S(x)=flxg)+e(x—xp)* —f(xo)x—x0) =0, * x€L

Nun wenden wir den Lagrange'schen Satz auf die Differenz der ersten beiden Glie-
der an:

d.h.

f(-\’) —f(-"o) i f'(é) s(x—xp), ¢ E(-\'o, \‘\
So ist der Wert von D(x) nicht negativ genau dann, wenn die Ungleichung
(8) (x—=x0)[f(§)—f"(xo) +c(x—x0)] = 0

erfullt ist.

Im Punkt x=1x, ist die Behauptung trivial. Im weiteren setzen wir voraus, dall
.\‘_.\.0 ;ﬁ 0.

Nochmals wenden wir den Satz von Lagrange auf die Differenz f*(&)—f"(xo) an.
Nach der Substitution erhalten wir die Relation

(x = xo)[c(x — Xo0) + 1" (&) (£ — x0)] = 0,

d.h. )
(x—x0)*[c+ 3/ (O)] = 0,
e 3 0 — X
wo L;E‘(xo.f} und Ugl =§t-;§5_ ]_

Wenn f"(&)=0, ist der Beweis zu Ende. Im entgegengesetzten Fall ist unsere
Ungleichung mit i
QI =c

dquivalent, und dies ist nach den Voraussetzungen offensichtlich erfiillt. Damit haben
wir das Lemma bewiesen.

Wenn wir den nach dem Lemma des vorigen Abschnittes stehenden Gedanken-
gang verfolgen, gelangen wir zum

Satz 2. Wenn die Voraussetzungen (2) erfiillt sind, ferner ¢=M, und f(x,)=0
im Ausgangspunkt x,<(a, b) gilt, dann strebt die durch die rekursive Formel

’ _,-'-l ’ 2
©  Xaur = ot sgnfig) L o+ LD +[f g"’] #=0,1,2,..)



230 Z. Szabé

bestimmte, monotone Folge {x,} nach der rechts (bzw. links) von x, néchstliegenden
Nullistelle a€ I von f(x), falls das obere (bzw. untere) Vorzeichen konsequent beriick-
sichtigt wird. Im Falle «% I verldft die Folge die Strecke 1.

3. Die Methode der Beriihrungsellipsen

Ahnlich zu den beiden vorigen Iterationen kann auch das mit der Ellipse
verbundene Iterationsverfahren eingefiihrt werden. Wir betrachten die Ellipse

y= +cf1 —x2 (c=0, [x|=1).

Die Gleichung der parallel verschobenen Beriihrungsellipse ist von der Gestalt

| & o o
10 x) = (s L=l ;
(10) ki Ve +172(x,) I/ [x Ve +£72(xo)

wo im Fall f(x,)=0 (bzw. f(x,)=0) gleichzeitig die oberen (bzw. unteren) Vorzeichen
berticksichtigt werden miissen. Aus geometrischen Griinden ist es offenbar, daB die
Relationen

| f()|=M=e, x€l
erfiillt sein miissen.

Lemma 3. Wenn die Bedingungen (2), ¢ = max {M. 15] M,, 2M2} und f(x,)=0
erfiillt sind, dann ist der Wert der durch die Gleichung (10) definierten (entsprechenden )
Funktion e(x) im abgeschlossenen Intervall 1 im Falle f(x4)=0 (bzw. f(x,)=0) nicht
grofler (bzw. kleiner), als der Wert von f(x).

BeweEls. Es geniigt auch jetzt nur den Fall f(x,)=0 zu betrachten. Wir werden

zeigen, daB :
D(x) = f(x)—e(x) = 0,
d. h.
c? * = AT 2
/ " (xo)
f(x)— f(v0)+-——7,— —-clf 1—- [x—xoﬂ e ——1 e A1
+f72(x0) l Ve2 +172(xo)

Wenn x=x,, dann ist die Behauptung trivial. Also sei x+x,. Wenn wir den Satz
von Lagrange verwenden, erhalten wir

2 flm = = (\’o) ’
T Mo, ——— = 1=-|x—Xo
an  fOE=x)+; 100 l‘“ [ Ve +£73(xo)

wo §€(xo, Xx).
Zuerst sehen wir ein, daf3 die linke Seite nicht negativ ist, d.h.
(,2

V2 +f72 (YJ

—f () (x — Xo).
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Ist hier die rechte Seite nicht positiv, so ist unsere Behauptung richtig. Im gegen-
teiligen Fall erheben wir beide Seiten ins Quadrat:

4
o2 #z(@ = [2(8)(x—xo)%.

Da die Linge der mit der x-Achse parallelen Ellipsenachse 2 ist, nimmt die linke
Seite nicht zu und die rechte Seite nicht ab, wenn an die Stelle von (x—x,)? bzw.
der ersten Differentialquotienten der Wert von 4 bzw. M, eingesetzt wird:

& 2
i =4 :
c2+ME — nek
Nach Umordnung bekommen wir die zu beweisende Relation

(c2—2M3?)? = 8M¢.

Wenn an die Stelle von ¢ der Wert 2, 2M, eingesetzt wird, nimmt die linke Seite nach

den Voraussetzungen nicht zu:
2,842 M} = 8M¢.

Aus der erhaltenen evidenten Ungleichung folgt, dal die linke Seite von (11) wirklich

nicht negativ ist.
Wir erheben also beide Seiten von (11) ins Quadrat. Nach Umordnung erhalten

wir die Ungleichung

(x—x0)* (2 +£2©))V 2 +7*(x0) = 2¢*(x— x)(f* (x0) S (©))-
Auf die Differenz [ f'(x,)—f'(¢)] wenden wir den Lagrange’schen Satz an. Wenn
wir die Bezeichnung

&= Xo il s
= —-- 0=98=1
X—Xo ao )

einfiihren, und mit dem Ausdruck (x—x,)? abkiirzen, bekommen wir die Beziehung
(B+L2EOW+12(x0) = 2623(—1"(®),  E€(x,E).

Falls f”(8)=0, ist der Beweis zu Ende. Andernfalls nimmt die linke Seite nicht zu
und die rechte Seite nicht ab, wenn an die Stelle der ersten Differentialquotienten
(bzw. | f7(S)], bzw. 3) der Wert von Zero (bzw. M,, bzw. 1) eingesetzt wird:

A=2c*M,,

und diese Relation ist nach den Voraussetzungen erfiillt. Damit haben wir das Lemma

bewiesen. %
Wenn wir die schon bekannten Uberlegungen auch hier durchfiihren, erhalten

wir den zusammenfassenden

11

Satz 3. Wenn die Bedingungen (2), auferdem ¢ = max {M, & 7 M, 2M 2}, und

f(x0) =0 im Ausgangspunkt x, € (a, b) erfiillt sind, dann konvergiert die durch die re-
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kursive Formel

[ 2
(12) Xptr1 = x,.+sgnf(x0) —= ':-_—__il! 1 —[M—:iﬁ_

Ve2 +£72(x,) e Year®x)
definierte, monotone Folge {x,} nach der rechts (bzw. links) von dem Ausgangs-
punkt x, ndchstliegenden Nullstelle o« I von f(x), falls das obere (bzw. untere) Vor-
zeichen konsequent beriicksichtigt wird. Im Fall x5 I verlapt die Folge {x,} die Strecke I.

BEMERKUNGEN 1. Wir erhalten die obenstehenden Iterationsformeln auch dann,
wenn wir, anstatt den entsprechenden Kegelschnitt entlang des y-Achse mit einer
Konstanten ¢=0 zu dehnen die Funktion f(x) dort schrumpfen lassen. Dies, und
auBerdem auch die Form der Iterationsformeln macht es selbstverstindlich und

zweckmiBig, die Bezeichnung g(x) = @ einzufiihren. Mit ihrer Hilfe kénnen die

drei gleichungslosenden Iterationsverfahren auf eine einheitliche, zusammenfassende
und verkiirzte Weise aufgeschrieben werden:

Xue1 = Xp+ G () F(x,) +5VH(x,),
wo s = sgn (x—x,) und F(x,) = sgn f(x,)g’(x,), ferner
G(x) =[1-g?@)N""2 H(x,) = [g(x)l +G(x)* -1
im Fall der Berithrungshyperbeln,

g% (x,)
4

GO = . Hx) = lg(x)] +

im Fall der Beriihrungsparabeln und
G(xy) = [1+g72(x)]""2, H(x,) = 1-[Ig(x,) — G (xn)]*

im Fall der Beriihrungsellipsen.

2. Aus den Beweisen der Lemmata geht es hervor, dall die Voraussetzung
| f"(x)|= M, nur in solchen Punkten x €/ erfiillt werden muB, wo f(x,)f"(x) = 0
gilt, d.h. wo die Konvexitit des Beriihrungskegelschnittes und der Funktion f{x)
ibereinstimmt.

3. In unseren Beweisen haben wir die Endlichkeit des Intervalls 7 nicht ver-
wendet. Auch im Falle a = — = (bzw. b=+==) ist jede der Behauptungen iiber die
Konvergenz der Iterationsfolgen mit der selbstverstindlichen Bemerkung giiltig, daB
die monotone Folge {x,} im Fall a4 (— ==, xo] (bzw. 2 ¢ [x,, ==)) divergent ist.

4. In Verbindung mit den Konvergenzsitzen der Iterationen wollen wir be-
merken, daB unter den rechts (bzw. links) von x, liegenden Nullstellen von f(x)
eine kleinste (bzw. gréBte) immer existiert, da die Funktion f(x) stetig ist.
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