Untersuchungen in vierdimensionalen verallgemeinerten
Finslerriumen mit Hilfe eines natiirlichen Vierbeins

Von A. MOOR (Sopron)
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§ 1. Einleitung

Unter einem natiirlichen n-Bein eines n-dimensionalen Finslerraumes bzw. Li-
nienelementraumes verstehen wir ein solches n-Bein e, dessen Vektoren vom Grund-

(2)
element (x', ') abhingig sind. Im Falle n=2 konstruierte im Finslerraum L. BER-
WALD (vgl. [1] und [2]') ein natiirliches Zweibein, womit die Charakterisierung ver-
schiedener Type der zweidimensionalen Finslerraume moglich wurde. Im dreidimen-
sionalen Fall haben wir das natiirliche n-Bein in unserem Aufsatz [6] konstruiert,
und M. MatsumoTo in [8] und besonders in [9] fiir interessante Probleme verwendet.

Im vierdimensionalen Finslerraum kommen schon bei der Konstruktion eines
natiirlichen Vierbeins groBe Schwierigkeiten vor, da auBer /' und 4’ (vgl. [3]) keine
weiteren geeigneten Vektoren existieren. Zwar kénnte man z. B. aus den Kriimmungs-
tensoren durch kovariante Ableitung und Kontraktionen weitere Vektoren bekom-
men, doch wiiren diese Vektoren méglicherweise die Nullvektoren, somit wéren sie
fiir ein natiirliches n-Bein nicht geeignet.

Da aber eben die physikalischen Feldtheorien den vierdimensionalen Fall be-
niitzen, halten wir es wiinschenswert ein vierdimensionales natiirliches Vierbein zu
konstruieren und mit dessen Hilfe verschiedene Type der Linienelementriume zu
untersuchen. Statt des Finslerraumes aber, werden wir eine Verallgemeinerung des

1) Die Zahlen in eckigen Klammern deuten an die Literatur am Ende unserer Arbeit.
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Finslerraumes F,’ zu Grunde legen, in der ein natiirliches Vierbein konstruierbar
ist. Diese Verallgemeinerung befindet sich in unserer Arbeit [5]; wir werden aber den
M -Tensor, der im [5] zum Tensor A;; addiert ist, fiir einen Nulltensor wihlen,
ferner sollen die g;; den Fundamentaltensor eines Finslerraumes bestimmen, d.h. es
sei im folgenden immer

11 der 1 02 F2(x, %)

s R U T

wo F(x, x) in den X' homogen von erster Dimension ist, ferner F(x, x) soll den im
Finslerraum gewdhnlichen Bedingungen erfiillen (vgl. [10], Kap. L. § 1.).

Unsere wichtigste neue Resultate befinden sich in erster Reihe in den Paragra-
phen 6—8. Die Konstruktion des natiirlichen Vierbeins werden wir in § 3. durch-
fithren und in den Paragraphen 4 und 5 die allgemeinste Form gewisser Grund-
tensoren des vierdimensionalen verallgemeinerten Finslerraumes F,’ bestimmen.

§ 2. Grundgrifen und Grundformeln

Zu Grunde gelegt sei ein n-dimensionaler F,-Raum, in dem also die Metrik
durch einen metrischen Fundamentaltensor von der Form (1. 1) festgelegt ist, die
Grundelemente die Linienelemente (x', x¥) sind, die wir 6fters kurz mit (x, x) bezeich-
nen, und das invariante Differential, das die Paralleliibertragung der Vektoren be-
stimmt, die Form

(2.1) D& = dE+C i &ldx* + L, dx*

hat. Dabei ist
i gl L.y OF
Civ =383 = 38 puiowor’
wo g/ selbstverstindlich den kontravarianten metrischen Grundtensor bedeutet,
ferner die L;}, bestimmen solche Ubertragungsparameter, womit die Paralleliiber-
tragung metrisch ist,d.h. die Linge der Vektoren bei Paralleliibertragung unverindert
bleibt.

Unsere F,’-Raum ist also ein Spezialfall der in unserem Aufsatz [5] begriinde-
ten Geometrie, nur ist jetzt die Metrik auf Grund von (1. 1) eine Finslersche Metrik,
die Ubertragungsparameter sind C;/, und L/,. Diese letzten Ubertragungspara-
meter sind mit Hilfe des von dem g;; abgeleiteten entsprechenden GréBen aus-
driickbar (vgl. [5], § 2). Die GréBen von [5] sind jetzt im F,’-Raum, die folgenden:

g F 0g;;
(2. 2a) ijk = Ajjx = 7 k)if: = FCij
(2.2b) Ly = I — Aij00's + 01

(vegl. [5], Formeln (2. 13) und (2. 24), wo jetzt p;;, =0, Ji=4} gesetzt werden soll),
wobei o;;, einen in (i, j) schiefsymmetrischen und in %' von nullter Ordnung homo-
genen Tensor bedeutet. Der Tensor oy, ist im wesentlichen aufer der Grundfunktion
F(x, X) die zweite Grundgrofe des F,-Raumes.
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Die I'[j sind in (2. 2b) jetzt und im folgenden die aus g;; gebildeten Cartanschen
Ubertragungsparameter (vgl. [3]) und der Index ,,0” in (2. 2b) bedeutet immer die
Kontraktion mit /'. Die Ubertragungsparameter L in (2. 1) hingen mit L}, durch
die Formeln

(2.3) Li = L+ A/ Lg", Lo' = L

zusammen (vgl. [5], Gleichung (2. 10)).

Es kann leicht verifiziert werden, dal die durch (2. 1), (2. 2b) und (2. 3) bestimmte
Ubertragung wirklich metrisch ist. Driickt man das invariante Differential (2. 1) mit
Hilfe der kovarianten Ableitungen aus, so wird

D¢ = &yt (d) +V, Eldxt,

wo
e a
(2.4) &S rf.as& + A4/ ¢
3 ag aé' *i EZr
(2 5) vkéld ] 3 k ngj Ork+Lrlk‘;

die fundamentalen kovarianten Ableitungen, ferner
o*(d) = DI* = dI*+ Ly*, dx*

das invariante Differential des Einheitsvektors /' bedeutet (vgl. [5], (2. 8) und (2. 9)).
Es kann nun unmittelbar verifiziert werden, daB

gijx=0, Vig;=0

ist, was unsere Behauptung beweist.

Die Torsions- und Krimmungstensoren des F, -Raumes kénnen in der gewdhn-
lichen Weise mit Hilfe der Cartanschen w-Symbolik bestimmt werden (vgl. [5] § 7
und [3]). Bedeuten ,,d** und ,,6‘ vertauschbare Differentiale, ,,D* und ,,4°* die zu
ihnen gehdrigen invarianten Differentiale, so bestimmen

Q' = (AD—DA)x'
bzw.
Q"_,-éf = (AD—DA)¢!

die Torsions- bzw. die Kriimmungstensoren des F, -Raumes. Wenn wir das invariante
Differential (2. 1) in der Form:

(2. 6) D& =dt -r-(AJ,.w"(d)-{-L*‘ dx*)&d
schreiben, so wird
Q = A} [dx ot (d)]+ Q' [dxI dx*),

wo die eckigen Klammern die duBeren Produkte der entsprechenden Differentiale
bedeuten, ferner

" 1
Q= 5 (L)
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ist. Die Torsionstensoren sind also A%, und Qj,. Auf Grund von (2.2b) sieht
man, daf} die Torsionstensoren des F,’-Raumes im wesentlichen 4, und ¢, sind.
Die Kriimmungstensoren sind in der Formel

. 1
Q== 5 R} mldX*dx™+ Py, [dX* w”']+-~ S femle* ™

enthalten, wo wir im folgenden nur Rf we und S/, bendtigen werden.
Der Kriimmungstensor S/, stimmt mit dem dritten Kriimmungstensor des
durch die Grundfunktion F(x, x) bestimmten Finslerraumes iiberein. Es ist:

2.7 Siim = Afn AL —ASAL.

Der erste Kriimmungstensor hat die Form (vgl. [5], Formeln (7. 6) und (7.7)):
defl =

(2. 8) R/in = Rjimt+Af Ro s
wo R/i,,, den Hauptkriimmungstensor bedeutet. Es ist:
i a0 0
2.9 Rim= e LIy p LT L§w+ L35 LY —k|m,

ox™ o

wo k|m den vorigen Ausdruck, aber mit vertauschen Indexen k& und m bedeutet.
Auf Grund der Formeln (1. 18) und (1. 18a) der Arbeit [7] kann der Haupt-
kriimmungstensor des F, -Raumes mit Hilfe des Hauptkriimmungstensors des Finsler-

raumes ausgedriickt werden. Es ist
(F)

(2.10) Riim = Rism+ Pjixm>
F)
WO RJ',‘,,, den Hauptkrﬁmmungslensor des Finslerraumes bedeutet — der stimmt

formal mit (2.9) tberein, nur steht in seiner Formel statt Lj", der symmetrische
Ubertragungsparameter I';j'y des Finslerraumes — und es ist

(2° ll) d)jfim“jir A ilxlm ()lj‘ .t AOm l'im'_k]"i
mit
(2]2) AI 'f'"‘AJraok'f’O'Jk.

wo noch das Zeichen ,,|,** die erste Cartansche kovariante Ableitung bedeutet. Diese
Ableitung stimmt formal mit (2. 5) {iberein, nur stehen hier statt L7/, die Cartanschen
Ubertragungsparameter I}/,

§ 3. Konstruktion des fundamentalen Vierbeins

In diesem Paragraphen wollen wir aus dem zwei FundamentalgréBen des
F;-Raumes ein orthonormales Vierbein konstruieren. Die FundamentalgréBen sind
— wie das im § 1 schon bemerkt wurde — die Grundfunktion F(x, X) und der in /, j
schiefsymmetrische Tensor: g, .
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Als erster Grundvektor des orthonormierten Vierbeins wihlen wir den Einheits-
vektor:

def X
€ = = s
A i F if
der die Richtung seines Stiitzelementes hat. Als zweiter Grundvektor wihlen wir
den auf Eins normierten Torsionsvektor 4. Es ist somit

3.1 e, = A = (8, 4749124, = (4;47)"112 4,
@)
Nach einem interessanten Resultat von A. DEICKE (vgl. [4]) ist 4,0, falls F(x, x)=0
im ganzen Raum besteht. Da wir diese Bedingung gestellt haben (vgl. [10]. Kap.
I. § 1), ist e; in jedem Linienelement eindeutig definiert?). Diese Vektoren stehen
(2)

wegen

L
— g e

= 4% %0 0%k

und wegen der Homogenitit erster Ordnung von F(x, %) in den x' senkrecht auf-
einander.

Um den dritten Einheitsvektor bestimmen zu kénnen, bilden wir aus dem Grund-
tensor g;; den Vektor

A= AL

I

def
g; "—‘GIL '_'_alk‘

Wir miissen im folgenden annehmen, daB dieser Vektor von Null verschieden ist.
Nach dem Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren bilden wir den Vektor

(3 2a) o] f:—f 2y 0'0!;"(0'}/1*})44?.

Nach einer Normierung erhélt man den dritten Einheitsvektor

(3.2b) e; = (cr st -Nigr
3)

der wegen (3. 2a) offenbar auf e; und e; senkrecht steht.
(1 (2)
Nun gehen wir zur Konstruktion des vierten Grundvektors tliber. Erstens

bestimmen wir den sog. vierdimensionalen e-Tensor. Es ist

!‘5“ 511 511; olmi

Os; 025 Oap Oapl

(3 3} g md_ef ‘21 2j 2k ‘2m!.
J; Ve O3i 035 Oy bsmi

54i 54,!’ 54& 64m|

wo d, das Kronecker-d bedeutet. g, ist also ein in allen ihren Indexen schief-
symmetrischer Tensor. Der Tensorcharakter folgt leicht aus der Transformations-

2) Wir bemerken, daB 4,70 in nicht positiv definiten Finslerriumen schon nicht giltig ist.
Auch in diesem Falle konnen wir & in der angegebenen Weise definieren, wir miissen uns aber
(2

auf solche Teilbereiche des F. -Raumes beschrinken, wo A,#0 giiltig ist.



246 A. Mooér

- Y . ¢
formel von g=|g,|. Da Jg = % Vg ist, wo g das transformierte g bedeutet, so
[/
wird nach dem Multiplikationssazt der Determinanten

ox* -dx' ' 9x'|
| 0’ ° 9%/ % Ox™ |
| Bxt ‘
? ~| o= g |
Eijkm = V & Bx® >
axt "]
ox' axm
was man auf Grund von (3. 3) in der Form
) ox* oxP Oxc x4

Eijkm = €apea X (r).f-f IXE Ixm

schreiben kann, und das beweist den Tensorcharakter des ¢-Tensors.
Die kontravarianten Komponenten des g-Tensors sind

sabcd - gai gbjgt'kgdm sijkm .

wo die g™ die kontravarianten Komponenten des metrischen Grundtensors bedeuten.
Bekanntlich hat g™ die Form g”=g~' U, wo U™ die Unterdeterminante von g,, in
der Determinante g ist. Da im vierdimensionalen Fall |U™|=g? ist, wird mit Hilfe
von (3. 3):

iélp 51(; 6Ir 5is

82 B2 020 O3,

63:) 63:} 63:- 533
64;.! 549 54r 545

Auf Grund von (3. 3) und (3. 4) folgt, daB im F;-Raum
§;, 6. &

J r i

6&4 6#:- 6&3
I 5mq 6mr 51!:5
besteht, was auf Grund des Multiplikationssatzes der Determinanten leicht bewiesen

werden kann. :
Der vierte Einheitsvektor unseres Vierbeins ist nun:

1
3.4 Sl
(3.4 Ve

(3.5) sfjmsjw =

59 5= e
(
Da offensichtlich

(3. 6a) ¢ =g &0
(4) (1)(2) (3)
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ist, folgt auf Grund von (3. 5) und (3. 6), daB

3
ee = [ ele; =1
@@ h=1 K

gilt. Wegen der schiefsymmetrischen Eigenschaften des e-Tensors folgt somit

(3. 7) el‘el. == 5ﬂb’
(a)(b)

woraus nach fundamentalen Regeln der Tensoralgebra auch

(3. 8) €; el = 6{

(a)(a)
gefolgert werden kann. Ziehen wir in der letzten Formel den Index j ab, so erhalten
wir unmittelbar die Beindarstellung des metrischen Grundtensors:

(39} 8ij = e;ej.
(a)(a)

§ 4. Beindarstellung des Tensors o,

Der Fundamentaltensor o,; des F;-Raumes hat nach dem Vierbein e; die
(a)
Beindarstellung

(4‘ l) o'fjk =0 e" ej ek.,
(abc)(a) (b) (<)

wo die Klammern unter dem ¢ die nicht-tensoriellen Indizes (und nicht die Sym-

metrie) kennzeichnen wollen. Nach (3.7) und (4. 1) ist der Skalar & von der
(abc)

Form:

(4. 13) g = o'“'keiejel,
(abe) (a) (b)(c)

und wegen der schiefen Symmetrie von o;;, in i, j, ist auch ¢ schiefsymmetrisch
(abc)
in a, b.
Wir beweisen den folgenden

Satz 1. Es gilt immer:

(4.2) ¢ + 6 + ¢ =0.
(131) (242) (343)

Beweis. Eine Kontraktion von (4. 1) mit g/* gibt wegen (3.7)

(4. 3) Ui - Ufkk = 0 t’,.
(abb)(a)
Da nach (3.2a) und (3.2b) o;e =0 ist, folgt nach einer Kontraktion mit e’
(4) (@)
und in Hinsicht auf die schiefe Symmetrie von ¢ in a, b eben (4. 2), w. z. b. w.
(abc)

Der Vektor ¢; hat im allgemeinen eine andere Richtung, als e; . Es gilt aber der
(3)
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Satz 2. Es sind die Gleichungen

4

(4.4 e =g ¢+ 06 + ¢ =0
B=2(188) (121) (323) (424)
notwendig und hinreichend dafiir, daff o; und e; dieselbe Richtung haben, d. h.:
3)
4.5 0, =0e.
(3)

Beweis. Auf Grund von (4. 2) reduziert sich (4.3) immer auf?)
3
(4.6) g;=2 0o e,.

Wegen der schiefen Symmetrie von ¢ in a, b geht diese Formel in (4. 5) (iber,

(abc)
mit 6= ¢ , falls die beiden Gleichungen in (4. 4) gelten. Aus (4. 4) folgt also (4. 5).
(3bb)

Es gilt aber auch die Umkehrung; aus (4. 5) folgen nach Uberschiebung von (4. 6)

mit /! bzw. €' wegen der schiefen Symmetrie von ¢ in a, b eben die beiden in
(2) (abe)

(4. 4) angegebenen Gleichungen, w. z. b. w.

Wir wollen nun die allgemeinste Form von o;;, bestimmen, falls (4. 5) besteht,

und e; in der Beindarstellung nicht vorkommt.
()

Satz 3. Der Tensor oy, hat die Form:

3
(4 ?) O'Uk = Z g & ejek
a,b,c=1 (abc) (a)(b)(c)

und es gilt auch (4. 5) dann und nur dann, falls die Relationen

(4.8) ¢ +6=0 o6+ =0
(122) (133) (211) (233)

bestehen, ferner ¢ = 0, falls eine der Indizes a, b, ¢ gleich 4 ist.
(abc)

BeweEls. Die letzte Bedingung des Satzes ist nach (4. 1) und (4. 1a) notwendig
und hinreichend fiir (4. 7). Nach Satz 2 sind jetzt die Bedingungsleichungen (4. 4)
eben mit (4. 8) identisch, was im Hinblick auf die schiefen Symmetrie von ¢ in

(abc)

a, b unmittelbar folgt. Auf Grund des Satzes 2 folgt schon die Behauptung des
Satzes 3.

Die Sitze 2 und 3 sind ziemlich einfach, doch haben sie eine wichtige Bedeutung.
Sie bestimmen ndmlich die Form von a;;. wenn dieser Tensor, auBer den Grund-
tensoren des Finslerraumes nur noch aus einem einzigen Vektor aufgebaut ist.

) In (4.6) soll auf den Index ..b* selbstverstindlich von 1 bis 4 summiert werden. Fiir den
Index ,,a** geht aber die Summation nur von 1 bis 3.
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Z. B. sind die Gleichungen (4. 5) und (4. 7) erfiillt, falls fiir einen Vektor ¢; die
Relationen (4. 6) gelten, und o;; die Form

o = (o:l;—a; 1)l

hat. Doch sind selbstverstindlich auf Grund des Satzes 3 auch andere Type moglich.

§ 5. Beindarstellung der Tensoren A;; und S,

Der Torsionstensor A, ist bekanntlich durch die Formel

der 1 *F?
(5. 1) Ain= g F ouision

definiert. Dieser Tensor ist somit in seinen Indexen totalsymmetrisch, ferner es ist
wegen der Homogenitit erster Ordnung der Grundfunktion F(x, x) in den x'

Aojx = Ajox = Ajio = 0.

Das bedeutet aber, daB in der Beindarstellung des Torsionstensors der Vektor ¢; =/;
(1)

nicht vorkommen kann. Die Beindarstellung des Torsionstensors ist somit:
(5. 2) Al'_,l"k = :‘ e;ej Eku
(xfy)(2)(B)(v)
wo die griechischen Indizes jetzt und im folgenden immer die Zahlen 2, 3, 4, wahrend
die lateinischen Indizes (wie im vorigen) die Zahlen 1, 2, 3, 4 durchlaufen.

Die Einsteinsche Konvention soll selbstverstindlich auch auf die griechischen
Indizes gelten. Es ist somit in (5. 2) nach (3. 7):
(5 3_) 3 = Au'kei e-"'t"‘.
(aB7) @ /()

Diese, in o, f§, y symmetrischen GréBen, sind die Torsionsinvarianten des £-Raumes;

sie sind aber voneinander nicht vollstindig unabhingig. Nach (3. 1) hat 4,=4%
die Richtung von e;. Aus (5. 2) folgt somit nach Uberschiebung mit g/*:

(2)
Al' — 3 e,‘-
(2B f)(a)
da aber A4; die Richtung von ¢; hat, mul}
(2)
(5.4) I =0 J=0
(368) 460

bestehen. Die Zahl der Torsionsinvarianten ist nach (5. 3) offenbar 10, aber wegen
(5.4) sind nur 8 unabhingige Torsionsinvarianten.

Der dritte Cartansche Kriimmungstensor ist durch (2. 7) angegeben (vgl. [3],
S. 34). Ziehen wir den Index ,,i** herunter, so wird S;,, in (i, /) und (k, m) schief-
symmetrisch sein. Ferner es ist

5.5 Sijkm . Srmu'j.

5 D
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wie das aus der Definitionsformel (2. 7) nach dem Herunterziechen von ,.i* unmittel-
bar bestitigt werden kann.
Die Beindarstellung von S;;,, hat die Form:

(3.6) Siim = © e ¢e,,
(zf78) (2)(B) (v)(8)

wo wegen der schiefsymmetrischen Eigenschaften des dritten Cartanschen Kriim-
mungstensors auch die &  dieselben schiefsymmetrischen Eigenschaften be-

- (2f174)

sitzen, d.h.:

(5.7 N - Y Ol
(2f78) (Bavd) @87d) (xfay)

ferner, auf Grund von (5. 5) ist

(5.8) = &

(] .
(2fyd)  (yoaip)

Auf Grund von (2.7) und (5.2) kénnen selbstverstindlich die Kriimmungs-
skalare

S = S;une' el ke
(afiyd) (@) (B) () ()

mit Hilfe der Torsionsinvarianten ausgedriickt werden. Es wird

(5.9) Ay
- (2B78)  (208)(Boy)  (xey)(Bed)
Es ser nun

UrR | e

aef 1 @ @ _
(5. 10) hiy = — | = _(ee;—e;e).
@ 2.€ € 2 @m @@

@ @

Offenbar ist A;; in (i,j) und auch in (z, f) schiefsymmetrisch. Die Indizes (i, j)

(xp)
sind selbstverstindlich tensorielle Indizes. (5. 6) kann dann wegen (5.7) in der
Form:

(5.11) Sikm = S hy; i
(2fiyd)(2f)(y6)

angegeben werden. Der dritte Cartansche Kriimmungstensor kann also mit Hilfe der
Gréflen (5. 10) in der Form (5. 11) bestimmt werden.

Bemerkung. Im dreidimensionalen Fall ist «, 8, ...=2, 3. Die Formel (5. 11) gilt

auch jetzt, es wird aber wegen (5.7) & alle tibrigen Kriimmungsinvarianten be-
(2323)

stimmen; (5. 11) hat somit im wesentlichen die Form:

Sljkm =6 flu Iim
(23)(23)

(vel. [8], §2.).
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§ 6. Spezielle Type beziiglich der Tensoren A und S,

Die Form von A;; im zweidimensionalen bzw. im dreidimensionalen Fall be-
findet sich in [2] bzw. [6]. Der Kriimmungstensor S;;, verschwindet bekanntlich
im zweidimensionalen Fall, und im dreidimensionalen Raum hat seine Form M. Mat-
sumoto bestimmt (vgl. [8], § 2.). Wir geben im folgenden eine Bedingung im vier-
dimensionalen F;-Raum, so, daBB wenn diese Bedingung erfiillt ist, diese Tensoren
zum Typ des dreidimensionalen Falles dhnlich seien.

Satz 4. Gilr eine der Relationen
(6. 1) a) Ape =0, b) Aueé=0,
(3) (4)

so haben die Tensoren A;; und beziiglich der Tensoren (5. 10) auch Sy, von F," die
Form des dreidimensionalen Falles.

Beweis. Wir werden nur den Typ (6. 1b) untersuchen, denn der andere Typ hat
im wesentlichen dieselben Eigenschaften.
Wegen der totalen Symmetrie von 4;;, und 3 in ihren Indexen, folgt aus

(2fy)
(6. 1b), (5. 2) und (5. 3), daB in dem durch (6. 1b) charakterisierten Fall die griechi-
schen Indizes =, f, ... nur die Zahlen 2, 3 annehmen konnen, somit folgt schon die
Behauptung des Satzes beziiglich des Torsionstensors A;;.

Auf Grund von (6. Ib) und (2. 7) kann aber e; auch in der Beindarstellung

4)
von S;;.,, nicht vorkommen. Das bedeutet aber nach (5. 11) wegen der schie fsym-
metrischen Eigenschaften (5.7) und A;; in «, B, daB (5. 11) die Form

(zff)

(6 2) Sijkm — :“: hl'j hkm
(23)(23)
haben wird, womit der Satz 4 vollstindig bewiesen ist.

Die Formel (6. 2) ist beziiglich des Tensors /;; von der Form des dreidimen-
(23)

sionalen Falles. Doch es ist auch ein Unterschied vorhanden. Im dreidimensionalen
Fall gilt ndmlich auf Grund der Beindarstellung von g;;:

(6.3) hy L gi— Ll = e e; +ee, (n = 3),
(2)(2) (3)(3)

woraus folgt, daB} (6. 2) die Form (vgl. [8], § 2.):

(6. 4) Sijim = Suhim—himh )

hat, was im vierdimensionalen Fall nur unter weiteren Bedingungen erfiillt ist.
Es kann leicht verifiziert werden, dalB3 nach (5. 10), im dreidimensionalen Fall

hij Mim = : (h:khjm*himhjk]
eyen 4
besteht.
Im vierdimensionalen F;-Raum ist im allgemeinen (6. 4) nicht erfillt. Ist aber
(6. 4) mit konstantem & giiltig, so ist der Raum nach O. VARGA von konstantem
KriimmungsmaB (vgl. [11], Satz 2, und [8]). Es gilt aber der

%



252 A. Moér

Satz 5. Der dritte Kriimmungstensor des Fj-Raumes hat die Form (6. 4) dann
und nur dann, falls die Relationen

(6.5) =6 = 6 = G,
(2323) (2424) (3439)

(6.6) B =8=68 =0
(2324) (2334) (2439

bestehen, wobei jetzt h;; = g, —l;l; = e; e; ist.
() (=)
Beweis. Auf Grund der Formeln (5. 7) und (5. 8) folgt, daB & , die in (6. 5)
(zfy4)
und (6. 6) vorkommenden 6 Invarianten bestimmt. Aus (5. 11) wird somit:

(6 7) Sijkm = 4E(hu h*m'l‘h”hgm'i'hm hkm)-
(23)(23) (24)(24) (34))34)

Im vierdimensionalen FJ-Raum ist nun auf Grund der Beindarstellung von g;;:
(6 8) hud—il..g;j—‘;"fj = e ¢,
(z) (=)

woraus nach einfacher Rechnung folgt, dall der Ausdruck:
hixh i — i 1

eben der Faktor des Skalars € in der Formel (6. 7) ist. Somit folgt, daB (6. 7) in die
Formel (6.4) iibergeht, w.z. b. w. (4; bedeutet jetzt selbstverstindlich die durch
(6. 8) angegebene GroBe). Die Umkehrung folgt aus (5.10) und (5.11) durch expli-
zite Berechnung von S;;,,.

Wir beweisen noch beziiglich der Formel (6. 4) den folgenden

Satz 6. Gelten die Formeln (6. 4) und (6. 8), so ist der Raum beziiglich der ko-
variante Ableitung (2. 5) immer von rekurrenter Kriimmung.

Bewes. Eine kurze Rechnung zeigt, dalB3
ngij—_—o, V,‘f,-=0

gilt, woraus auf Grund der Definitionsgleichung (6. 8) folgt, daBl auch V,/i;;=0 ist.
Dann folgt aber aus (6. 4):
vr Sl'ﬁ(m = Vre(htkh' _himh,j&)-

Jm

woraus, wieder im Hinblick auf die Formel (6. 4) selbst, bekommt man. dal

Vr Sl'jkm :Vr IOg :'::'|S|"jkm
besteht, w. z. b. w.

Bemerkung. Ebenso kann gezeigt werden, dall wenn der dritte Cartansche
Krimmungstensor die Form (6. 4) hat, dann ist er auch beziiglich der ersten Cartan-
schen kovarianten Ableitung ,,|,* (vgl. [3]) mit den Ubertragungsparametern I}/,
von rekurrenter Kriimmung.
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§ 7. Variation der Linge der Vektoren

In unserem Aufsatz [6] haben wir die Variation der quadrierten Linge der
Vektoren bei der Variation der Richtung des Stiitzelementes bzw. bei der Variation
der Berwaldschen Paralleliibertragung im dreidimensionalen Fall berechnet. Jetzt
wollen wir im folgenden das analoge Problem im Fj;-Raum untersuchen. Es wird
sich leicht zeigen, daB auch im F;/-Raum die Variationen dhnliche geometrische
Bedeutung haben, wie im F3, nur ist hier die Dimensionszahl um eins gréBer.

Es sei ' ein kontravarianter Vektor (piinktlich gesagt: ein Vektorfeld); es soll
die Vananon d, der quadrierten Linge ¢? von &' berechnet werden, falls auf die
Richtung X' eine Variation von der Form:

%! X1 + gFE
verwendet wird. Es ist dann:
00(E?) = giy(x, X +&FE) &' & — g, (x, X) E'EY,
woraus die Formel
(7. 1) 00(E?) = 284, §'S
folgt. Auf Grund von (5. 2) wird:

(7.2) 3 (¢?) = 2¢ 3 e;{'e;él e .
(xfy)2) (B) (D)
Aus (7. 2) sieht man, daf die Torsionsinvarianten die Variation oy bestimmen.
Die Formel (7.2) enthilt eine Reihe verschiedene wichtige Spezialfille. Die
Variation &, geht in eine sehr einfache Form iiber, falls £’ und &' die Richtung eines

Grundvektors e’ haben. Sind
(2)

§=¢e, &=¢d (a fix),
A (x) (2)
so geht (7.2) in
(7. 2a) S (=23 £, (nicht summieren iiber %),
(222)

tiber. Die Variation ist also durch 3 bestimmt. Fiir

(222)
=i 3 g P
=g, §=20¢
(1

) (1
verschwindet offenbar die Variation, da 3JI =0 ist.
(12f)
Fiir z=4 wird aus (7. 2a):
(7.2b) So(E®) = 2= I V2V2,
(444)
wo nach (3. 6)

E=V=e8=Vgepumé e‘e"e"'* Vg Det (C. &, &, @)
@) (1)(2)(3) (1)(2)(3)
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das Volumen des durch die Vektoren &', ', ¢ und ¢' aufgepriigten Parallelepipeds
(1) () (3)
bedeutet. Entsprechendes gilt fiir

F;== €; i = F@;[)ct(z, é,é, é}
(4) (1)(2)(3)
Ist nun:

§=¢%d, f'=_¢, (o, f fix)
x ()
so geht (7.2) in

(7. 2¢) 3o(EH =2 I E32¢& (nicht summieren iiber )
: (zzf)

tiber, wo & und ¢ die Linge der Vektoren ¢’ und &' bedeuten. Nur I kommt in
(234)

keinen Variationen d, vor, somit hat diese Invariante bei dieser Variation keine geo-
metrische Bedeutung.

Fiihren wir eine infinitesimale Parallelverschiebung eines Vektors (genauer eines
Vektorfeldes) &(x, x) im Sinne der Berwaldschen Paralleliibertragung durch, so ver-
schwindet das Berwaldsche invariante Differential:

(7.3) Dyl = dE + A} & @ (d) +(TH+ A o) & dxt,

WO L,lo=[;/'* die erste Cartansche kovariante Ableitung und Kontraktion mit /',
ferner

(7.4) @ (d) £ di* + Tt dx' = Dgl*

bedeuten (vgl. z. B. [6], §4). ‘
Die allgemeine Variation der quadrierten Linge eines Vektors &' ist durch die
Formel:

(7.5) 0(E?) = gi(x +dx, X +d¥) (&' +d') (& +d&) — g;;(x, %) E'E
bestimmt. Bei der Berwaldschen Paralleliibertragung ist aber:

dy=0 D=1
woraus nach (7. 3) und (7. 4) folgt, daB wegen x*= F/*:

(7.6) dx* = INdF— FGg*, dx"
und

(7.7) dé! = -G} (x, x) & dx*,
wo wir die gewohnliche Bezeichnung

(7. 8) g Y AR

fiir die Berwaldschen Ubertragungsparameter beniitzt haben.
Beschrinken wir uns auf GroBen erster Ordnung in dx', dx' und d<', so wird
nach (7. 6) und (2. 2a)
0g;;

g“(x + dx, .{' +d.\':) = g“:(x, i’) +[ Ql')x,‘ == 2Al'erErl:] d.\-k_.
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woraus folgt, daBl (7. 5) auf Grund von (7. 7) in

g, e
8(8%) = | 5ot — 241,68~ Gl - G;,-;] & dt

tibergeht. Beachten wir jetzt (7. 8), ferner die Relation

0g;; 2
gl'j!ﬁ' = (,)xl; —ZA;j,rg't—-r?}k—rﬁk = 0,

so wird:
(7.9 5(61) e _2Aijk|(}5i¢.fdxk'

Um die Variation von ¢? zu bekommen, miissen wir A4, berechnen. Auf
Grund von (5. 2) folgt, daB es zweckmdBig ist zuerst ¢;|, zu bestimmen. Da

(=)
(’_|0a‘” — 0
- - (!]
ist. hat ¢, die Form:
()
eilo = B:ei+ Va2 €i +0:e|"
(@ 2 @) @

Da e; ein Einheitsvektor ist, folgt
(@)
eloe =0, (nicht summieren iiber «),
(z) (a)

da die Cartansche kovariante Ableitung metrisch ist. Die letzte Relation bedeutet
aber, daB} in der Beindarstellung von e;|, der Vektor e¢; nicht vorkommen kann.
(2) ()
Somit wird
elo = v2€,+0,¢;, ¢lo= Pie+0;3¢;,
(2) (3) 4) (3) (2) i4)

élo = Paei+ys€:.
(a) 2) (3)

Die Koeffizienten fi;, f,, ... erhdlt man durch Kontraktionen mit e'. Z.B. es
(x)

wird :
. - > i . -
72 = elo€, 8, =elo€, B3 =eloé,....
2) (3 ) @« (3) (2)

Diese Koeffizienten sind aber voneinander noch nicht unabhiingig. Aus e;e'=0
(2)(3)

folgt nach der Operation: ,,/,** die Formel:

eloe +e;€lo =0
(2) (3 @3

72+ = 0.
In dhnlicher Weise bekommt man:

Y4+03 =0, Py+4d,=0.

und das bedeutet, daB3
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Mit der Bezeichnung: y,=7v, ,=4, 0=/, wird:

(7. 10a) elo = ve;+de, 7 = ejfoé
(2) (3) (4) (2) (3)

(7. 10b) elo=—ve+pe, 6 = e €
3) (2) (4) (2) (4)-

(7. 10c) elo =—de,—Be;, B=eloe
(4) (2) (3) (3) (4)

Aus (7.9), (5. 2) und (7. 10a)—(7. 10c) kann die allgemeinste Form der Varia-
tion von ¢? bestimmt werden. Im einfachsten Fall folgt aus diesen Gleichungen der

Satz 7. Sind die Bedingungen:

Jle=0, Bp=y=56=0

(@fy)
erfiillt, so ist die Variation 6(*) bei einer Berwaldschen Paralleliibertragung identisch
Null. Ist

Jlp#0, p=y=4d=0

(afiy)
3(¢%) = —2 3 [p&%cos O, cos Oy e, dx*,

(afiy) (§7)
wo ©,% 1 (&,&) bedeutet.
(a)

so gilt

§ 8. Verschiedene Type beziiglich des Kriimmungstensors R,

Im diesem Paragraphen wollen wir die Rdume skalarer Kriimmung durch Skalar-
Relationen unter den allgemeinen Rédumen kennzeichnen. Bekanntlich ist ein Raum
von skalarer Kriimmung, falls

(8. 1) Rijim = R(X, X)(Gir&jm— Eim&x)

besteht, wo R(x, x) den Kriimmungsskalar bedeutet. Selbstverstindlich kann der
(F)
F;-Raum auch beziiglich des Finslerschen Kriimmungstensors R;;, von skalarer

Kriimmung sein.
Die Beindarstellung des Kriimmungstensors R;;,, hat die Form:

(8.2) 'Rr'jkm — !R e,» ejek e,,,,
) - (abed) (a) (B) () (d)
wo die Kriimmungsskalare
(8.3) R LR me &) & ™
(abed) (a)(8) (c) (d)

ebensolche schiefsymmetrische Eigenschaften haben, wie der Kriimmungstensor
selbst. Es gilt der folgende

Satz 8. Notwendig und hinreichend dafiir, daff der F;-Raum von skalarer Kriim-
mung sei, ist die Giiltigkeit der Formel:
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(8. 4) t ?;d)z R (anc 6!:.! B 504'5!;0)5

wo die Definition des Kriimmungsskalars durch (8. 3) angegeben ist.

Beweis. Die Bedingung (8. 4) ist hinreichend. Aus (8. 4) und (8. 2) folgt nam-
lich auf Grund von (3. 9) eben die Formel (8. 1). Nehmen wir jetzt an, daB (8. 1)
gilt, d. h. der F;-Raum ein Raum von skalarer Krimmung ist. Aus (8. 1) und (8. 3)
folgt nach (3. 7) eben die Formel (8. 4), womit der Satz vollstindig bewiesen ist.

Nehmen wir im folgenden an, daB a,%, =0 ist. Aus (2. 12) folgt dann wegen
l),,=0 auch Ay, =0, ferner aus (2. 11): ®,,,=0. Das gibt aber auf Grund von
(2. 8) und (2. 10) die Relation:

(F)

i — R .- i
ROkm o ROkm e R()km-

Aus dieser Formel folgt offenbar auch
(F)

(8.5) Roiom = Roiom-

Im Finslerraum ist aber bekanntlich der in (8. 5) vorkommende Tensor in (7, m) sym-
metrisch, ferner die Kontraktion mit /* gibt Zero. Die Beindarstellung des durch
(8. 5) angegebenen Tensors ist somit:

(8.6) Roioj = Reey,
(2f) (2) (B)
WO
(28) @)
bedeutet. Aus (8. 6) folgt der

Satz 9, Ist ’
Ryio;j€ =0,
(4)

so hat Ry, ; die Form des dreidimensionalen Falles. Ist

Ryioje' = Rgjo;€ =0,
3 (4)

50 hat Ry, die Form des zweidimensionalen Falles. Ist endlich
(8'7) ‘R=m=‘REtR, ‘.R:O’ (1;-:{})‘

(22) (33) (44) (2f)
50 ist Ryio; von skalarer Form.

Beweis. Auf Grund von (8. 6) sind die ersten beiden Behauptungen des Setzes
in trivialer Weise richtig. Ist nun (8. 7) richtig, so folgt aus der Formel (8. 6) wegen
(3.9):

Roioj = ‘Rt";fﬁ; = R(g,; —1I/)-

Diese Form ist aber fiir die Finslerriume skalarer Kriimmung charakteristisch.
(F)

Somit ist im wesentlichen unter den Kriimmungstensoren der Tensor R;, von
skalarer Form, R;;, kann aber wegen (2. 10) eine andere Form haben.
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§ 9. Schlufbemerkungen

Die Grundidee unserer Untersuchungen war die Konstruktion des Vierbeins e;.

a)
Die Verallgemeinerung auf n-Dimensionen ist mit dieser Methode nicht mﬁglic(:h,
da ein nur vom Grundelement (x, X) abhdngiges n-Bein, das aus den GrundgréBen
abgeleitet ist, im allgemeinen nicht existiert. In einem solchen Raum aber, wo auller
o, noch ein Fundamentaltensor existiert, wie in der in unserer Arbeit [5] unter-
suchten Geometrie der Tensor u;/, wiare méglich, die analoge Untersuchungen auf
ein Fi-Raum durchfithren. Wir glauben aber, daBl noch im F;-Raum mehrere
Resultate mit der angegebenen Vierbein-Konstruktion erreichbar sind.
Wenn die Untersuchungen nur ldngs gewissen Kurven durchgefiihrt werden sol-
len, so kann man selbstverstindlich immer das begleitende n-Bein der Kurven be-
niitzen.
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