Graphen mit genau
drei Knotenpunkten gleicher Valenz

Von CARL-GUNTER D’AMBLY (Jena)
Meinem lieben Vater zum siebzigsten Geburistag

Den folgenden Betrachtungen liegen endliche ungerichtete Graphen ohne Schlin-
gen und Mehrfachkanten zugrunde. Der Einfachheit halber wollen wir solche Graphen
schlicht nennen. Unter der Valenz eines Knotenpunktes in einem Graphen G ist
die Anzahl der mit diesem Knotenpunkt in G inzidierenden Kanten zu verstehen.
Gegenstand unserer Untersuchung sind diejenigen schlichten Graphen, die genau
ein Tripel von Knotenpunkten gleicher Valenz aufweisen. Das heiBt, in den be-
trachteten Graphen treten drei Paare von Knotenpunkten gleicher Valenz auf; wei-
tere Paare von Knotenpunkten gleicher Valenz sind nicht zugelassen. Wir werden
im folgenden meist kurz von schlichten Graphen mit genau drei Knotenpunkten
gleicher Valenz sprechen.

Mit ®,, (n=3, r=0) sei die Menge aller schlichten Graphen mit » Knoten-
punkten bezeichnet, die genau drei Knotenpunkte gleicher Valenz aufweisen, wobei
r die gemeinsame Valenz bedeutet. Dariliber hinaus seien folgende Abkiirzungen
eingefiihrt:

n—1
69=U6,;, 6,=U6,,.
n=3 re=0
6= U 6,,.
05:::—1

Enthilt ein Graph G genau drei Knotenpunkte gleicher Valenz, so gilt dasselbe fiir
den komplementiren Graphen G (in dem zwei verschiedene Knotenpunkte genau
dann durch eine Kante verbunden sind, wenn sie in G nicht verbunden sind). Genauer
gilt sogar fiir jedes n=3 und jedes r mit 0=r=n—1: G€¢6, ,»Gc6, ,_,_,. Fir
n=4 hat jeder Graph G € ®, hochstens zwei Komponenten. Ist er nicht zusammen=
hingend, so existiert ein isolierter Knotenpunkt. Denn in jeder Zusammenhangs-
komponente von G mit mindestens zwei Knotenpunkten muBl nach dem DIRICHLET-
schen Schubfachprinzip ein Paar von Knotenpunkten gleicher Valenz auftreten (vgl.
etwa [1]).

Enthilt ein Graph G €6, , mit n=4 einen isolierten Knotenpunkt x oder einen
Knotenpunkt y der Valenz n—1, so gilt G—{x}€6,_, , bzw. G—{y}€6,_,,,-;.
Dieser Umstand legt folgende Definition nahe: Ein Graph aus ®, soll irreduzibel
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genannt werden, wenn er weder einen isolierten Knotenpunkt noch einen Knoten-
punkt der Valenz n—1 aufweist. Ein Graph G€® ist im iibrigen genau dann irre-
duzibel, wenn der zugehérige komplementire Graph G irreduzibel ist. Mit G
bezeichnen wir im folgenden die Teilmenge der irreduziblen Graphen aus ®, ,.
Jeder Graph aus ® 1idBt sich gemdB der voranstehenden Bemerkung in endlich
vielen Schritten auf einen irreduziblen Graphen aus & oder auf einen der beiden
Graphen aus ®, reduzieren.

In einem irreduziblen Graphen G€®,, muB mit Ausnahme von r jede der
n—2 Valenzen 1, 2, ..., n—2 genau einmal vorkommen. Da die Summe der Valenzen
aller Knotenpunkte eines Graphen stets geradzahlig ist, ergibt sich fiir jedes n=3:
Die Mengen %, mit n=0 (mod 4) bzw. n=3 (mod 4) enthalten keine irreduziblen
Graphen.

Nach diesen einleitenden Bemerkungen wollen wir uns jetzt der Frage nach der
Struktur der irreduziblen Graphen aus ® zuwenden.

Satz 1. Fiir jedes k=1, jedes ec{l,2} und jedes r=2k gilt: Jeder Graph
G €O, .., ldpt sich durch einen Sahnitt in einen Untergraphen U mit 2k +e—1 Knoten-
punkten, der bis auf héchstens r — k Kanten vollstindig ist, und einen Untergraphen V mit
2k+1 Knotenpunkten und hochstens r—k Kanten zerlegen. Dabei erginzen sich die
Anzahl der dem Untergraphen U zur Vollstindigkeit fehlenden Kanten und die Anzahl
der im Untergraphen V vorhandenen Kanten zu r—k. Fiir r<2k ist die angegebene
Zerlegung des Graphen G dariiber hinaus eindeutig bestimmt.

Als Spezialfall ergibt sich aus diesem Satz die

Folgerung: Fiir jedes k=1 und jedes e€{l, 2} gilt: Jeder Graph GG . .
ist auf eindeutig bestimmte Weise in einen vollstindigen Untergraphen mit 2k +e—1
Knotenpunkten und einen total zerfallenden Untergraphen mit 2k <41 Knoten-
punkten zerlegbar.

BEwErs (zu Satz 1). Es sei GEOL,,, und gelte r<2k. Weiter seien U und
V knotendisjunkte Untergraphen von G: U habe 2k+e—1 Knotenpunkte und sei
bis aus s Kanten vollstindig, wobei s = r—k gelte; V besitze 2k +1 Knotenpunkte
und r—k —s Kanten. Dann besteht zwischen den Summen der Valenzen (beziiglich G)
der Knotenpunkte von U bzw. V die Beziehung

2= 2 v(y)+2[2k+"_l]—2(r-k) =

x€U yeV

2k—1 . i
= 2‘u+2r+2[2l‘+2e X

u=l

2

dk+e—2
] —-2(r—k) = v.
v=2k

: dk+e—2 X
Da jedoch die Summe 3 v(x) den Wert 3 v nicht iibersteigen kann und dieser
xelU ve=2k

Wert dann und nur dann angenommen wird, wenn U aus den Knotenpunkten der
Valenzen 2k, ..., 4k+e—2 besteht, so liegt der Untergraph U eindeutig fest. Das
heidt, die Zerlegung von G ist eindeutig bestimmt, sofern sie iiberhaupt méglich
ist. Im Falle r=2k entsteht eine Mehrdeutigkeit dadurch, daBl in G drei Knoten-

punkte der Valenz 2k existieren.
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Hiernach ist es ein leichtes, fiir einen beliebigen Graphen G ¢Gif, ., die ge-
wiinschte Zerlegung anzugeben. Falls r<2k, so erzeugen die 2k+e—1 Knoten-
punkte der Valenzen 2k, ..., 4k+e—2 den Untergraphen U und die 2k+1 Knoten-
punkte der Valenzen 1, ...,r,r,r, ..., 2k—1 den Untergraphen V. Falls r=2k, so
fixiere man einen der Knotenpunkte der Valenz 2k willkiirlich!). Zusammen mit
ihm erzeugen die Knotenpunkte der Valenzen 2k+1,...,4k+e—2 den Unter-
graphen U. Die beiden anderen Knotenpunkte der Valenzen 2k erzeugen zusammen
mit den Knotenpunkten der Valenzen 1, ..., 2k—1 den Untergraphen V. Dem Unter-
graphen U moégen s; Kanten zur Vollstindigkeit fehlen, der Untergraph V hingegen
besitze s, Kanten. Zwischen den Knotenpunkten von U und den Knotenpunkten
von V verlaufen folglich

dk+e—2 s 2k—1
2 0_2[2k+2e l]+2s1 bzw. 3 u+2r—2s,

v=2k u=1

Halbkanten. Beide Anzahlen miissen tlibereinstimmen. Demzufolge ergibt sich, wie be-
hauptet, s, +s, = r—k. Hieraus folgt, da s, und s, beide nicht negativ sein kdnnen,
s =r—k und s, = r—k.

Durch Ubergang von G zum zugehérigen komplementiren Graphen G lassen
sich die voranstehenden Strukturaussagen sofort dualisieren:

Satz 1*. Fiir jedes k=1, jedes e € {1, 2} und jedes r = 2k +e—1 gilt: Jeder Graph

G €®L, ., ldpt sich durch einen Schnitt in einen Untergraphen U mit 2k + 1 Knotenpun-

kten, der bis auf hichstens 3k +e—1—r Kanten vollstindig ist, und einen Untergraphen
V mit 2k +e—1 Knotenpunkten und hiochstens 3k +e— 1 —r Kanten zerlegen. Dabei er-
gdnzen sich die Anzahl der dem Untergraphen U zur Vollstindigkeit fehlenden Kanten
und die Anzahl der im Untergraphen V vorhandenen Kanten zu 3k +e—1—r. Fir
r = 2k+e—1 ist die angegebene Zerlegung des Graphen G dariiber hinaus eindeutig

bestimmt.

Nach Satz 1 1dBt sich jeder Graph G € B, ., mit r=2k in einen Untergraphen
U mit 2k+e—1 Knotenpunkten, der bis auf s; Kanten vollstindig ist, und einen
Untergraphen V mit 2k 41 Knotenpunkten und s, Kanten zerlegen, wobei §;+5, =
= r—k gilt. Da s, und s, beide nicht negativ sind, mul r=k gelten. Das heil}t,

') Auf den ersten Blick konnte es verwunderlich erscheinen, dal man den Knotenpunkt der
Valenz 2k frei wihlen kann. Eine einfache Uberlegung zeigt jedoch, daB bei Vertauschung des
zu U gehorenden Knotenpunktes der Valenz 2k mit einem zu V gehorenden simtliche im Satz 1
angegebenen Eigenschaften der Untergraphen U und V erhalten bleiben: Es sei GE® I .o G
sei in zwei Untergraphen U und V mit den angegebenen Eigenschaften zerlegt. U mdgen s Kanten
zur Vollstiindigkeit fehlen, V besitze ¢ Kanten, und voraussetzungsgemil gelte s+ = k. Mit i,
sei der Knotenpunkt der Valenz 2k aus U bezeichnet; er sei durch s, Kanten mit U und durch ¢,
Kanten mit V verbunden. Dabei gilt s,+1, = 2k. Ferner sei u, ein Knotenpunkt der Valenz 2k
aus V; er sei durch s, Kanten mit U und durch 7, Kanten mit V' verbunden. Entsprechend gilt
sa+1; = 2k. Nun werden 1, und u, miteinander vertauscht; d.h., wir bilden U’ = (U— {u; ) U {u,}
und ¥V’ = (V—{u:}) U{w,}. Dann fehlen dem neuentstandenen Untergraphen U’ gerade s’ = s+s,—
—s5y-+d Kanten, wihrend V' gerade ' = ¢+ 1, —1,—d Kanten besitzt; dabei gilt d=1, wenn die
Knotenpunkte u, und u, miteinander verbunden sind, und d=0 sonst. Dem Untergraphen U fehlen
zur Vollstindigkeit mindestens 7,+e—2 Kanten; d.h., es gilt 2k—5, = s+2—e. AuBerdem gilt
5y = 2k+e—2+d. Daraus ergibt sich s"=0. Andererseits besitzt V mindestens 7, Kanten: d.h.
es gilt t,=r. Ferner gilt t,=d, so daB 1'=0 folgt. Dariiber hinaus ergibt sich s+t = s+f =k
woraus die Bezichungen s"=k und 1"=k resultieren,
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fiir r<k kann kein Graph G €Gi, ., existieren. Durch Ubergang zum komplemen-
tiren Graphen folgt hieraus sofort, daB auch fiir r > 3k +¢—1 kein Graph G €6}, .,
existieren kann. Damit erhalten wir als

Korollar: Fiir jedes k=1 und jedes e < {1, 2} gilt G, .,=0, sofern r<k oder
r=3k+e—123

Im AnschluB an diese Betrachtungen iiber die Struktur der irreduziblen Graphen
mit genau drei Knotenpunkten gleicher Valenz richten wir unser Interesse auf die
Frage, wieviele verschiedene , d. h. nicht-isomorphe Graphen in G} existieren.

Lemma 1. Fiir jedes k=1 und jedes r mit k=r=2k gilt
’(biilird-S.r’ = |(51¥+1.r »

Bewers. Man adjungiere zu G €6}, ,, einen Knotenpunkt x und verbinde ihn
mit simtlichen Knotenpunkten von G der Valenzen 2k+1,...,4k—1 sowie, im
Falle r<2k, mit dem Knotenpunkt der Valenz 2k, im Falle r=2k, mit einem will-
kiirlich fixierten der drei Knotenpunkte der Valenz 2k. Dadurch entsteht aus G
ein Graph GU{x} €64, ,,. Die auf diese Weise zustande kommende Abbildung
¢©: O, ., ~®4 . ., ist einecindeutig (nachdem man gegebenfalls in G € G, ,, einen
der Knotenpunkte der Valenz 2k willkiirlich fixiert hat), so daB sich die behauptete
Ungleichheit ergibt. Im Falle r<2k ist die Eineindeutigkeit von ¢ offensichtlich,
da man durch Streichen des Knotenpunktes mit der Valenz 2k (beziiglich GU {x})
einschlieBlich der mit ihm inzidenten Kanten aus G {x} wieder den Graphen G er-
hdlt. Im Falle r=2k existiert im Graphen G {x} auf Grund seiner Provenienz
mindestens ein Knotenpunkt der Valenz 2k, der mit simtlichen Knotenpunkten
groBerer Valenz verbunden ist. Da keiner dieser Knotenpunkte der Valenz 2k mit
anderen Knotenpunkten als denen der Valenzen (beziiglich GU {x}) 2k +1, ..., 4k
verbunden sein kann, entsteht aus G'J {x} unabhiingig davon, welchen dieser Knoten-
punkte der Valenz 2k man streicht, stets ein zu G isomorpher Graph. Also ist auch
fiir diesen Fall die Eineindeutigkeit von ¢ gesichf.rt.

Fir k=1 und r<2k bezeichnen wir mit ®i,,, die Gesamtheit der Graphen
aus ®.},,,, bei denen der Knotenpunkt der Valenz 2k nicht mit allen Knoten-
punkten groBerer Valenz verbunden ist. Dann ergibt sich auf Grund ganz dhnlicher
Uberlegungen wie der zum Lemma 1 angestellten: Fiir jedes k=1 und jedes r mit
k=r<2k gilt

|@Hf+2.ri - I(G;ir+l.r! T l(ﬁiird—&r

GemilB Satz | erzeugen die Knotenpunkte der Valenzen 2k, ..., 4k des Graphen

G €GB, . . einen vollstindigen Untergraphen von G. Das heiBt, es gilt G, ,=0.
Damit folgt aus der voranstehenden Bemerkung sofort die

*) Diese Aussage ldBt sich auch aus dem nachstehenden Satz von P. Erpés und T. GALLAT
(vgl. [2] oder [3]) folgern: Eine Folge natiirlicher Zahlen 0=a,=...=a, ist genau dann durch die
Valenzen eines schlichten Graphen mit n Knotenpunkten realisierbar, wenn

(1 a+..+a, =0 (mod2)
und
2) a+..+a,+m—s—)n—1t+1)=a+...+a,

fiir jedes s und jedes s mit 0=s=n—1 und s+ 1 =r=n gilt,
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Bemerkung 1: Fiir jedes k=1 gilt |G, . = |G, 4.
Vermutung: Fiir jedes k=1, jedes e<{l, 2} und jedes rmitk = r = 3k+e—1
gilt:

irr

O e = O se,r—1], falls 2k+e=r=3k+e—1.
Der zweite Teil der Vermutung ist eine unmittelbare Folge des ersten Teils, von
dem wir jedoch nur einen sehr bescheidenen Teil als richtig werden nachweisen
konnen.

Fiir k=1, e€{1, 2} und r<2k bedeute PG}, ., mit i=0 die Gesamtheit der
Graphen G aus ®,.,, bei denen der von den Knotenpunkten der Valenzen
1, ...,ryr,r, ..., 2k—1 erzeugte Untergraph von G genau / Kanten aufweist. Nach
Satz 1 gilt PGy, ., ,=0, falls i = r—k. Damit folgt

r—k
Gikse,r = UPOWL.,,  (r<26).

i=0

Als néichstes wollen wir zeigen, daB fiir jedes k=1, jedes e {1, 2}, jedes r mit
k =r=2(k—1) und jedes i€ {0, 1} | PGy, .. ,|=|""POir. . 1 gilt. Als unmittel-
bare Folgerung hieraus ergibt sich die

Bemerkung 2: Fiir jedes k=1 und jedes e€{l, 2} gilt:

O ekl = |G dk+e x+1s falls k= 2;
IG& e, k41| = |OLse,e42, falls &k = 3.

Es sei GePGIr, . .. 1. Der Fall ,,i=0*: Man zeichne in G willkiirlich zwei
Knotenpunkte der Valenz r aus (wegen i=0 sind sie nicht benachbart) und adjungiere
zu G eine diese beiden Knotenpunkte verbindende Kante. Dadurch entsteht aus
G ein Graph G’ € V6, .. r+1. Die auf diese Weise zustande kommende Abbildung

0O, , , ~DGir,, ., ist, nachdem man in jedem Graphen G <©Gir,, , zwei
Knotenpunkte der Valenz r willkiirlich fixiert hat, eineindeutig. Denn wegen
r = 2(k—1) existiert in G’ genau ein Paar von Knotenpunkten der Valenz r+1,
das durch eine Kante verbunden ist. Durch Streichen dieser Kante aus G’ erhilt
man wieder den Ausgangsgraphen G. 2. Der Fall ,,i=1*: Man zeichne in G will-
kiirlich zwei Knotenpunkte der Valenz r aus, die nicht benachbart sind und von
denen keiner mit dem Knotenpunkt der Valenz r+1 verbunden ist (wegen i=1
ist die Existenz gesichert), und adjungiere zu G eine dieses Knotenpunktpaar ver-
bindende Kante. Dadurch entsteht aus G ein Graph G’ € ® Gy, . ,.,. Die weiteren
Uberlegungen sind dieselben wie im Falle ,,i=0%.

Lemma 2. Fiir jedes k=1 und jedes r mit k = r = 2k—1 gilt
|61ﬁ+1)+1.r+1| = 2(4k g l)l{bﬁr+1.r .

BeweEis. Es sei r = 2k—1 und G €6y, , ,. Aus diesem Graphen G lassen sich
mindestens 2(4k — 1) verschiedene Graphen der Klasse (5,(“1) +1,r4+1 €rzeugen, indem
man vier Knotenpunkte adjungiert und diese in geeigneter Weise untereinander
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und mit den Knotenpunkten des Ausgangsgraphen G verbindet. — Mit U und V
seien die Gesamtheiten der Knotenpunkte von G der Valenzen 2k, ..., 4k—1 bzw.
der Valenzen 1, ..., 2k—1 bezeichnet. Man adjungiere zu G die Knotenpunkte x, y,
p, g und simtliche Kanten einer der nachstehenden Mengen

E} ={(x,2)/ze UU {p}}U{(», 2)/z€ U}UR* (u=1 und veUUVU{x,y}
bzw. u=2 und vEUUV mit v(v) # 4k—1 sowie v(v) #= 2k—1).

Dabei bedeuten:

R: = {(a, 9)}U{(p, 2)/z€(UU {x, y})— {a}}U{(x, w)/u € V}, wobei a ein willkiir-
lich fixierter Knotenpunkt aus UU{x, y} ist;

R} = {(b, »YU{(p, 2)/z e U {x}}U{(x. w)/u (V—{b}) U {q}}, wobei b ein will-
kiirlich fixierter Knotenpunkt aus V ist;

R: = {(a, )} U{(p, 2)/z €(UU {x, y})— (@’ }}U{(x, w)/uc V}, wobei a ein will-
kiirlich fixierter Knotenpunkt aus U mit v(a) = 4k —2 ist und &’ derjenige
Knotenpunkt von G, fiir den v(a’) = v(a)+1 gilt:

RS = {(b, M}U{(p. 2)/z €U ()} U{Cx, wue(V— {5 })U {g}}, wobei b ein will-
kiirlich fixierter Knotenpunkt aus ¥ mit v(h) = 2(k—1) ist und b" der-
jenige bzw. ein willkiirlich fixierter Knotenpunkt, fiir den v(b") = v(b)+1
gilt. Damit sich die Bedingung fiir v(b) erfiillen 1dBt, ist die Voraussetzung
k=2 erforderlich. Im folgenden wird sich jedoch herausstellen, daB man
diese Einschrinkung wieder fallen lassen kann.

Es ist reine Routineangelegenheit nachzuweisen, daB die durch die angegebenen
Konstruktionen entstehenden Graphen simtlich zu G .1 +1,,4+1 gehoren. Wir iiber-
gehen diesen Nachweis, merken jedoch an, daB in simtlichen auf diese Weise ent-
stehenden Graphen G’ v'(x) = 4k+3, v'(y) = 2k+2, v(p) = 2k+1 und v'(g)=1
gilt. Die auf diese Weise definierten Abbildungen ¢*: G, ., ~®i% 1) 1,41 sind
offensichtlich eindeutig. Fixiert man fiir jeden Graphen G €G®j{,,,, von den drei
Knotenpunkten der Valenz r einen willkiirlich und 148t fiir die beiden anderen die
zugehorigen Abbildungen ¢} und ¢@j aus der Betrachtung fort, so gilt ¢} (G) = @2(G)
fir jedes Ge®., ,. sofern (u, v)#(p, 6). Davon {iberzeugt man sich ebenfalls
unschwer. Dariiber hinaus sind die Abbildungen ¢ simtlich eindeutig umkehrbar,
und fiir (1, v)=(0, 0) gilt p4(Gi, ) LG, ,,)=0: Es sei ¢¥(G)=p¢(G’) fiir
zwei Graphen G, G' € ®, , ,. Streicht man die (eindeutig festliegenden) Knotenpunkte
der Valenzen 1, 2k+1, 2(k +1), 4(k+1)—1 einschlieBlich der mit ihnen inzidenten
Kanten aus ¢#(G) bzw. ¢¢(G’), so gehen ¢*(G) und ¢4%(G’) in G bzw. G’ iiber.
Da diese Operation eindeutig ist, muBl G=G" gelten, womit bereits die eindeutige
Umkehrbarkeit von ¢% nachgewiesen ist. Aus ¢¥#(G)=2(G) folgt schlieBlich gemidB
den obigen Darlegungen (u, v)=(p, ). Damit ist gezeigt, daB die einzelnen Ab-
bildungen ¢} die Menge G}, ,, in eineindeutiger Weise auf paarweise disjunkte
Teilmengen von &% ., ., ,., abbilden. Es gibt 2k+2 verschiedene Abbildungen
@a mit @ €U {x, y}, mindestens 2k —1 verschiedene Abbildungen ¢} mit bEV,
2k —1 verschiedene Abbildungen ¢; mit a€U und v(a) = 4k—2 und mindestens
2k —2 verschiedene Abbildungen @i mit bV und v(h) = 2(k—1). An dieser Stelle
wird iibrigens ersichtlich, weshalb die im Zusammenhang mit R} gemachte Einschrin-
kung k=2 unwesentlich ist. Insgesamt lassen sich also aus den Graphen von
(ﬁi}fﬂ,, mindestens 2(4k —1)- |G}, , ,| verschiedene Graphen aus (Bl'l; +1) 1,741 CF-
zeugen,
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Die beiden nidchsten Lemmata ergidnzen das Lemma 2 und gestatten einen voll-
stindigen Uberblick iiber die Gesamtheit der nicht-leeren Klassen ®):. Die zu-
gehorigen Beweise, denen die gleiche Idee wie dem Beweis des vorangehenden Lemmas
zugrunde liegt, sollen lediglich skizziert werden.

Lemma 3. Fiir jedes k=1 gilt |® 1) 1,041 = 4k |G 1 ul.

Bewers. Es sei G €®if,, 5. Einer der drei Knotenpunkte der Valenz 2k werde
willkiirlich fixiert. Zusammen mit simtlichen Knotenpunkten gréBerer Valenz bilde
er die Menge U. Die beiden andern Knotenpunkte der Valenz 2k bilden zusammen
mit samtlichen Knotenpunkten kleinerer Valenz die Menge V. Mit u, sei der Knoten-
punkt der Valenz 2k —1 bezeichnet. Nun adjungiere man zu G vier Knotenpunkte
x, ¥, p, ¢ und simtliche Kanten einer der nachstehenden Mengen

E} = {(x, 2)/ze UUVU {p}U{(», 2)/z€ UU {u,}}UR: (n=1 und acUU {x}
bzw. =2 und a€U mit v(a) = 4k—1).

Dabei bedeuten:

R: = {(q, a)} U{(p, 2)/z€(UU {x})—{a}g, wobei a € UU {x};
R: = {(q, @} U{(p, 2)/z€(UU{x})—{a’}}, wobei acU mit v(a) = 4k—2 und
a’ derjenige Knotenpunkt von G, fiir den v(a’) = v(a)+1 gilt.

In simtlichen auf diese Weise aus G entstehenden Graphen G' €®T. 1) o1, 241 2ilt
v'(x) = 4k+3, v'(y) = 2k+2, v'(p)=2k und v'(¢)=1. Nachdem man in jedem
Graphen G € B}, , 5 einen der Knotenpunkte der Valenz 2k (willkiirlich) ausgezeich-
net hat, sind die zugehdrigen Abbildungen ¢ ; G, 1 0 =~ ®ik 1) 21,2041 eindeutig.
Entsprechend den im Beweis zum Lemma 2 angestellten Betrachtungen iiberlegt
man sich unschwer, daB die Abbildungen ¢@* die Menge G}, » in eineindeutiger
Weise auf paarweise disjunkte Teilmengen von &5 ;1) 41,2641 abbilden. Die Zahl der
oben angegeben Abbildungen ¥ betriigt 4k.

Lemma 4. Fiir jedes k=1 gilt
164G +1) +1, 20+ = 28k —3)+ |G\, -

BEWEIS. Es sei GEG®L, , . Die drei Knotenpunkte der Valenz 2k werden
willkiirlich mit u,, u,, u, bezeichnet. U sei die aus w, und simtlichen Knotenpunkten
groBerer Valenz bestehende Menge, V die aus u, und u; sowie simtlichen Knoten-
punkten kleinerer Valenz gebildete Menge. Man adjungiere zu G vier Knoten-
punkte x, v, p, ¢ und simtliche Kanten einer der nachstehenden 2(8k—3) Mengen;
dabei sind der besseren Ubersicht wegen die Abkiirzungen X={(x, z)/zcUUV},
Y= {(y, 2)/zeUU {x, u,, us}} und P={(p, 2)[zeUU {x}} verwandt worden:

E;=X U%Y —{(», @} U(P—={(p, uy)}) U {(p, )} {(g, @)}, wobei a € UU {x} gilt;
E; = 6 '~{J Y; {(_Jl’, u)}) U(P—{(p, @)}) U{(p, »)}U{(g, @)}, wobei a €(U—{u U
x, y} gilt;
E3 = XU(Y—{(, @) U(P—{(p, w)}) U {(p» M} U{(g @), wobei acU—fu}
mit v(a) = 4k—2 und &’ derjenige Knotenpunkt von G, fiir den v(a") =
= p(a)+1 gilt;
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E; = XU(Y—{(3, w)}) U(P—{(p, a)}) U{(p. »}U{(g, @)}, wobei acU—{u}
mit v(a) = 4k—2 und a’ derjenige Knotenpunkt von G, fiir den v(a’) =
= v(a)+1 gilt;

El = (X— {(x, b)}) U{(x, ¢)}y U YU(P—{(p, u))}) U {(p, b)}, wobei b € V— {u,, us}

gilt:
E} = (X—{(x, &)} U{(x, )} U(Y—{(3, u)}) U {(», )} U P, wobei b € V' —{uy, us}

gilt;

= (X—{(x, b)) U{(x, )} YU(P—{(p, u)}) U {(p, b)}, wobei beV mit
v(b) = 2(k—1) und b" derjenige Knotenpunkt von G, fiir den v(b’) =
= v(b)+1 gilt?);

E} = (X—{(x, 0))U{(x, YU(Y—{(», u)}) U{(», b)}UP, wobei b<V mit
v(b) = 2(k—1) und " derjenige Knotenpunkt von G, fiir den v(b’) =
= v(b)+1 gilt®);

= (X={(x, w)}) U{(x, 9} U YU(P—{(p, ©)}) U{(p, )}, wobei c € {u,, ¢} gilt.

In séimtlichen auf diese Weise aus G entstehenden Graphen G’ €®{% ., .1, 2(k+1)
gilt v'(x) = 4k+3, v'(y) = 2k+3, v(p) = 2k+1 und v'(g)=1. Nachdem man in
jedem Graphen G € G}, , 5 einen der Knotenpunkte der Valenz 2k (willkiirlich) als u,
ausgezeichnet hat, sind die zugehérigen Abbildungen ¢#: G, o = Gi% 1) f10041)
eindeutig. Entsprechend den im Beweis zum Lemma 2 angestellten Betrachtungen
iiberlegt man sich unschwer, daB die Abbildungen ¢* die Menge Gy, , » in ein-
eindeutiger Weise auf paarweise disjunkte Teilmengen von ®i%.y 41,20+1 ab-
bilden.

Bevor wir die Ergebnisse der vorangehenden vier Lemmata resiimieren, er-
scheint es angebracht, einen kurzen Blick auf die einfachsten Klassen ®)F zu werfen.
In Abbildung 1 sind sd@mtliche irreduziblen Graphen der Klassen ®; und ®4 dar-
gestellt. Durch Nachpriifen tiberzeugt man sich sofort davon, daB fiir alle e < {1, 2}

und alle r mit 0=r=3+e¢ die Bezichung |G}7,., = F.e1 gilt, wobei
F=min(r,4+e—1-r).

Die Abbildung 2 zeigt alle dreizehn nicht-isomorphen Graphen der Klasse 6y5;
Lemma 2 garantiert dagegen lediglich die Existenz von sechs Graphen dieser Klasse.

Satz 2. Fiir jedes k=1, jedes e<{1,2} und jedes r mit k=r=3k+e—1 gilt

k—1
2¥=1 [T (4v—1), falls r =k oder r = 3k+e—1;

v=1
_g_. k—1
|G, ... = 2% (F—=k) [] (Bu—=3) [I @-—1), falls k <r <2k oder
u=1 ver—k+1 2k+e—1<r< 3k+e—-1;

k=1
2 IT 8u—3), falls r =2k oder r = 2k+e—1.

\ p=1

Dabei bedeutet ¥ = min (r, 4k +e—1—r).

*) Damit sich die Bedingung fiir v(b) erfiillen 1aBt, ist die einschrinkende Voraussetzung
k=2 erforderlich. Fiir die interessierende Zahl der verschiedenen Mengen E}* bzw. der zugehorigen
Abbildungen ¢¥ ist diese Einschrinkung jedoch wieder irrelevant,
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Bewgels. Die unteren Schranken fiir !(ﬁi;’+e_,[ ergeben sich aus den Lemmata
1, 2, 3 und 4 in Verbindung mit den fiir |®;7]| und |®;73| ermittelten Werten sowie
unter Benutzung des Ubergangs zu den komplementiren Graphen.

Korollar: Fiir jedes k=1, jedes e€{l, 2} und jedes r mit k=r=3k+e—1 gilt
G, =0%).

Die Korollare zu den beiden vorangehenden Sitzen lehren, daB ®iT=0 fiir
n=3 genau dann gilt, wenn n=e(mod 4) mit e¢ {1, 2} und [;] Er= [Bnr;l].
Entsprechend gilt G)7=0 fiir =1 genau dann, wenn n=e (mod 4) mit e {l, i}

r " 1
und 4[—]+[ ——3[—]] +3[-—-]+l =n=4r+2.
3 3 r

SchlieBlich wollen wir noch die Gesamtheit der Graphen mit genau drei Knoten-
punkten gleicher Valenz einer kurzen Betrachtung unterwerfen.

Satz 3. Die Mengen &' (r=0) sind endlich.

Beweis. Durch vollstindige Induktion nach r soll gezeigt werden, daBl 6, ,=0
(r=0) gilt fir alle n=4(r+1). Der aus drei isolierten Knotenpunkten bestehende
Graph ist der einzige Graph aus ®'”, womit die Richtigkeit unserer Behauptung
fiir den Fall =0 nachgewiesen ist. Falls die Behauptung fiir r—1 mit r=1 richtig
ist, so ist sie es auch fiir ». Angenommen, es existiere in ®, , mit n = 4(r+1) ein
Graph G. Gemidll den Bemerkungen oben im AnschluB an das Korollar ist G nicht
irreduzibel. Das heiBit, in G existiert entweder ein Knotenpunkt x der Valenz 0
oder ein Knotenpunkt y der Valenz n—1. Damit muB G— {x} €®,_, , bzw. G—{y} €
€®,_, .-, gelten. Der letztere Fall ist durch die Induktionsvoraussetzung aus-
geschlossen. Der Graph G — {x} ist gemdB den bereits erwidhnten obigen Bemer-
kungen nicht irreduzibel. Da G — {x} ferner keinen isolierten Knotenpunkt enthalten
kann, muB G—{x} einen Knotenpunkt z der Valenz n—2 aufweisen. Das heiBt,
es muB G—{x, z}¢®,_, ,_, gelten, was jedoch der Induktionsvoraussetzung wider-
spricht.

Die im vorangehenden Beweis benutzte Aussage 1dBt sich ohne groBe Schwierig-

keiten dahingehend verschirfen, daBl ®, , =0 fiir r=0 genau dann gilt, wenn r+ [%] +
+(r+ l)[:zl—] +1 = n = 4r+3. Entsprechend gilt ®, .0 fiir n=4 genau dann,

w2 = 2
4 — r — 4 -

Es mogen 6} und G,"" die Teilmengen der Graphen aus ®, , mit (mindestens)
einem Knotenpunkt der Valenz 0 bzw. der Valenz n—1 bedeuten.

Lemma 5. Fiir jedes n=3 und jedes r=0 gilt
.l(f)n+1,r+ ll — ]ﬁjlil‘-:l.r-!-ll + l(ﬁn,r+1l + [Gn,rl o~ IGS?I)'-i-ll ra 1{51?.':1”’
“5;'21,4 = I(f)n,rl = |(5|('?=- »
l(ﬁl(llﬂl.ri-l = IGn,r1 o |(51?.'r_1)l°

%) Diese Aussage laBt sich auch, wenngleich mit einigem Rechenaufwand, als Spezialfall aus
dem in der FuBnote 2 zitierten Satz von Erd6s und Gallai ableiten.
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Die Anfangswerte sind.:
|®s | =0flir r=1und r=3, |6, =1 fir re{0,2};
65 = 1fur r=0 |65} =0 fir r = 1;
|65 =0 fiar re{0,1} und r =3, |63 =1 fir r=2.
Bewers. Fiir jedes n=3 und jedes r=0 gilt offensichtlich
©,,,] = |G| + G0 + |65V

Ferner ist jedem Graphen aus 6%, , mit #=3 eineindeutig ein Graph aus ®, ,—® %)
zugeordnet, und umgekehrt kann man jedem Graphen aus ®, ,—®’) durch Adjunk-
tion eines (isolierten) Knotenpunktes eineindeutig einen Graphen aus G\%,, zu-
ordnen. Das heiBt, es gilt die zweite Rekursionsgleichung. Entsprechend ergibt sich
die dritte Rekursionsgleichung. Durch Einsetzen dieser beiden Rekursionsbeziehungen
in die obige Gleichung erhilt man schlieBlich die erste Rekursionsgleichung.

Aus der Gleichung im voranstehenden Beweis und der zweiten Rekursions-
bezichung des Lemmas 5 folgt durch Summation iiber » und darauffolgende Sub-
stitution die Beziehung |6|=|6{")| (mod 2). Damit ergibt sich der

Satz 4. Fiir jedes r=1 gilt |6®|=0 (mod 2).

Hiernach sind wir in der Lage, eine Antwort auf folgende Frage zu geben:
Unter welchen Bedingungen lassen sich die Glieder einer vorgegebenen Folge nicht-
negativer ganzer Zahlen s,, ..., s, mit n=3, die bis auf drei libereinstimmende simtlich
paarweise verschieden sind, als die Valenzen der Knotenpunkte eines schlichten
Graphen mit n Knotenpunkten reprisentieren ?°)

Angenommen, es sei §,=...=s, die Folge der Valenzen eines Graphen G£®, ,.
Dann gilt notwendigerweise 0=s,=2 und n—3 = s, = n—1. Betrachten wir zu-
nichst seiner Sonderstellung wegen den Fall n=3. Fir ithn muB s, +5,+s; = 3r
geradzahlig sein, also r=0 oder r=2 gelten. Fiir n=4 sind folgende drei Fiille
denkbar: (I) s;=1 und s, = n-2, (Il) s, = n—1, (III) 5;,=0. Im Falle (I) ist der
Graph G irreduzibel. Das heiBt, es muB, wie oben dargelegt, n=e (mod 4) mit

ec{1,2} und [%] =r= [3";'1] gelten. In den Fillen (I) und (ITT) kommt

genau eine natiirliche Zahl / mit 1=/=n-2 nicht unter den Valenzen von G vor.
In beiden Fillen ist der Graph G reduzibel; d.h., er ldBt sich sukzessive abbauen.
Im Falle (II) streicht man zuniichst den Knotenpunkt maximaler Valenz einschlief3-
lich simtlicher mit ihm inzidenten Kanten; im entstehenden Graphen streicht man
gegebenenfalls den isolierten Knotenpunkt, im dadurch entstehenden Graphen
wiederum den mit allen Gibrigen Knotenpunkten verbundenen Knotenpunkt, etc. Fiir
diese Betrachtung erscheint eine weitere Fallunterscheidung zweckmiBig:

a) I =r+1. Dann muBB r = n—/ gelten. Denn andernfalls entstiinde aus G
durch (2r—1)-malige Reduktion ein Graph aus ®,_, ., Wegen n—2r+1 =
= |-r+2 = 4 gilt jedoch ®,_,,,,=0. Nachdem man 2(n—/— 1)-mal abwechselnd

5) Dieses Problem lieBe sich prinzipiell auch als Spezialfall des in der Fulinote 2 zitierten Satzes
von Erdés und Gallai behandeln. Im Vergleich zu dem hier gewiihlten Vorgehen erscheint dieser
Weg jedoch ausgesprochen miihsam und unzweckmiBig.
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den Knotenpunkt maximaler Valenz bzw. den isolierten Knotenpunkt gestrichen
hat, entsteht aus G ein Graph aus ®i} .y s r+141-n- Das heiBt, es muB n = 2/+

+e—1 (mod 4) mit e<{l, 2} und [w] r= [':'—_%] gelten. Dariiber

hinaus gilt n=7, da 2(/+1)—n =5 und n—/—-1 = 1.

b) / = r+1. Dann muBl 2r—3 = n = 2r+2 gelten. Denn wire n = 2r+3, so
entstiinde durch (2r—1)-malige Reduktion aus G ein Graph aus ®,_,,,;,,. Wegen
n—2r+1 =4 gilt jedoch ®,_, ., ,=0. Wire n = 2r—4, so entstiinde durch
2(n—r—2)-malige Reduktion aus G ein Graph aus ®,, _, .4 s, ,+2. Wegen 2r—n+
+2 = 6 folgt jedoch aus den Bemerkungen im AnschluB an Satz 3, daB
®s, - ps4.2,-n+2=0 gilt. — Die Fille n = 2r+1, n=2r und n = 2r—3 wiirden bei
dem Reduktionsprozel auf Graphen mit den Valenzen 1, 1, 1 bzw. 1, 2, 2, 2 bzw.
1, 2, 3, 4,5, 5, 5 fihren. Dies widerspriache jedoch der Tatsache, daBl G4 ,=0 gilt
und weder ®, noch ®, irreduzible Graphen enthalten. Folglich muBl » = 2r—2,
n = 2r—1 oder n = 2r+2 gelten. Diese letzteren Fiille fiihren bei der Reduktion
von G zu dem Graphen G’ aus G, 6! bzw. 6, ,, womit zugleich ersichtlich ist,
daBB n=8, n=7 bzw. n=4 gelten mub.

¢) I =r—1. Dann muB 2r—1 = n = 2r+4 gelten. Denn wire n = 2r—2, so
entstiinde aus G durch 2(n—r—1)-malige Reduktion ein Graph aus ®.,_, .2 2r—p+1>
wihrend wegen 2r—n+2 = 4 jedoch G,,_, .3 9,-p+1=9 gilt. Wire n = 2r+5, so
entstiinde durch [2(r—2)+1]-malige Reduktion aus G ein Graph aus ®,_,, 5,
wihrend gemédB den Bemerkungen im AnschluB an den Satz 3 ®,_,, .5 ;=0 gilt. —
Die Fiille n=2r, n = 2r+1 und n = 2r+4 wiirden bei dem ReduktionsprozeB auf
Graphen mit den Valenzen 1, 1, 1 bzw. 1, 1, 1, 2 bzw. 1, 1, 1, 2, 3, 4, 5 fiihren. Doch
aus denselben Griinden wie oben im Fall b) existieren keine derartigen Graphen.
Folglich muB n = 2r—1, n = 2r+2 oder n = 2r+3 gelten. Diese letzteren Fiille
fiihren bei der Reduktion von G zu dem Graphen G’ aus ®, ,, G} bzw. ®j5, womit
zugleich ersichtlich ist, daB n=35, n=6 bzw. n=7 gelten mub.

d) / = r—1. Dann muB3 » = n—/—1 gelten. Denn andernfalls entstiinde aus
G durch 2(n—r—1)-malige Reduktion ein Graph aus G, _, .0 3. —p+1- Wegen
2r—n+2 = r—1+2 = 4 gilt jedoch ®,,_, . 2,—n+1="9. Nachdem man [2(/—1)+1]-
mal abwechselnd den Knotenpunkt maximaler Valenz bzw. den isolierten Knoten-
punkt gestrichen hat, entsteht ein irreduzibler Graph aus ®,_, ., ,-;. Das heilt,

es mub n = 2/4+e—1 (mod 4) mit e {l, 2} und ["—+21+l] [—_3"_2""2]

gelten. Dariiber hinaus gilt n=6, da n = 2/+4 und /=1.
Im Falle (III) streicht man den 1sollerten Knotenpunkt. Dadurch entsteht ein
Graph GG, _ 1., Falls n=4, so muB r=2 gelten. Gilt 5, = n—3, so ist der Graph G

irreduzibel; d.h.,esmuBBn = e+ 1 (mod 4) mite € {1, 2} und [ ] =r= [—3£]—-!

gelten. Falls schlieBlich s, = n—2 gilt (n=35), so reduziert sich das Problem auf den
Fall (IT):

— 211
a) I >=r+1. DannmuB n = 2/+e¢ (mod 4) mit e € {1, 2} und [3!? 4 ]_l -

¥

2/
=r= ["_: ] gelten. Dariiber hinaus gilt n=8.
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b) I =r+1. Dann muB n = 2r—1, n=2r oder n = 2r+3 gelten und n=9,
n=8 bzw. n=5.

¢) I =r—1. Dann muBl n=2r, n = 2r+3 oder n = 2r+4 gelten und n=6,
n=7 bzw. n=8,

d) I =< r—1. Dann muB n = 2/4+e (mod 4) mit e< {1, 2} und [
[3n 2] -

n+!

] gelten. Dariiber hinaus gilt n=7.

Nach diesen Ausfithrungen bedarf es keiner prinzipiell neuen Uberlegungen,
um nachzuweisen, da simtliche in der voranstehenden Analyse gefundenen Fol-
gen §,, ..., 8, sich auch tatsidchlich als die Valenzen eines Graphen aus (%, realisieren
lassen. Damit darf der nachfolgende Satz als bewiesen betrachtet werden:

Satz 5. Zu einer Folge s,, ..., s, mit ;=0 (mod 1), 0=s;=n—1, s;<s;,, fiir
i = iy—1 sowie fiir i = iy+2 und s5;,=5;,4,=5;,42=r, wobei iy € {0, ..., n—2}, existiert
genau dann ein schlichter Graph mit n Knotenpunkten und den Valenzen s, (1=i=n),
wenn eine der nachstehenden sechzehn Bedingungen erfiillt ist. Dabei gilt e € {1, 2} und
! = min {x/x ENzAVi(l=i=n = x#5,}.)

1) =3 wund r=0 oder y=2;

2 s,=1und s,=n—2, n=35 und n = e (mod 4) und[%] =r= [3'"; l];
3) s,=n—=1L1l=r+l,n=7 und n=2l4+e—1 (mod4),

[3n—21—2 érg[n-}—ﬂ:{i'

4 s,=n-LI=r+1,n=4 und r=";2;

(5) sp=n—1,l=r+l,n=6+e undrzn-;e;
6 s,=n-lLI=r-1,n=35 undr:”;_l;

(N s,=n—1,Il=r—1, n=5+e und r=——n_§—'l;

B s,=n—=1,l<r—1,n=6und n=2+e—1 (mod4),
[n+2]+1] P [3n—21+2];

+ -
9 5=0,n=4undr=2;

*) Nz bedeutet die Menge der natiirlichen Zahlen.
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(10) s;=0, n=6 und n=e+1 (mod4) und [%] =r= [%]—l;

(1) $,=0,I>r+1, n=8 und n=2l+e (mod4),

[3::-2{-1]_1 o [n+21]_
4 4 )

n—3
2 L

(12) s;,=0,!l=r+1,n=5 und r=

nt+e—1

(13) ,=0,l=r+1, n=T7+e und r = 5

(149) 5, =0,l=r—1,n=6 und r=%;
4

2
(16) 5,=0, /l<=r—1, n=7 und n=2l+e (mod4),

[n+2[] R [3n—2i—l].
4 e v 4

(15) ,=0,l=r—1, n=6+e und PR -1;
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