Uber die Darstellung der rationalen Zahlen durch Normformen

ATTILA PETHO (Debrecen)
Herrn Professor Dr. A. Rapcsak zum 60-sten Geburistag gewidmet

1. Einleitung

Seien 1, %,, ..., %, linear unabhingige algebraische Zahlen iiber dem Ko&rper
der rationalen Zahlen R, K=R(a,, ..., %,) ein algebraischer Zahlkérper mit dem
Grad n; a=o", ..., 2™ die Konjugierten eines Elements x €K und N () die
Norm in diesem Korper. Es sei weiter

L®(x) = x;+ %+ ... +aPx, (k= 1, .. 1)
Ein viel untersuchtes Problem ist, wann die diophantische Gleichung
(l) NK;R(L(X]) =d

unendlich viele x=(x,, ..., x,,) ganze rationale Lésungen hat. Wenn im Fall m=n
(1) eine ganze Losung hat, dann hat es auch unendlich viele und diese kornen wir
mit Hilfe der Einheiten von K angeben ([2], 158—161).

Im Fall m=n hingt die Antwort von der Struktur des Moduls M= {1, «,..., 2}
ab. Wir nennen M ausgeartet, wenn der entsprechende Vektorraum L (iiber R)
einen Teilraum L’ enthilt der einem Teilkérper K’ < K édhnlich ist, wobei K’ weder
der Korper der rationalen Zahlen, noch ein imaginir-quadratischer Korper ist.

Wenn M ausgeartet ist gibt es ein ac R, bei dem (1) unendlich viele ganze
Loésungen hat ([2], 396—397).

Anderfalls — wenn der Modul nicht ausgeartet ist — hat W. M. ScHMIDT [6]
bewiesen, daB (1) nur endlich viele Losungen hat. Seine Methode ist aber nicht
effektiv, ist nicht geeignet fiir das Aufsuchung simtlicher Lésungen von (1).

Fiir die Hohen simtlicher Lésungen x=(x,, ..., x,,) d.h. fir max (|x;|) haben

l=i=m

A. BAKER [I] fiir m=2 im allgemeinen, K. GYOrY und L. LovAsz [3] fiir m=3 im
Falle eines nichtreellen Korpers K, zu dem eine normale Erweiterung (iiber R) F
endlichen Grades existiert, deren maximaler reeller Unterkdrper ebenfalls normal
ist (im folgenden nennen wir solche Kérper nichtreelle Kronecker-Kérper oder kurz
K-Korper, solche sind z. B die nichtreellen Abelschen Zahlkdrper, siehe auch [4])
explizit, eine nur von dem Modul M und von a abhingende Schranke angegeben.

Bei einem vollstindigen Modul kénnen wir alle Losungen (1) mit Hilfe der
Einheiten von K angeben. Wenn M ausgeartet ist, so gibt es a € R, fiir die (1) unend-
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lich viele Ldsungen hat, wir kénnen sogar unendlich viele Lésungen angeben,
aber es ist nicht richtig, daB diese alle, oder fast alle Lésungen erschopfen. *)

Das Ziel dieser Arbeit ist es — in Verkniipfung mit dem Ergebnis von GYORY
und LovAsz [3] und die Ergebnisse iiber die Approximierung reeller quadratischer
algebraischer Zahlen von S. LANG [5] benutzend — die GréBenordnung der Losungs-
anzahl der Normform Gleichungen mit drei Unbekannten zu bestimmen wenn K
ein nicht reeller K-Kd&rper ist und M ausgeartet ist. Genauer zeigen wir den folgen-
den Satz:

Satz. Seien 1, a,, o3 solche linear unabhingige algebraische Zahlen iiber R,
fiir die K=R(a,, %3) ein nicht reeller K-Korper und M={1, a,, o3} ausgeartet ist.
Dann gibt es eine nur von M abhiingende Konstante A, daff wenn a=A ist und wenn
wir mit P(N) bezeichnen die Anzahl solcher Lisungen der Ungleichung

(2 1Nx;R(-"l+f12xz+%xa)! =a acR

fiir die die Bedingung max (|x,|, |xs|, |xs|)=N gilt, solche nur von M und a abhingende
Konstanten c¢,, ¢,=~0 existieren, daff

¢,logN = P(N) = c,logN
erfullt ist.

2. Beweis des Satzes

Zum Beweis des Satzes brauchen wir die folgenden Lemmas.

Lemma 1. (S. LANG [5]).) Sei o eine reelle quadratische Zahl und c eine solche
natiirliche Zahl, daf die Ungleichung

c
O{Ea-—l-c:—-
qx—p 7

unendlich viele ganze rationale Losungen q und p hat, wo q=0. Bezeichne weiter A(N)
die Lisungsanzahl dieser Ungleichung im Falle g=N. Dann existieren Konstanten
¢y, ¢"=0, sodap fiir alle N die Ungleichung

[A(N)—cilogN| = ¢”

richtig ist. Mit anderen Worten
A(N) = cilog N+0(1)

Bewels. Siehe [5], Seite 80.

Wir bemerken, daB S. Lang in [5] den obigen Satz mit der Untersuchung der
Losungsanzahl der vollstindigen zerlegbaren Formen mit zwei Unbekannten bewies.
Da die in [5] vorkommenden Lemmas (wegen gewissen Nebenbedingungen) nicht
mit den jetzt folgenden Lemmas 2. und 3. identisch sind, beweisen wir zur Vollstindig-
keit auch Lemma 2. und 3.

*) Zusatz bei der Korrektur: Neuerdings bewies W. M. ScuMIDT ( Annals of Math. 96 (1972),
526—>551.) allgemein, daB die Losungen von (1), unabhiingig von der Struktur M, zu endlich vielen
Lasungsfamilien gehdren.
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Lemma 2. Sei d=1 eine quadratfreie ganze Zahl, K =R(lq) und 1,  die Ganz-
]/E wenn dZ1 (mod 4)

hei g . L T g T
heitsbasis von K, wo o V’32+1 it J=1 Gnod 4); Sei weiter f eine natiirliche

Zahl. Dann existieren Konstanten ¢y, ¢,>0 sodaf} die Anzahl R(N) der Losungen (x, y)
der Gleichung

3) INgr(x +fwy)| =1
welchen der Bedingung max (|x|, |y|)=N geniigt

cslogN = R(N) = cylogN
gilt.

BEwEIS. Zuerst beweisen wir die Abschdtzung nach oben. Wir kénnen annehmen,
daB x, y=0, denn wenn fiir eine Ldsung (x, y), y=0 wire dann ist (—x, —y) auch
eine Losung von (3), weil

|Nxm(“v’l'—wa’)i = |NK;R(—fx+ﬁUJ’))' = !Nxm(—"m = 1.

Weiter kénnen wir zu jeder Losung y=0 hochstens 2 Losungen geben, ndmlich bei
festem y ist (3) eine quadratische Gleichung mit ganzen rationalen Koeffizienten
in x, die hochstens zwei Losungen hat. Von diesen ist eine nicht negativ, weil bei
festem y (3) die Gestalt

x*+ xy Spg/r(f®) + y* N (fw) +1 = 0

hat. Die Ldsungen dieser Gleichung sind

— ¥ Spx/r (fo) £+ Vy? Spi/r (f©) — 4(3* Ngjr (fo) £ 1)
2

M=

und weil
—df? wenn d# 1 (mod4)

Nx;a(f(“’)) = 1;4‘1)’2 wenn d=1 (mod4)

ist die Zahl unter der Wurzel mindestens (ySpxr(fw))*.
Sei also (x, y) eine nicht negative Lésung von (3). Dann

1 1

(2 e R o L B

(4J Ufw +xi T '_l_’fw(l)‘i'xl =~ y
denn wegen V=1 ist |yfoV+x| = yfwo+x > y. Darum gilt (4) fir alle nicht
negativen L3sungen von (3). Weil fw eine reelle quadratische algebraische Zahl ist,
hat (4) nach dem Approximationssatz von Dirichlet unendlich viele ganzrationale
Losungen (x, y).

Also sind die Bedingungen von Lemma 1. erfiillt und fiir die Losungsanzahl
A(N) von (4) gilt bei der Bedingung 1=y=N

R(N) = 4A(N) = 4cilog N+ 0O(1) = ¢ log N
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Danach beweisen wir die Abschidtzung nach unten. Sei (x, y) die Losung der

Ungleichung |yfo® +x| < ;l,—und nehmen wir an, daB |y| < -QI_f % . Dann ist

auf Grund von Lemma 1. die Anzahl dieser Lésungen

11/ N i ) N
21[), m]=2c11 7| FET oW

Wegen |x| = |[—yf0@| + [pfo® + x| ist weiter |x| = -—;—Vﬁ und

|Ngsr(x +foy)| = |x+f0®y||x+fo®y| < '%+fw“’ ;

Wenn o = Jd, dann o® = o® +2)d, also

= ‘%+fw“” +2Vdf < 1+2fVd.
Wenn aber o = l+2ﬁ , dann ©® = ©® +}d und

I%+fm(” = 14fYd < 1+2/V3,

also in beiden Fillen
|Ngr(x+foy)| < 1+2fVd

das heiBt (x, y) ist eine Losung der Gleichung
&) \Ngr(x+foy)| =t

fiir irgendein |t| < 142fVd. Durch das Schachtelungsprinzip muB es solche |7,| <
< I+2fﬁ geben fiir welche die Losungsanzahl der Gleichung (5) mindestens

24 [IlfVu'—N__l]/ [2(1+2/Vd)] ist (wo t,0).

Jetzt betrachten wir fiir diese 7, die Menge H,, der L&sungen der Gleichung
(5). Zwei Elemente (x,,»;) und (x,,y,) von H, nennen wir dquivalent wenn
Xy =X, (mod |f) und y;=y, (mod ).

Die Anzahl der Aquivalenzklassen, die durch die obige Aquivalenzrelation in-
duziert sind, ist #z;. Noch einmal gibt es auf Grund des Schachtelungsprinzips eine
Klasse O, daB die Anzahl ihrer Elemente |O|=|H,|/t5 ist.

Sei (xy, y1), (xg, yo) €0 und

e 2 + Spx/r (J©) Xay1 + Ng/r (f©) Y172 y = X1 Vs — X Vs

- |%| ; | ol
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x” und )’ sind ganzrationale Zahlen, weil z. B.
X%, = x3 (mod |#))
Spx/r(fw)Xey1 = Spgr(f0)xpy,  (mod |1o])

: Nx;n(fw)_}’ﬂ’z = Nx;n(fm)yg (mod |z,])
also

to| X" = x%"'spx;s(fw)sz’s‘f'Nx;RUw)yg = Nx;n(xz +foy,) = 1, =0 (mod |4))

und durch einfaches Rechnen kann man sehen, daB sie Lésungen von (3) sind. Weiter
ist wegen

1 .
x| EEW (i=1,2)

| =N, und |y|=N.
Sei (.xs, y,)EO und

e X1 X3 + Spg/r (f®) X5y, + Ngjr (f0) y173
o]

_ X1Vs—Xgh
i

]

Wir zeigen, daB wenn
(6) x'=x" und y'=)°,

$0 Xx;=Xx3; und y,=y,, das heiBt, die Losungsanzahl der Gleichung (3) ist minde-
stens |0)|.
In der Tat, wenn (6) erfiillt ist, dann

[x1+ 31 Spgjr (f@)] (X2 — X3) + 1 Ngjr (f©0) (ya—y3) = 0
— Y1(x2 — x3) +x;(0a—y3) =0

Die Determinante dieses homogenen linearen Gleichungsystems ist

X1+ 1 Spx/r (f@) leK{R(fm)
= s | X1

also x,=x3 und y,=ys;.
Das Vorhergehende zusammengefaBt erhalten wir

= Ngr(x1+fwy) = 1, # 0

2 1 N 1
RNEOE———-———}.[— = L log N+ O(l).
atiedis 2@(+27a) 1 T+1) = 20 12p7ay v

Lemma 3. Seien o,, oy solche reelle linear unabhingige algebraische Zahlen,
fiir die K=R(a,, ;) ein, iiber R quadratischer Korper ist. Hat die Gleichung

(7) Nxfk(alxl‘l'agl’z) =a GER
eine ganze Losung (x,, X,), so gibt es solche nur von M und a abhingende Konstan-

3'
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ten cg, cg=>0 fiir die die Anzahl P,(N) der Losungen von (7) welche die Bedingungen
max (|x,|, [x;)=N erfiillen

c;log N=Py(N)=cglog N
gilt.

Beweis. Da K ein quadratischer reeller Korper ist, gibt es eine quadratfreie

ganzrationale Zahl 0 =d, sodaB3 R(x,, 2,)= R(l«“d ). Wir nehmen an, daB d = 1 (mod 4),
weil im gegenteiligen Fall der Beweis dhnlich ist.

Dann ist 1, }d eine Ganzheitsbasis von K. Wir nehmen weiter an, daB «,, o,
ganz in K sind, weil wir dies leicht erreichen kénnen. Da der Modul M= {x,, o}
vollstindig ist, gibt es nur endlich viele nicht assoziierte Elemente mit der Norm a
(und solche Systeme einander nicht assoziierter Elemente kénnen wir effektiv be-
stimmen). Seien diese f; = k;+fVdI; (i=1, ..., r und k;, I, ganzrational).

Bezeichnen wir mit Z,, den Multiplikatorenring M, so kénnen wir alle Losungen
der Gleichung (7) mit der Gestalt

(8) o X+ Xy = eff;

erzeugen mit irgendwelchen 1=i=r, wo ¢€%,, eine beliebige Einheit ist [2]. Aber
wegen dem Einheitensatz Dirichlets sind der Rang der Einheitengruppe %,, und
K gleich und so ist in diesem Fall die Einheitengruppe Z,, {+¢"} mit irgendeinem
ganzen n=1, wo £>1 Grundeinheit von K ist. Jetzt mit 2 den Ring der ganzen
Zahlen vonK bezeichnend und mit f/ den Index {Z:2,}, ist 1, fw (Siehe [2], S. 178)

eine Ganzheitsbasis von Z,,, wobei in diesem Fall o=} d ist (im Fall d=1 (mod 4)

14+ Vd
2
|x|, |¥|=N, die Losungen (3). Dann fillt wegen Lemma 2. die Anzahl dieser Ein-

heiten zwischen zwei konstante Produkte von log N.

ist ), und so sind sidmtliche Einheiten von Z,, der Gestalt ¢* = x+yfw und

Sei a; = aj-+-flf£7f;’Jr (/=1,2), a= x-i—l”c?fy (aj,b;, x,y ganz). Dann ist zur Er-
fiillung von (8) notwendig, daB das Gleichungsytem

ﬂl.xl'."asz = k,-x+f,-df2j-‘
byxy+boxy = ix+k;y

erfiillt ist. Aber dieses knnen wir wegen des obengesagten sowohl fiir x,, x,, als
auch fiir x, y, bei irgendeinem 7, als auch fiir Unbekannten im Ring der ganzrationalen
Zahlen I6sen.

Andererseits wenn max (/x/|, |y|)=Nd’, dann max (|x,|, [x3/)=N und umgekehrt,
wenn max (|x,/, |x;]) =N dann ist max (/x|, |p[)=Nd”, wo d’ und d” unabhiingig von
N sind. Aber dann ist mit der Benutzung von Lemma 2.

cslog N = ¢;log Nd” = Py(N) = cglog Nd” = cglog N.
Zunichst brauchen wir noch ein Lemma.

Lemma 4. (K. GYOry—L. LovAsz [3].) Wenn K ein nicht reeller K-Korper ist
und 2 €K, so Rea, ilma €K und

[Nxr(Rea)l,  |Nigg(ilma)| = |Ngr(2)]
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Beweis. Siehe [3] (Siehe auch [4]).

BEWEIS DES SATZES. Wir kénnen annehmen, daB 7 Im «,, 7/ Im %, nicht 0 und
linear unabhédngig sind.

Weil wenn o, = B,+if., 23 = P3+ifs (f370) und entweder ;=0 oder f;=rp;
(r€R) und 570 wenden wir auf den Modul M die Ahnlichkeitstransformation &, M
(d.h. die Gleichung (2) multiplizieren wir mit [Ny x (%3)|). Fiir Generatoren ;M ist
die Bedingung schon erfiillt.

Sei nimlich &, M = {a], 3, 23}, wo

a = ogly
% = d3 = f3—ifs
%y = dadly = Pofis+ Pafs+ i(Pafs— Pafa).

Wenn f;=0, dann Im 3 = — f5 und Im o5 = — f,f5 und weil f,4 R (anderfalls sind
1, ,, o4 linear abhiingig) sind die obigen Bedingungen erfiillt.

Wenn aber f;=rf; dann Im o; = —f3 und Im 25 = B5(rf;—f.). Weil B30 so
Im 2;=0. Im 2;=0 kann nur sein wenn rf,—f, = 0. Dann folgt aber wegen der
Bedingung, daB o, =ru,, was ein Widerspruch ist. Im 3 und Im 2; kann auch nicht
linear abhiingig sein, weil wenn sie es wiiren, dann B;(rf;—f,) = —sPs (S€R). d.h.
Bs(rPs—P,+5) = 0. Aus diesem folgt, daB raz—a,+5 = 0, was wieder ein Wider-
spruch ist.

a;—0&;
2
ganzen rationalen Zahl multiplizieren kénnen erreichnen, daB 7 Im z,, i Im «; ganz

seien, was wir im Weiteren annehmen.

Nun beweisen wir die Abschitzung nach oben. Auf Grund von Lemma 4. ist
fir simtliche x=(x,, x,, x3) Losungen von (2), daB [N,z (i Im o, x,+i Im a3x3)| = |a|
erfillt. Weil auf der linke Seite eine ganzrationale Zahl steht, hat die Gleichung

Weiter iIma; = (j=1,2), darum wenn wir (2) mit einer geeigneten

) Nijr (i Im oy xy i Im oy x,) = @’

mindestens fiir ein @’ €Z, wo |a"|=al, unendlich viele Losungen. Giibe es nidmlich
fiir jede ganze rationale Zahl |a@”|= |a| nur endlich viele Lésungen, dann wire auch
die Zahl der Losungen von (2) endlich, da zu jedem festen x,, x, endlich viele (h6ch-
stens [K: R]=n) x, existieren.

Also ist der Modul M’ = {i Im «,, i Im o} wegen Satz von Thue [7] (Siehe noch
[1] oder [6]) voll, quadratisch oder dhnlich zu einem solchen. Also gibt es auf Grund
von Lemma 3. eine Konstante ¢y, daB bei der Bedingung max (|x,|, |x;)=N die
Losungsanzahl von (9) =¢, log N ist. Wegen des Vorangehenden gehoren zu jedem
X5, X3 hochstens n x; und es gibt hochstens 2la| Gleichung der Gestalt (9), also

P(N) = 2nlalcylog N = ¢c;log N

Endlich beweisen wir die Abschitzung nach unten. Multiplizieren wir beide
Seite von (2) mit einer ganzen rationalen Zahl so kénnen wir erreichen, daB o,m=aj
und aym=u4 ganz sind, so wir mit den Bezeichnungen a;j=m und &’ =am!X:®1 (2)
in der Gestalt |Ngg(oyx;+23x;+%3x3)| = @’ schreiben konnen.

Sei {o, f} Teilraum des durch den Modul {], o3, 23} erzeugten Vektorraumes
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tiber R, der zu einem reellen quadratischen Teilkorper dhnlich ist. Ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit konnen wir annehmen, daB

%= Cp0y+Co 0+ Ca1ty, P = Crotly+ Coals+ Caglg; ci;j€Z
Seien ¢,3, Ca3, C33 SOIChe ganze rationale Zahlen, daB
€11 €z Cia
C= Coy Coa Cag - 0
C31 Cga Caa
und betrachten wir die Transformation
X3 = CnY1t+Cyet+Cia)s
Xg = Cy Y1+ Caa)a+Coa)s

- X3 = C31)1+ Caa Vs + C33)s

%] =

1=i,k=3

Angenommen, daB R(ac,ﬂ)=K’ quadratisch ist, so gibt es ein 0#a” €Z fiir
welches die Gleichung

(10) N r(@yy+Bys) = a”

eine Losung y;, ¥, €Z hat. Dann hat sie unendlich viele Lésungen.
Bezeichne a” die kleinste solche Zahl im absoluten Betrag. Die Anzahl der Lo-

sungen von (10), fir welche max (|y]) = % ist, ist =¢, log N auf dem Grund
1=i=3

von Lemma 3. Jetzt sind simtliche Losungen y,, y, von (10) auch Losungen der

Gleichung

" K: K] = Nx,rk(ﬂh +Bys) = NKIR (a1x,+ 0t Xp + 3 X3)

bei y;=0. Zu allen Ldsungen (y,, ., 0) gehort eine solche Ldsung x=(x,, X, X3)
der nidchsten Gleichung, welche die Bedingung max (|x;)=N erfillt. Wenn also

A=|ad (KKK Rl 50 hat die Ungleichung (2) fur a!le a= A mindestens ¢, log N
Losungen.
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